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Prologo 


El proposito de este libro es presentar el analisis elemental como mate- 
matica y, a la vez, como un instrumento de la ciencia, y hacer esta presen- 
tacion en el espiritu y a la luz de las matematicas contemporaneas. Recono- 
cemos que el analisis es una materia rigurosa que es aplicable a multiples 
ramas de Ja ciencia y especialmente a la ingenieria, y que, hoy en dia, la unica 
forma admisible de estudiarlo es la que ponga enfasis tanto en la com- 
prension como en las ideas. La sola adquisicion de ciertas habilidades de 
operacion, aunque necesarias, no preparan a nadie en el empleo efectivo 
de las matematicas, por lo menos at nivel profesional del cientifico y particu- 
larmente del ingeniero. Por otra parte, no se puede dejar pasar inadvertido 
que este tipo de presentacion es el unico mediante el que puede conseguir- 
se que las matematicas contribuyan plenamente a la educacion liberal de nues- 
tros estudiantes. 

El libro es el fruto de unos ocho anos de experimentacion activa en la 
revision de nuestro programa de matematicas para pregraduados en ciencias 
e ingenieria y refleja cuatro anos de experiencia en la exposition de una 
edition preliminar multigrafiada a todos nuestros estudiantes de ciencias e 
ingenieria y a algunos estudiantes de artes liberales. 

Comenzamos con los axiomas del sistema de los numeros reales. Todo 
lo que sigue —el algebra, la geometria, la trigonometria, el calculo— esta 
basado en estos axiomas. Usamos los vectores en el estudio de la geometria 
analitica plana. Presentamos el concepto de funcion en forma general, y las 
algebras de funciones valuadas en el campo real y las transformaciones rigi- 
das se estudian como casos particulares. Despues de una discusion de la 
longitud de arco, considera una transformation de la recta real sobre la cir- 
cunferencia, y se definen y estudian las funciones trigonometricas. Damos 
tambien una introduction cuidadosa al calculo diferencial e integral. En el 
calculo, como en lo que le precede, ponemos particular enfasis en la com- 
prension y en las ideas fundamentales. Las definiciones y los teoremas se 
formulan con toda precision y, con pocas excepciones, las pruebas son com- 
pletas. Para ilustrar las ideas y sus aplicaciones, para verificar el grado de 
comprension y para desarrollar habilidad manipulativa, aparecen en el texto 
numerosos ejemplos y ejercicios. 

Al volumen I se le ha dado un caracter fundamental. Queremos decir con 
esto que hemos planeado e! volumen 1 de tal modo que la extension a di- 
mensiones mas elevadas, tanto en geometria como en calculo, en el volu¬ 
men II, no aparezca como una materia completamente nueva, sino como una 
generalization sencilla y natural de la geometria plana y del calculo de fun¬ 
ciones reales de una variable real. Asi. en realidad, el segundo paso en la 
educacion del estudiante es no solamente una extension sino que tambien es 
una revision y recapitulation de lo que antes ha visto. Esto da al estudian¬ 
te una oportunidad adicional para comprender y apreciar ideas simultanea- 
mente con su progreso en el estudio de nuevos conceptos. Al dar al estudian- 
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te una base solida en analisis, esperamos que un gran numero de ellos quede 
preparado para continuar su education matematica en algunas de las ramas 
especializadas o basicas de la matematica avanzada y, al mismo tiempo, dar 
a todos ellos el entrenamiento matematico que es prerrequisito para sus cur- 
sos en ciencias basicas e ingenieria. 

Para muchos estudiantes es muy alto el escalon entre las matematicas a 
nivel secundario y este curso. Las ideas y el pensamiento abstracto no pue- 
den evitarse. El estudiante no siempre esta preparado para el manejo de 
ideas generales ni para un desarrollo metodico de sistemas y metodos mate- 
maticos. A menudo no conoce la matematica como ciencia deductiva. 
Encontramos necesario emplear tiempo en una exposition amplia de las ideas 
fundamentales y en aquel tipo de motivation y y explication que pueden 
mejor exponerse en el salon de clases. El estudiante tiene dificultad en apli- 
car los resultados generales al estudio de casos individuales y a la solution 
de problemas concretos, y es por ello que necesita la experiencia de la reso¬ 
lution de problemas por si mismo. Damos problemas al final de cada section 
y al final de cada capitulo. El grado de dificultad de estos problemas varia. 
Muchos son de rutina y algunos constituyen un desafio a los mejores estu¬ 
diantes. 

En el volumen I hay materia mas que suficiente para dos cursos semestra- 
les de cinco horas semanales. Lo hemos utilizado para los primeros dos 
semestres y medio de matematicas para ingenieria y ciencias (un total de 
12 horas semestre). Aunque comuniquemos al alumno los resultados prin- 
capitulo 5; section 6 del capitulo 7; secciones 5 y 6 del capitulo 9; reccio- 
nes del libro: secciones 6, 7 y 9 del capitulo 4; secciones 9, 10 y 11 del 
capitulo 5; section 6 del capitulo 7; secciones 5 y 6 del capitulo 9; seccio¬ 
nes 5 y 6 del capitulo 11; section 5 del capitulo 12; section 9 del capitulo 13. 

Estamos profundamente agradecidos a los profesores Earl Crisler, Rene 
DeVogelaere, Lester Lange, Richard Otter y Robert Weinstock por sus mu¬ 
chos y valiosos comentarios y sugerencias. Apreciamos en lo que vale la 
oportunidad dada por la Universidad de Notre Dame al permitirnos experi- 
mentar, lo que no habria sido posible sin la aprobacion y el aliento del pro- 
fesor Arnold Ross del Departamento de Matematicas y el decano Karl 
Schoenherr de la Escuela de Ingenieria. Nuestras gracias especiales a la se- 
nora Beatrice Haaser por su cuidado y paciencia al mecanografiar las edi- 
ciones preliminares y el manuscrito, y a la senora Peggy Ryan que colaboro 
en esta ultima tarea. 

Norman B. Haaser 
Joseph P. LaSalle 
Joseph A. Sullivan 
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Prologo 
al estudiante 


“Debemos admitir algunos axiomas; si admitimos unos 
pocos mas que los estrictaimente necesarios, el dano no es 
grande. Lo esencial es aprender a razonar con los axiomas 
una vez admitidos. En un teatro, la audiencia acepta 
voluntariamente todos los postulados que al comienzo se 
le imponcn, pero una vez levantado el tel6n es inexorable 
en lo que a logica respecta. Pues bien, lo mismo ocurre en 
matematicas.” 

H. POINCARL 


La historia conocida del desarrollo de las matematicas, cubre un periodo 
de casi siete mil anos. El algebra, la geometria y la trigonometria son de 
antiguo origen, y las contribuciones griegas a la geometria son conocidas 
por toda persona instruida. Los griegos veian las matematicas como una 
ciencia deductiva. Comenzaban con definiciones y axiomas claramente for- 
mulados y por razonamiento logico y prueba precisa elaboraron una teoria 
de la geometria que demostro, para todos los tiempos, el poder del pensa- 
miento abstracto y condujo al hombre al descubrimiento de que a traves 
de las matematicas puede entender la naturaleza. Despues de los griegos, y 
a causa de algunos de ellos, el progreso fue lento. El siguiente gran periodo 
de las matematicas llega casi dos mil anos mas tarde, en el siglo xvn, y con el 
vienen la matematica moderna y la ciencia moderna. Fue esla la epoca de 
las grandes academias. Los matematicos eran fisicos, los fisicos eran filosofos 
y los filosofos eran matematicos. La geometria analitica comienza con Fer¬ 
mat en 1629 y Descartes en 1637. En particular, fue Descartes el primero 
en aplicar sistematicamente el algebra al estudio de la geometria. Cincuenta 
anos mas tarde, Newton y Leibniz fundan el calculo diferencial e integral. 
Los dos problemas centrales del calculo son el problema de las tangentes y el 
problema de la cuadratura. El problema de las tangentes es el de encontrar 
las rectas tangentes a una curva y este es el problema geometrico funda¬ 
mental del calculo diferencial. El problema de la cuadratura es el de deter- 
minar el area limitada por curvas y es el problema geometrico fundamental 
del calculo integral. A Newton y a Leibniz se les llama los fundadores del 
calculo porque fueron los primeros en ver claramente la intima relation entre 
estos dos problemas. A sus relaciones se les llama teoremas fundamentals 
del calculo. Este fue el comienzo del analisis, y dio un impetu a la mate¬ 
matica y a la ciencia, que aun perdura en el presente. 

Comienza ahora, el lector, sus estudios de analisis y esperamos que tenga 
alguna familiaridad con los numeros, que haya adquirido, al menos, la des- 
treza para las operaciones del algebra de secundaria y, que sepa algo sobre 
la interpretation grafica de los conceptos geometricos. Aunque no necesario. 
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tambien seria de ayuda haber estudiado trigonometria geometrica, y nos 
agradaria pensar, pero no lo presuponemos, que hubiese tenido un verdadero 
curso de geometria euclidiana plana. Pero, mas importante que todo lo de- 
mas, suponemos que tiene deseo de aprender, voluntad de estudiar y alguna 
aptitud para las matematicas. 

En analisis, comenzamos con el sistema de los numeros reales y en el 
capitulo 1 enumeramos los axiomas del sistema de los numeros reales. Son 
estas las propiedades que caracterizan completamente a los numeros reales 
y es este nuestro punto de partida. Aceptamos estos axiomas (pueden tambien 
llamarse postulados), y todo lo demas que hacemos en analisis se basa en 
ellos. No habra ningun otro concepto indefinido. Todos los demas conceptos se 
definiran en terminos de los numeros reales o en terminos de conceptos 
previamente definidos. Discutimos muchas definiciones intuitivamente, pero 
la formulacion precisa de las definiciones importantes esta siempre precedida 
por la palabra Definicion (vease, por ejemplo, la pag. 17). Los resultados pre- 
liminares que conducen a resultados de mayor importancia o generalidad se 
llaman lemas, y los resultados mas importantes, teoremas. Las consecuencias 
directas de los teoremas que son casos especiales importantes de los teoremas 
se llaman corolarios. 

El lector encontrara que es necesario estudiar regular e inteligentemente 
y desarrollar habitos de estudio adecuados. Ayuda mucho estudiar las mate¬ 
maticas con lapiz y papcl en mano y desarrollar los detalles de los argumen- 
tos y los calculos por si mismo. Un buen primer paso en la comprension de 
la definicion de’ an nuevo termino o un nuevo teorema es el de memorizar la 
definicion o el teorema. Debera intentar despues ilustrar casos particulares 
de la definicion o el teorema. Si no puede hacer esto, estudiense los ejem- 
plos que en el texto aparecen. Recuerdese que no puede entenderse lo que 
se dice si no se entiende el significado atribuido a las palabras o simbolos 
que se usan. Para conveniencia del lector damos en la pagina 13 una lista 
de simbolos, y el numero de pagina le indica donde se utilizo y explico el 
simbolo por primera vez. Despues de un estudio cuidadoso del material, es- 
tara listo para enfientarse con los problemas. Los problemas constituyen una 
prueba parcial del dominio del tema y deben ayudarle en la comprension y 
apreciacion de las ideas. Algunos de los problemas son completamente de 
rutina. Otros tienen como finalidad ilustrar ideas y estimular la imaginacion 
y algunos son anticipaciones de cosas por venir. Las contestaciones a algunos 
de los problemas aparecen en la parte final del libro, pero solo deben consul- 
tarse despues de que cierta comprobacion de la respuesta ha dado alguna 
seguridad de que es correcta. 
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Capitulo 


a u (B n C) 


Los numeros 

reales 


1. introducciGn 

El sistema de los numeros reales de que ahora disponemos, es el resultado 
de una enorme cantidad de reflexion por parte del hombre. Los enteros 
positivos, es decir, 1,2,'3, pueden encontrarse desde el comienzo de 
nuestra civilization. Enteros tan grandes como 100 000 se usaban en Egipto 
en fecha tan temprana como es 3 000 antes de Cristo. 

Los antiguos egipcios y babilonios desarrollaron una aritmetica en la 
que las operaciones de adicion y multiplication de enteros positivos podian 
efectuarse. Aunque la division no se desarrollo por completo en estos 
antiguos pueblos usaron ciertas fracciones. Tenemos, pues, que los numeros 
racionales aparecieron tambien en una temprana etapa de nuestra civiliza¬ 
cion. (Un numero racional es un cociente de dos enteros.) 
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Fueron los babilonios los que mas exito tuvieron en el desarrollo de la 
aritmetica y el algebra porque tenlan una notacion para los numeros muy 
superior a la de los egipcios. Esta notacion era, en principio, analoga a 
nuestro sistema decimal, excepto por el hecho de que su base era 60 en 
lugar de 10. Una buena notacion es un prerrequisito necesario para el 
desarrollo de las matematicas. (jlntentese efectuar una multiplicacion con 
numeros romanos!) 

Nuestro sistema decimal con los numerales ilamados arabigos fue 
inventado por los hindues e introducido en la Europa occidental en el siglo 
doce a traves de las traducciones de textos arabes. Sin embargo, la aceptacion 
generalizada de esta notacion tardo mucho en llegar. La aceptacion del cero 
fue, para algunos, especialmente dificil. La espera fue aun mayor para la 
aceptacion de los numeros negativos. Incluso hasta finales del siglo dieciseis 
se descartaban las raices negativas de las ecuaciones. 

La aritmetica y el algebra se desarrollaron bajo el estimulo de problemas 
practicos y fueron, por ello, compendios de reglas de “como operar”. En 
contradiction, la geometrla la desarrollaron los griegos solamente para su 
satisfaction intelectual y es un modelo de sistema logico. 

Sin embargo, con el desarrollo del calculo, los numeros reales, especial¬ 
mente los irracionales —numeros tales como yj2, it, 5— tuvieron que 
sustentarse sobre un firme fundamento logico. Esto se logro en la ultima 
parte del siglo diecinueve. 

Disponemos ahora de un sistema de axiomas que describe completamente 
los numeros reales; partiendo de estos axiomas podemos derivar todas las 
propiedades de los numeros reales. Este es el metodo usado en la geometrla 
euclidiana: se acepta un cierto numero de proposiciones —a las que se 
llama axiomas, postulados o hipotesis— y basandose en esos axiomas 
se prueban todos los teoremas de la geometrla. 

Daremos un sistema de axiomas para los numeros reales y esta es nuestra 
base para el analisis. Todo el resto de lo que haremos tendra estos axiomas 
como fundamento. Aunque todas las propiedades de los numeros reales 
pueden deducirse de estos axiomas, no derivaremos todas y cada una de 
las propiedades que podamos tener ocasion de usar. En lugar de ello nos 
confmremos a la destreza que el estudiante ha adquirido a traves de sus 
estudios de ensenanza media. El estudiante debe comprender, desde luego, 
que todo paso algebraico correcto que el aprendio es derivable de nuestros 
axiomas. 

Sin embargo, en este capitulo establecemos algunas de las propiedades 
algebraicas mas importantes de los numeros reales, y, si el estudiante 
domina estas pruebas, entonces debe ser capaz de probar todas las reglas 
que se utilizan en las operaciones algebraicas. 

Aparte de demostrar el modo en que las reglas, para operar con numeros, 
pueden derivarse de los axiomas, este capitulo debe servir para introducir 
al estudiante a las matematicas como ciencia deductiva, que es lo que las 
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matematicas son. Debe servir tambien como una introduction a la naturaleza 
de la prueba y a los metodos para la construction de pruebas. 


2. CONJUNTOS 

Como estaremos constantemente usando conjuntos, en particular 
conjuntos de numeros, daremos una breve discusion de esta notion antes de 
comenzar a considerar los numeros reales. Por un “conjunto” entendemos 
una coleccion de objetos. Los objetos individuales se llaman “elementos” 
del conjunto. 

Si un conjunto tiene un numero finito de elementos, entonces se llama 
conjunto finito; en caso contrario se llama conjunto infinito. El conjunto 
de enteros desde 1 hasta 10 es un conjunto finito; tiene diez elementos. Un 
ejemplo de conjunto infinito lo tenemos en el conjunto de todos los enteros 
positivos. 

Denotaremos usualmente a los conjuntos con letras manuscritas 
(mayusculas) y a sus elementos con letras cursivas minusculas. Denotaremos 
el hecho de que b sea un elemento del conjunto 3 por be$>. La expresion 
se lee “b es un elemento de 3i'\ “b pertenece a 33”, o “b esta en 33”. 
Un conjunto 33 se dice que esta definido si, para cualquier elemento c, 
puede determinarse si ce33 o c^SS (lease “c no es un elemento de 33”). 

Un conjunto finito puede ser mostrado escribiendo sus elementos entre 
Haves, como: {a, b, c). Algunas veces podemos mostrar un conjunto 
infinito en forma analoga, como en el caso de los enteros positivos: 
{1, 2, 3, • • •}. Los tres puntos quieren decir etcetera. Esta notation puede 
usarse solamente cuando es claro lo que la palabra etcetera denota. Usual¬ 
mente, un conjunto infinito se describira por alguna propiedad que posee 
cada uno de sus elementos y que no posee objeto alguno que no este en el 
conjunto. Asi, podemos hablar del conjunto de todos los enteros pares; 
la propiedad que cada objeto del conjunto debe poseer es la de ser un 
entero par, y todo entero par es un elemento del conjunto. Como una 
ilustracion del peligro de desplegar unos pocos elementos de un conjunto e 
indicar el resto de los elementos por tres puntos, consideremos el conjunto 
de todos los numeros de la forma « + («— 1) (n—2) (n — 3), donde n es un 
entero positivo. El conjunto comienza con los numeros 1, 2 y 3, pero el 
siguiente elemento es el 10. 

2.1 Definition. Un conjunto A es un subconjunto de un conjunto 33, lo que 
se denota por Acz3!>, si todo elemento de A es tambien un elemento de 33. 

A cz 33 se lee a menudo “A esta contenido en 33”. 

Por ejemplo, el conjunto de los enteros pares es un subconjunto del 
conjunto de todos los enteros. La definition de subconjunto implica que 
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un conjunto es un subconjunto de si mismo. Por tanto, A <=. A es siempre 
cierto. 



FIGURA 1 


Los diagramas pueden ayudar a visualizar las rela- 
ciones entre conjuntos. Por ejemplo, la figura 1 — en la 
que 35 es todo el Interior del circulo grande— ilustra 
la relation A <= 35. 

Dos conjuntos son iguales si y solo si son identi- 
cos, es decir, si y solo si ambos estan compuestos 
de, exactamente, los mismos elementos. Asi A = 35 
si y solo si A c= 35 y 35 c A. 

Ademas de estas relaciones entre conjuntos hay 
dos operaciones sobre conjuntos que tendremos oca- 
sion de usar. 


2.2 Definicion. La intersection de A y 35, escrita A n35, es el conjunto de 
elementos que estan en ambos A y 35. [Figura 2 (a).] 

Es decir, xeAnSi si y solo si xeA y .ve35. 


2.3 Definicion. La union de A y 35, escrita A u 35, es el conjunto de 
elementos que estan en A o en 35. [Figura 2 (b).] 

Es decir, xeAu3 si y solo si xeA o xe35. 

Nota. La letra “o” tal como se usa en matematicas tiene el significado 
de “y/o” en el lenguaje familiar. Asi, “ xeA o xe3i” significa que x esta 
en A o en 35, o en ambos A y 35. 



An& Au& 

(a) (b) 


FIGURA 2 


Por ejemplo, si A—{a, b} y 35 —{a,c,d}, entonces ^tn35={a} y 
Au35 = {a, b, c, d). 

Para que la interseccion de dos conjuntos siempre sea un conjunto, 
definimos el llamado conjunto nulo o conjunto vacio. Es este un conjunto sin 
ningun elemento y se denotara por 0. Asi, si C es el conjunto de enteros 
pares y 3) es el conjunto de enteros impares, entonces CnS = 0 yCu© 
es el conjunto de todos los enteros. 
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Aunque los conjuntos de que trataremos en este capitulo seran conjuntos 
de numeros, debe tenerse en mente que un conjunto es toda coleccion de 
objetos cualquiera que sea la naturaleza de estos. Damos a continuation 
algunos ejemplos en los que presentamos conjuntos que no son conjuntos 
de numeros. Damos tambien una aplicacion sencilla de los conjuntos a la 
logica. 

2.4 Ejemplo. Sean los conjuntos A, 3S, y C definidos como sigue: 

A es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos castanos. 

3S es el conjunto de todas las personas que tienen el pelo gris. 

C es el conjunto de todas las personas que miden mas de 1.80 metros de 
estatura. 

Describanse los conjuntos -TnC, Au3!>, (An3>)uC, (inSjnC. 

Solucion. .TnC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos que miden mas de 1.80 metros de estatura. 

es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos castanos 
o el pelo gris. 

(inS)uC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos y el pelo gris o miden mas de 1.80 metros de estatura. 

(•An$)nC es el conjunto de todas las personas que tienen los ojos 
castanos y el pelo gris, que miden mas de 1.80 metros de estatura. 

2.5 Ejemplo. Definamos los conjuntos A, $>, C, y D como sigue: 

A es el conjunto de las muchachas hermosas. 

3!> es el conjunto de las actrices de cine. 

C es el conjunto de todas las muchachas que usan jabon Dux. 

® es el conjunto de todas las muchachas. 

a) Expresese cada una de las siguientes proposiciones en lenguaje de 
conjuntos: 

1. Todas las actrices de cine son bellas. 

2. Todas las actrices de cine usan jabon Dux. 

3. Todas las muchachas que usan jabon Dux son bellas. 

4. Todas las muchachas que usan jabon Dux son actrices de cine. 

b) 1 y 2, ^implican 3? 

c) 1, 2, y 3, ^implican 4? 

d) 1 y 4, ^implican 3? 

Solucion 

a) 1. 33 c A 

2. 3 <= C 

3. C c A 

4. C <=35 
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b ) 1 y 2 no implican 3. 1 y 2 no excluyen la posibilidad de que haya 
un elemento en C que no este en A (una muchacha que use jabon Dux, 
pero que no sea bella). Podemos ilustrar esto graficamente como sigue 



c) 1, 2, y 3 no implican 4. Damos a continuacion una ilustracion grafica. 



Esta ilustracion nos indica que puede haber muchachas bellas que no 
usen jabon Dux y que no sean actrices de cine. 

d) 1 y 4 implican 3. Cualquier elemento de C pertenece a 35 por 4, 
de donde por 1 pertenece a A. 



Problemas 

1. Si yt = {1, 3, 5, 6} y 35= (3, 4, 5}, encontrar An3$ y A u35. <j,Es 
An 3$ un subconjunto de 35? 

2. Si A = (1, 3, 5, 6} y 35 es el conjunto de todos los enteros impares, 
encontrar An3 y A<u3. ^Es A un subconjunto de 3? 

3. Si A es el conjunto de todos los enteros positivos pares y 35 es el 
conjunto de todos los enteros pares, encontrar An3i y Au3. ^Es A un 
subconjunto de 35? 
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4. Si A — {a, b, c}, $ = {b, c, 
a) A 
c) AnC 
e ) Au(3$nC) 
g) in(iBnC) 
i) (An3S)^jC 


e, /} y C = {e,f, g], encuentrense: 

b) An® 
d ) SuC 
/) ut u(mue) 

A) utn(.'BuC) 

_/) ,93n(CuA) 


5. Si A = {a, b, c), $ = {a, c, d, e}, C = {b, e) y ffl = {d}, encuentrense: 


a) A^jSS 
c) 5iuC 
e) utu(5inC) 
g) (3>nG)nA 


b) An3S 
d) An(3iuG) 
/) in(CuiD) 
h) (An$)uC 


6. Ilustrense graficamente y pruebense las siguientes proposiciones, para 
conjuntos A, 3i y C cualesquiera: 


a) An$x=.A 

b) SciuS 

c) (Ayjdh)nG^{AnG)^{3!,nG) 

d) Si A n 3S = A, entonces A <= 3$ 

e) {A n 3) n C = A n (3 n e) 

7. Definamos los conjuntos A, 31, C y ® como sigue: 

A es el conjunto de todas las personas que pueden resolver el problema 2. 

es el conjunto de todas las personas que pueden leer ingles. 

C es el conjunto de todos los estudiantes universitarios. 

3) es el conjunto de todas las personas. 

a) Describanse los conjuntos An C, 53uC, (An33)nC, (ytu$)nC. 

b) Expresense cada una de las siguientes proposiciones en el lenguaje de 
conjuntos. 

1. Cualquiera que puede resolver el problema 2 puede leer ingles. 

2. Todos los estudiantes universitarios pueden leer ingles. 

3. Todos los estudiantes universitarios pueden resolver el problema 2. 

4. Todas las gentes que pueden hacer el problema 2 son estudiantes 
universitarios. 


c) 1 y 2, i implican 3 ? Ilustrese graficamente. 

d) 1 y 3, i implican 2? Ilustrese graficamente. 

e) 1, 2 y 3, i implican 4? Ilustrese graficamente. 


3. LA RECTA DE LOS NUMEROS 

En el estudio de cualquiera de los topicos de las matematicas, es de gran 
ayuda poder dibujar ilustraciones que tengan alguna relation significativa 
con el topico en cuestion. Estas ilustraciones no son parte esencial de la 
teoria matematica sino que han de considerarse como meras ayudas visuales. 
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Por ejemplo, las anteriores ilustraciones nos fueron utiles para visualizar 
las relaciones entre conjuntos en la seccion anterior. 

Los numeros reales pueden representarse como puntos sobre una recta. 
Discutiremos esta correspondencia entre numeros y puntos sobre una 
recta antes de dar una definition formal de los numeros reales. 

Asociamos primero puntos de una recta con los numeros racionales 
como sigue: Consideremos la medida de distancias a lo largo de una recta 
horizontal (figura 3). Tomese O como el punto desde el que han de medirse 
las distancias. Con O asociamos el numero 0. Las medidas de la derecha se 
consideran positivas y las de la izquierda negativas. Con una unidad de 
longitud fija situamos al punto U a una unidad de distancia a la derecha 
de O, B dos unidades a la derecha, A una unidad a la izquierda, C dos 
unidades a la izquierda y asi sucesivamente. Asociamos de esta manera un 
punto de la recta con cada entero (figura 3). Luego, con la unidad de 
longitud dividida en n partes iguaies, como en una cinta metrica, podemos, 
al menos teoricamente, asociar mediante una medida un punto con cada 
uno de los numeros racionales mjn. (La geometria nos facilita una cons¬ 
truction para dividir un segmento en cualquier proportion.) 



FIGURA 3 


Se nos presenta ahorael problema: <; Asignara este proceso de medicion 
restringido a los numeros racionales un numero a cada punto de la recta? 
Los griegos sablan que la respuesta es “no”. A aquellos segmentos rectilineos 
determinados por el origen O y los puntos a los que no podia, asignarse 
ningun numero racional, les llamaron “inconmensurables” con la unidad 
seleccionada o, literalmente, segmentos rectilineos que no podlan medirse 
por este proceso. Un ejemplo de un segmento inconmensurable es OQ que 
se muestra en la figura 4. OQ es la hipotenusa de un triangulo rectangulo 
isosceles cuyos lados tienen por longitud la unidad. El numero que deberia 
corresponder a Q es el numero cuyo cuadrado es 2. 



Una interesante anecdota dice que los seguidores de Pitagoras —quienes, 
de acuerdo con Aristoteles, creian que los numeros eran los elementos, 
basicos en el conjunto de la naturaleza-— descubrieron que la hipotenusa 
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de un triangulo rectangulo isosceles con catetos iguales a la unidad de 
longitud, no podia ser medida por un numero racional. Creian que esto 
era un defecto en el trabajo de Dios, aun sin mencionar la posibilidad de 
que quiza fuese un defecto en su teoria. Continua la anecdota diciendo que 
todos juraron guardar en secreto su descubrimiento. 

Ahora demostraremos que ningun numero racional tiene un cuadrado 
igual a 2. La prueba dada se debe a Euclides. El metodo de prueba es el 
de suponer que algun numero racional pjq tiene un cuadrado igual a 2. 
Esto llevara a una contradiction que demostrara que nuestra hipotesis no 
puede verificarse y que, por tanto, la proposition que deseamos probar debe 
ser cierta. Supongamos que pjq es un numero racional tal que ( pjq ) 2 =2. 
Supongamos, ademas, que p y q no tienen ningun factor comun. Esto no 
es restriction alguna sobre el numero, ya que todo numero racional puede 
escribirse en la forma pjq con p y q sin ningun factor comun. Pero p 2 = 2 q 2 
implica que p 2 es par, de donde el mismo p debe ser par (vease el problema 3 
siguiente). Luego existe algun entero p l tal que p = 2/q. Entonces, p 2 = 2 q 2 
se hace \p 2 = lq 2 o 2 p l 2 = q 2 . Lo que demuestra que q 2 es par, puesto 
que q es par. Luego, p y q deben tener 2 como factor comun, lo que contradice 
la hipotesis. Por tanto, podemos concluir que ningun numero racional tiene 
un cuadrado igual a 2. 

Hemos demostrado que sobre la recta existe un punto con el que no 
esta asociado ningun numero racional. Realmente, la situation es mucho 
peor. Entre cualquier par de puntos sobre la recta hay una inlinidad de 
tales puntos inconmensurables. 

El problema de ampliar el sistema de los numeros mas alia de los 
rationales de modo que cada punto de la recta pudiera asociarse a un 
numero, probo ser muy dificil. No se resolvio satisfactoriamente hasta el 
trabajo del matematico aleman Richard Dedekind en 1872. El sistema de 
numeros reales desarrollado por Dedekind tiene la propiedad de que todo 
punto sobre la recta puede asociarse con un numero real. Una recta con 
un numero asociado con cada punto se llama recta numerica o recta 
coordenada. El numero asociado con un punto sobre la recta se llama la 
coordenada del punto. 

Porque existe esta correspondencia entre los numeros reales y los puntos 
de la recta es por lo que a menudo identificaremos al numero real con el 
punto a el asociado. Es tambien por ello por lo que con frecuencia 
llamaremos punto a un numero real. 

El problema de localizar en una recta el punto correspondiente a un 
numero irracional (es decir, un numero real que no es un numero racional) 
es de caracter diferente al problema correspondiente para un numero 
racional. En el caso de un numero racional hay una construction geometrica 
que nos permite localizar el punto. Sin embargo, en general, no hay 
construction geometrica alguna que nos permita localizar un numero 
irracional. El punto correspondiente a un numero irracional se localiza 
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aproximadamente con referencia a puntos correspondientes a numeros 
racionales. 

La notation decimal para un numero real nos proporciona una forma 
adecuada para indicar la correspondence entre puntos sobre la recta y 
numeros reales. Ilustraremos esta correspondencia con un ejemplo. 
Consideremos el numero 


b = 


0.231594 


2 3 1 

-1-r + -—- + 

10 10 2 10 3 



9 4 

-« + -- + • ’ ' 

10 5 10 6 


Tomemos el intervalo unidad y dividamoslo en diez partes iguales (figura 5). 


10 10 10 10 10 10 10 10 10 

FIGURA 5 

Entonces b esta entre 2/10 y 3/10. Dividamos el intervalo entre 2/10 y 3/10 
en diez partes iguales. Los nuevos puntos de la subdivision se corresponden 
con los numeros 2/10, 2/10+ 1/10 2 , 2/10+ 2/10 2 , ... , 2/10 + 9/10 2 ,3/10 .b se 
encuentra en el intervalo con puntos extremos 2/10 + 3/10 2 y 2/10 + 4/10 2 . De 
esta manera podemos localizar el punto b sobre la recta con cualquier 
grado de precision considerando mas y mas digitos en el desarrollo decimal 
del numero. 


Problemas 

1. Sobre una recta numerica o coordenada, localicense los puntos 
correspondientes a los numeros —-f, — f, 

2. Localicense sobre una recta coordenada los puntos correspondientes 
a 0.41 y 0.76. 

3. Demuestrese que si p es un entero y p 2 es par, entonces p es par. 
Sugerencia : Si p es par, entonces p — 2n para algun entero n, y si p es 

impar, entonces p = 2n + 1 para algun entero n. 

*4. Pruebese que ningun numero racional tiene un cuadrado igual a 3. 
*5. Pruebese que ningun numero racional tiene un cubo igual a 2. 

1 6. Pruebese que un entero positivo n no puede tener una raiz cuadrada 
racional a menos que n sea un cuadrado perfecto. 


4. LOS NUMEROS REAEES 

El sistema de los numeros reales puede definirse suponiendo que se 
tienen los numeros racionales y definiendo luego un numero real en terminos 
de numeros racionales. Este es el metodo usado por Dedekind. Por otra 
parte, se puede definir el sistema de numeros reales por un conjunto de 
axiomas y luego demostrar que los numeros racionales pueden considerarse 
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como subconjunto de los numeros reales. Este ultimo es el metodo que 
nosotros usamos. 

El metodo axiomatico de introduction del sistema de los numeros 
reales, nos proporciona una base breve y adecuada para nuestros estudios 
de analisis. Que los numeros reales tal y como los hemos conocido en 
nuestras experiencias previas satisfacen los axiomas, se hara aparente a 
medida que prosigamos nuestro estudio. Ademas, de acuerdo a como 
hemos definido una recta en el capitulo 2 sera evidente que existe una 
correspondencia entre los numeros reales y los puntos de una recta. 

El sistema de los numeros reales es un conjunto R y dos operaciones, 
adicion y multiplicacion, y una relacion de orden, denotada por “<” y 
leida “es menor que”, que satisface los siguientes axiomas: 

A, Para todo a y b en R, a+ 6eR. (Estabilidad o “cerradura”.) 

A 2 Para todo a y i en R, a + b = b + a. (Ley conmutativa.) 

A 3 Para todo a, b y c en R, {a + b) + c = a + {b + c). (Ley asociativa.) 

A 4 Hay un elemento y solo un elemento, al que denotamos por “0”, 

tal que para todo aen R,a+0 = a=0+a, (La existencia y unicidad 
del elemento neutro aditivo.) 

A 5 Para cada a en R, hay un y solo un elemento, al que denotamos 

por “ — a ”, tal que a + ( — a) = 0= — a+a. (La existencia y unicidad 
del inverso aditivo.) 

Mj Para todo a y b en R, abeR. (Estabilidad.) 

M 2 Para todo a y b en R, ab = ba. (Ley conmutativa.) 

M 3 Para todo a, b y c en R, ( ab)c = a(bc). (Ley asociativa.) 

M 4 Hay un y solo un elemento, al que denotamos por “1”, diferente de 0, 
tal que para todo a en R, a -1 = a = 1 -a. (La existencia y unicidad 
del elemento neutro multiplicative.) 

M 5 Para cada a en R, diferente de 0, hay un y solo un elemento, al que 
denotamos por a' 1 , tal que a-a~ x = 1 = a -1 -a. (La existencia y 
unicidad del inverso multiplicative) 

D Para todo a, b y c en R, a(b + c) = ab + ac y (b + c)a = ba + ca. (Ley 
distributiva.) 

O, Para cualesquiera dos elementos a y b en R una y solamente una 
de las siguientes relaciones se verifica: a <b, a = b, b <a. (Ley de 
tricotomla.) 

0 2 Si a <b y b <c, entonces a <c. (Ley transitiva.) 

0 3 Si a < b, entonces, para todo c en R, a + c < b + c. 

0 4 Si a < b y 0 < c, entonces ac < be. 

L El axioma del supremo. (Que se enunciara posteriormente, pag.425.) 

El sistema de los numeros reales R es mas que tan solo un conjunto de 
elementos. Es un conjunto en el que hay dos operaciones y una relacion 
que satisfacen los axiomas dados. Una operacion es completamente diferente 
de una relacion. La operacion de adicion asocia con cualesquiera dos 
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elementos a y b de R un elemento unico de R al que llamamos a + b. 
Analogamente, la operation de multiplication asocia con cualesquiera dos 
elementos a y b de R un elemento unico de R al que llamamos ab o a-b. 
Por otra parte, a < b no es un elemento de R sino una proposition acerca 
de los elementos a y b (a es menor que b). 

Notese que los axiomas A t al A s se refieren a la adicion y que los 
M x al M 5 son proposiciones analogas acerca de la multiplication. A, v M, 
se Hainan leyes de estabilidad de la adicion y la multiplication, 
respectivamente. A 2 y M 2 se Hainan leyes conmutativas de la adicion y 
la multiplication. A 3 y M 3 son leyes asociativas. A 4 y M 4 enuncian la 
existencia de un elemento neutro unico para cada operation y que estos 
elementos neutros son distintos uno del otro. Al elemento neutro para la 
adicion se le llama “cero” y al elemento neutro para la multiplication, 
“uno”. A5 enuncia que todo elemento de R tiene un inverso aditivo unico, 
y M 5 enuncia que todo elemento distinto de cero tiene un inverso multi¬ 
plicative unico. 

El axioma D establece una conexion entre las operaciones de adicion y 
multiplication y se llama ley distributiva. Los axiomas Oj y 0 2 se refieren 
a la relation de orden. A 0 2 se le llama propiedad transitiva de esta 
relation. Los axiomas 0 3 y 0 4 conectan la relation de orden con las 
operaciones de adicion y multiplication. 

El axioma L no esta enunciado explicilamente y solo aparece en la 
lista para indicar que se necesita otro axioma para completar el conjunto 
de axiomas para el sistema de los numeros reales. Este axioma se estudiara 
con detalle en el capitulo 9. Realmente, el conjunto de los numeros 
racionales satisface todos los axiomas, excepto el axioma L. Es el axioma 
del supremo que nos garantiza que los numeros reales incluyen los numeros 
irracionales. 

Notese que en el axioma A 4 pudimos haber omitido a = O + o. El hecho 
de que a = 0 + npudo inferirse deque a + 0 = a usando la ley conmutativa A 2 . 
Observaciones similares se aplican a los axiomas A s , M 4 , M 5 y D. Ademas, 
podemos hacer notar que no es necesario postular la unicidad de los 
elementos neutros y de los elementos inversos. Con solo postular la 
existencia de tales elementos en A 4 , M 4 , A 5 y M 5 , la unicidad puede 
probarse. 

Aunque la relation de igualdad aparece en los axiomas del sistema de 
los numeros reales, no damos ningun axioma para esta relation. La relation 
"a = b" significa “a es el mismo elemento que el elemento b". Dicho en 
otra forma, “a = b” significa que se estan usando dos simbolos diferentes 
para representar el mismo elemento. No necesitamos, pues, formular 
explicitamente reglas tales como “si a = b y b = c, entonces a = c” o “si 
a = b, entoncesn + c = b + c”. Al conciuir que a + c = b + c estamos usando 
la unicidad de la adicion. 

El axioma A l nos dice que podemos sumar dos numeros reales cuales- 
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quiera y que su suma es un numero real. Es posible sumar los tres numeros 
reales a, b y c sumando primero a y b y luego anadiendo c a la 
suma as! obtenida. Este resultado se denota por {a + b) + c. Tambien 
podemos anadir a a la suma de b y c: a + (b + c). Como estas dos sumas 
son iguales segun A 3 , podemos prescindir de los parentesis y escribir 
simplemente a + b + c. Mas general, la suma de cualquier coleccion finita de 
numeros reales puede manejarse en la misma forma. Una observation 
analoga puede hacerse en lo que respecta a la multiplication. 

Si consideramos que el entero positivo 1 es el numero real 1 postulado 
en M 4 y que 2 es 1 + 1, entonces 2 es un numero real por Aj; 3 es el numero 
real 2+1. En esta forma vemos que cualquier entero positivo n es un 
numero real. Identificando el entero 0 con el numero real 0 postulado 
en A 4 concluimos que —n es un numero real, segun A s . Asi pues, los 
enteros son numeros reales. Despues de que se define la division demos- 
tramos que R contiene a los numeros rationales. 

La correspondencia entre numeros reales y puntos de una recta puede 
usarse para dar una interpretation geometrica de la relation de orden entre 
los numeros reales. En la section 9 discutiremos la adicion usando una inter¬ 
pretation geometrica distinta de los numeros reales. La relation a < b signi- 
fica que sobre una recta numerica el punto A correspondiente al numero a se 
encuentra a la izquierda del punto B correspondiente al numero b (figura 6). 
En este contexto, el axioma O t nos dice que para cualesquier numeros 
reales ay b con A y B como puntos correspondientes, o A esta a la izquierda 
de B, o B esta a la izquierda de A, o A es el mismo que B. El axioma 0 2 
se corresponde con el hecho geometrico de que si A esta a la izquierda de B 
y B esta a la izquierda de C, entonces A esta a la izquierda de C (figura 6). 



FIGURA 6 


Usando los axiomas, probaremos ahora algunas propiedades del sistema 
de los numeros reales. Los unicos axiomas necesarios en esta section y la 
proxima, son los que van desde A, hasta D. En la prueba del teorema 4.1 el 
axioma que justifica cada paso se indica entre parentesis a la derecha. Las 
pruebas del resto de los teoremas en esta section se dan en una forma mas 
breve y habitual. 

4.1 Teorema. Para todo a en R, a-0 = 0 = 0- a. 

Prueba 

(AJ 
[A s ] 


a-0 = a-0 + 0 

= a-0 + (a + ( —«)) 
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= (a-0 + rz) + (-a) 

[A 3 ] 

= (a-0 + a- l) + (-o) 

[M 4 ] 

= a(0+ 1) + (-a) 

[D] 

= a-1 + (-a) 

[A 4 ] 

= a + ( — a) 

[M 4 ] 

= 0. 

[A s ] 


Tambien 0-a — 0 de acuerdo con M 2 . 

4.2 Teorema. Para todo a en R, — a = (— l)a. 

Prueba. De acuerdo con el axioma A s , el inverso aditivo de a es unico. 
De donde, si demostramos que a + ( — l)a = 0, entonces (— l)a = —a. 
Usando los axiomas M 4 , D y A 5 y el teorema 4.1, 

a 4- ( — 1) a = 1 • a + ( — I) • a = (I + ( — 1)) a = 0 • a = 0. 

4.3 Corolario. Para a y b en R cualesquiera, a( — b) = — ( ab ) = ( — a)b. 

Prueba. Usando el teorema 4.2 y los axiomas M 2 y M 3 , 

fl(-6) = o((-l)A) = (-l)(o6)= ~(ab). 

La prueba de que ( — a)b— - (ab) es analoga a esta y se deja como ejercicio 
para el lector. 

4.4 Teorema. Para todo a en R, —( — a) = a. 

Prueba. Segun el axioma A 5 el inverso aditivo de —a es unico. Como 
a + ( — a) = 0 = ( — a) + a, a es el inverso aditivo de —a; es decir, — ( — a) = a. 

4.5 Teorema. Para a y b en R cualesquiera, ( — a) ( — b) — ab. 

Prueba. Usando el corolario 4.3 y el teorema 4.4, tenemos 

(-a)(-b)=-(a(-b))=-(-(ab)) = ab. 

Hay otras dos operaciones sobre los numeros reales que no estan 
incluidas explicitamente en los axiomas; a saber, la sustraccion y la division. 
Estas operaciones estan incluidas implicitamente y se definen como sigue: 

4.6 Definicion. Para todo a y b en R, a — b = a + ( — b). 

4.7 Definicion. Para todo a y b en R, con b diferente de 0, 

- = ab~ l . 
b 
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Notese que 0 no tiene inverso multiplicative, y, por tanto, la division 
por cero no esta definida. La hipotesis de que 0 tuviera inverso multi¬ 
plicative no es consistente con los otros axiomas. Si 0 tuviese un inverso 
multiplicative, llamemosle a, entonces O a = 1. Esto estaria en contradiction 
con el teorema 4.1, y por tanto no seria consistente con los axiomas sobre 
los que esta basada la prueba del teorema 4.1. Es en este sentido en el que 
decimos que la division por cero no puede definirse. 

De la definition 4.7 y los axiomas M 5 y M,, resulta que el cociente de 
dos numeros reales cualesquiera es un numero real con tal de que el 
denominador no sea 0. Como los enteros son numeros reales y un numero 
racional es un cociente de dos enteros, los numeros racionales son numeros 
reales. 

No podemos demostrar que numeros irracionales tales como 2 o yf5 
son numeros reales sin usar el axioma L. Mas adelante probaremos 
que tales numeros son numeros reales. Entre tanto, suponemos que si n es 
un entero impar positivo y a es un numero real cualquiera, entonces 
hay un numero unico b tal que a = b n . El numero b esta denotado por 
Zfa o por a 11 " y se le llama n-esima ralz de a. Por ejemplo, \[Tj = 3 y 
\] — 32 = -2. Observese, sin embargo, que si n es un entero positivo par, 
entonces no hay ningun numero b tal que a = b" si a < 0, y hay dos 
numeros tales que a = b" si a > 0. Asi pues, si n es un entero positivo par 
suponemos que para cada numero a > 0 hay un numero unico b ^ 0 tal 
que a = b". El numero no negativo b se denota por ffa o por a 1/n y se 
llama ralz n-esima de a. Por ejemplo, /9 = 3 y \f\b = 2. 

Problemas 

1. Pruebese que —0 = 0. 

2. Pruebese que — a — b = -(a-\-b). 

3. Pruebese que si a + b = a + c, entonces, b — c. Esta es la ley de 
cancelacion para la adicion. 

4. Pruebese que a — {b — c) = (a — b) + c. 

5. Pruebese que l ' 1 = 1. 

6 . Pruebese que si ab = 0, entonces a = 0 o b = 0. 

7. Pruebese que si ab # 0, entonces (aby 1 = a~' -b~'. 

8 . Pruebese que si a # 0, entonces (a -1 ) -1 = a. 

9. Pruebese que si ab = ac y a =£ 0, entonces b = c. Esta es la ley de 
cancelacion para la multiplicacion. 


5. ALGO DE ALGEBRA 

Mostraremos como algunas de las reglas y metodos del algebra pueden 
manejarse a la luz de los axiomas para el sistema de los numeros reales. 
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(En esta seccion no volveremos a referirnos mas, expli'citamente, a las 
leyes asociativas: axiomas A 3 y M 3 .) 

5.1 Ejemplo. Demuestrese que 

a ^ c ad + bc 

b d bd 

Solucion. De acuerdo con la definicion 4.7, M 4 , M 5 , M,, D y el 
problema 7 de la seccion 4 

~ + ~ — ab + cd — ab dd + cd 1 bb 1 — cidb ' d 1 + bcb ~ 1 d ~ 1 
b d 

= (ad + bc)b~ l d~ l = (ad + bc)(bdy' = --± 6c 

bd 


5.2 Ejemplo. Demuestrese que 

(a + b) (c + d) = ac + ad+bc + bd. 

Solucion. Mediante dos aplicaciones del axioma D, tenemos 

(a + b) (c + d) = a (c + d) + b(c + d) = ac + ad+bc + bd. 

Consideraremos ahora las soluciones de las ecuaciones lineales y 
cuadraticas. Por solucion de una ecuacion tal como ax + b = 0, se entiende 
que debemos encontrar todos los numeros que cuando estan en lugar 
de x igualan los dos miembros de la ecuacion. Enunciaremos el resultado 
para la ecuacion lineal ax + b = 0 en forma de un teorema. 

5.3 Teorema. Si a. b y x estan en R y a + 0, entonces ax + b = 0 si y 
solo si x = — a~ 1 b. 

Prueba. Hay dos cosas por demostrar, a saber; si ax + b — 0, entonces 
x = —a ' b, y six = —a~'b, entonces ax + b = 0. 

1) Si ax + b = 0, entonces 

ax + b + (-b) = 0 + ( — b) 


a.T + 0 = — b 

> 

> 

ax = —b 

[A 4 ] 

a~ l ax = a~ l ( — b) 


o 

1 

s 

1 

II 

> 

[M 5 ,4.3] 

X 

II 

1 

a 

1 

o 

[M 4 ] 
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2) Si x = —a l b, entonces 


X 

11 

a 

1 

a 

i 

w 


ax = — aa~ 1 b 

[4.3] 

ax = — 1 -b 

[M 5 ] 

ax = —b 

[MJ 

ax + b — —b + b 


ax + b = 0. 

[A 5 ] 


Cuando tenemos que resolver una ecuacion lineal especifica, el procedi- 
miento usual no es el de aplicar el teorema 5.3 sino, en lugar de ello, 
emplear el metodo usado en la prueba del teorema. (En la solucion de los 
ejemplos combinaremos algunos de los pasos en un solo paso y no daremos 
la razon de cada paso. El estudiante debe justificarlos por si mismo.) 

5.4 Ejemplo. Resolver la ecuacion lineal 

3x +1 = 5x —4. 

Solucion. Si x es una solucion de 3x+ 1 = 5x — 4, entonces 

3 x +1 = 5x — 4 

3x4- 1 — 5x— 1 = 5x-4-5x-l 
— 2x = — 5 

X = 1. 

Esto demuestra que si a es una solucion, entonces x debe ser f y, por tanto, 
que | es la unica solucion posible. Sin embargo, no hemos demostrado 
aun que f sea realmente una solucion. Que f es una solucion puede verse 
sustituyendo por este valor a la a en la ecuacion dada. Otro metodo es 
mostrar recorriendo los distintos pasos de la primera parte de la solucion 
en sentido inverso que si x = f entonces 3x4-1 = 5x —4. Es esto lo que 
haremos ahora. 

Si x = ■§, entonces 

— 2x = —5 

— 2x + 5x+l = — 54-5x4-1 
3x+ 1 = 5x —4 

Elemos demostrado asi que f es una solucion y en realidad la sola solucion 
de 3x+ 1 = 5x —4. 

La solucion del ejemplo anterior podria ser acortada considerablemente 
si tuvieramos una forma de indicar que los pasos son reversibles. El uso 
del conectivo ‘Vi y solo si” entre los pasos cumplira tal mision. 

Si P y Q son dos proposiciones, entonces “P si y solo si Q” significa que 
P implica Q y que Q implica P. Es decir, “P si y solo si Q” significa 
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que la proposicion P es equivalente a la proposicion Q. Una doble flecha, =>, 
se usa frecuentemente para denotar “implica”; una doble flecha de dos 
puntas, <=>, denota “si y solo si”. Por ejemplo, 

ab ~ 0 o a = 0 o b — 0 

significa que si ab = 0 , entonces a = 0 o b = 0, y tambien que si a = 0 
o b = 0 , entonces ab = 0 . 

Usando esta notacion, la solucion del ejemplo 5.4 toma la forma: 

3x+ 1 = 5x — 4 o 3x+1 —5x—1 = 5x-4-5x-l 
O — 2x = —5 
•<=> x = -f. 

Notese que el slmbolo <=> denota la equivalencia de proposiciones 
mientras que = denota la igualdad entre entes matematicos. 

La solucion de una ecuacion cuadratica ax 2 +bx + c = 0 por el metodo 
de factorizacion, se basa en el siguiente teorema: 

5.5 Teorema. ab = 0 si jfsolo si a = 0 o b = 0. 

Prueba. Si ab 0, entonces a = 0 o b = 0 segun el problema 6 de la 
seccion 4. Y por el teorema 4.1 sia = 0o£> = 0 entonces ab = 0. 

5.6 Ejemplo. Resolver la ecuacion cuadratica 

x 2 — 3 x + 2 = 0. 


Solucion 

a 2 — 3.V + 2 = 0 o (x— 1) (x —2) = 0 

<=> x— 1=0 o x —2 = 0 
o x = I o x = 2. 

As! pues, 1 y 2 son soluciones y son las unicas soluciones de la ecuacion 
x 2 — 3 x + 2 = 0. 

Es conveniente comprobar el algebra y la aritmetica efectuadas en la 
solucion del problema sustituyendo la x por 1 y por 2 en la ecuacion 
original. 


COMPROBACION 

y 


(1) 2 —3(l) + 2 = 0 

(2) 2 —3(2) + 2 = 0. 


Cuando resolvemos una ecuacion cuadratica completando el cuadrado, 
usamos el siguiente teorema: 
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5.7 Teorema. a 2 = b 2 si y solo si a = b o a = —b. 


Prueba 

a 2 = b 2 o a 2 - b 2 = 0 

o (a—b) (a + b) = 0 

oa-b = 0 o a + b = 0 [5.5] 

o a = b o a = —6. 


5.8 Ejemplo. Resolver la ecuacion cuadratica 

x 2 — 4x+l = 0. 


SOLUCION 

x 2 — 4.x +1 = 0o(x-2) 2 = 3 

ox-2 = 73 o x —2 = — V3 

OX = 2 + 73 O X = 2-73 

As! pues la solucion de x 2 +4x+l = 0 es el conjunto consistente en los 
dos numeros 2 +ft y 2 — 73. 

COMPROBACION 

(2 + 73) 2 -4(2 + v ^)+1 = 4+473 + 3-8-4.73 + I = 0 

y 

(2 — 73) 2 — 4(2 — 73) +1 = 4 - 473 + 3-8 + 473 + 1 = 0. 

Problemas 


1 . 


Demostrar que — • — = 
b d 


ac 

bd 


2 . 


Demostrar que - 
b 



ad 

be 


3. Demostrar que a + a = 2a. 

4. Demostrar que (2x—j') + (x++) = 3x. 

5. Demostrar que (x+ y) (x—j;) = x 2 — y 2 . 

6. Demostrar que (x++) 2 = x 2 + 2x+++ 2 . 

7. Demostrar que —^ + X = 2y + x > ^ q, -1). 

X +X X + 1 
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Q C 

8. Demostrar que - = - si y solo si ad = be, (bd # 0). 

b d 

9. Resolver las siguientes ecuaciones: 

a) 3x + 5 = x —3 b) 2x — I = 2.v + 4 

c) x — 2 = 1 d ) 5 .v — 2 = 10 x — 4 

e) 11 — 4a- = .v + 5 /) 3x4-2 = 6.V + 4 

10. Resolver las siguientes ecuaciones por factorizacion: 

a) x 2 + 4x —5 = 0 b) x 2 -4x-21 = 0 

c) 2 x 2 — x— 10 = 0 d) 3-v 2 — 1 I .v4- 6 = 0 

e) 5.v 2 + 13x + 6 = 0 /) x 3 + x 2 -2x = 0 

11. Resolver las siguientes ecuaciones completando el cuadrado: 

a) x 2 + 4x—5 = 0 b) 3x 2 - 11 x + 6 = 0 

c) x 2 + 6x+7 = 0 d) 9A' 2 + 54.v 4- 79 = 0 

e) 5 a -2 + 3 x + 2 = 0 /) 5x 2 + 3.v —2 = 0 


6. DESIGUALDADES 

Estudiaremos ahora unas pocas propiedades basicas de las desigualdades 
e ilustraremos la solucion de algunos problemas en que aparecen 
desigualdades. Aparte del simbolo < es conveniente emplear >, > y 
a > b, que se lee “a es mayor que b", tiene el mismo signilicado que b < a\ 
a ^ b significa que “a es mayor que b o a es igual a b" ; y a < b significa 
“a es menor que o igual a b'\ 

Un numero a se llama positii o si a > 0 y negative si a < 0. El estudiante 
no debe creer que si hay un signo menos precediendo a un simbolo que 
representa un numero, como por ejemplo —a, por ello —a ha de ser 
negativo. Por ejemplo, si a — —3, entonces — a = 3, un numero positivo. 
Diremos que dos numeros tienen el mismo signo si ambos son positivos 
o ambos son negativos y que son de signo diferente si uno es positivo y el 
otro positivo. 

En esta seccion suponemos que todos los axiomas, desde el A, hasta 
el D, han sido tan bien comprendidos que no es necesario que nos 
refiramos a ellos explicitamente. Esto nos permitira subrayar los axiomas 
que tratan de la relacion de orden: del O, hasta el 0 4 inclusive. 

6.1 Teorema. Si a < b y c < d, entonces a + c < b + d. 

Prueba. Usando e! axioma 0 3 , tenemos: si a < b, entonces a + c <b + c, 
y si c < d, entonces b + c < b + d. Luego, por el axioma 0 2 , 

a + c < b + d. 
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Nota. En particular, el teorema 6.1 implica que la suma de numeros 
positivos es positiva y que la suma de numeros negativos es negativa. 

6.2 Teorema. Si a < b, entonces — a> —b. 


Prueba. De acuerdo con el axioma 0 3 , a < b implica que 
a + (-a) + (-b) < b + (-a) + (-b). 

Por tanto, 


— b < — a, o, equivalentemente, -a > —b. 


6.3 Teorema. Si a < b y c < 0, entonces ac > be. 


Prueba. Si c < 0, entonces -c > 0 por el teorema 6.2 y el problema 1 
de la pag. 29 (-0 = 0). De donde, por el axioma 0 4 : 

a(-e) < b{-c). 

Segun el coroiario 4.3 esto es equivalente a 

-ac < —be. 


Aplicando los teoremas 6.2 y 4.4, tenemos 


y 


-( — ac) > -(-be) 
ac > be. 


6.4 Teorema. Si a # 0, entonces a 2 > 0. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces a > 0 o a < 0. Si a > 0, entonces a-a > 0 a 
segun el axioma 0 4 y, por tanto, a 2 > 0 segun el teorema 4.1 (0 -a = 0). 

Si a < 0, entonces a a > 0 a segun el teorema 6.3 y, por tanto, a 2 > 0. 

Como I ^ Oy I = I 2 , el teorema 6.4 demuestra que 1 > 0. Usando el 
teorema 6.1 y el hecho de que 2 = 1 + 1, concluimos que 2 > 0. De esta 
manera podemos ver que todos los enteros positivos son numeros reales 
positivos. De este hecho y el teorema 6.2, se deduce que todos los enteros 
negativos son numeros reales negativos. 

Enunciamos ahora unos cuantos teoremas mas sobre desigualdades, 
dejando las pruebas de los teoremas 6.6 a 6.9 al estudiante (problema 1, 
pag. 38). 


6.5 Teorema. Si0^a<by0^c<d, entonces ac < bd. 

(La expresion 0 *5 a < b significa que 0 < a y a < b.) 

Prueba. Como b > Oy c < d, be < bd segun el axioma 0 4 . Consideremos 
ahora dos casos, a saber: c > 0 y c = 0. 
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1) Si c > 0, entonces, como a < b, ac < be segun el axioma 0 4 . 
Usando el axioma 0 2 , concluimos que ac < bd. 

2) Si c = 0, entonces ac = 0 = be. Luego ac < bd. 

6.6 Teorema. Si a y b tienen el mismo signo, entonces ab > 0. Si a y b son 
de diferente signo , entonces ab < 0. (Esta es la regia de los signos para la 
multiplicacion.) 

Nota. De acuerdo con e! teorema 6.6, podemos concluir que si ab > 0, 
entonces a y b tienen el mismo signo, y si ab < 0, entonces a y b son de 
diferente signo. Pues si ab > 0, enionces a y b no pueden ser de diferente 
signo y, por tanto, deben tener el mismo signo. Analogamente, si 
ab < 0, entonces a y b no pueden tener el mismo signo y, por tanto, 
deben ser de diferente signo. Podemos, pues, decir que a y b tienen el 
mismo signo si y solo si ab > 0 y que a y b son de signo diferente si y 
solo si ab < 0. 

6.7 Teorema. a~ 1 tiene el mismo signo que a. 

6.8 Teorema. Si a y b tienen el mismo signo y a < b, entonces 

a~' > b~ l . 

6.9 Teorema. Si a > 0 y b > 0, entonces a 2 > b 2 si y solo si a > b. 

Consideraremos ahora la solucion de desigualdades lineales y cuadra- 
ticas. Por ejemplo, 3x+5 > a —3 es una desigualdad lineal. Por solucion 
de una desigualdad entendemos el conjunto de todos lo's numeros que 
cuando estan en el lugar de la x hacen cierta la desigualdad. El metodo 
de solucion de desigualdades es analogo al de solucion de ecuaciones. Sin 
embargo, la solucion de una desigualdad es generalmente un conjunto 
infinito. 

6.10 Ejemplo. Resolver la desigualdad 

3x+ 5 > x —3. 

Solucion 

3x + 5 > x —3 3x+5—x-5 > X-3-X-5 

o2 > -8 
<=> x > — 4 

Asi, pues, la solucion de esta desigualdad es el conjunto de todos los numeros 
mayores que —4. 

En el caso de desigualdades cuadraticas que pueden ser factorizadas, 
un metodo de solucion puede basarse en el teorema 6.6: ab > 0 si y solo 
si tienen el mismo signo, y ab < 0 si y solo si a y b son de signo diferente. 
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Sin embargo, preferimos presentar un metodo de completacion de cuadrados 
porque este metodo tiene aplicaciones mayores. El metodo de completacion 
de cuadrados se basa en los siguientes dos teoremas que son simples 
consecuencias del teorema 6.9. 

6.11 Teorema. Si b ^ 0, entonces a 2 > b si y solo si a > yfb o a < —yjb. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces, segiin el teorema 6.9, a 2 > b = ( A fb) 2 si y 
solo si a > yfb. si a < 0, entonces - a > 0, y aplicando 6.9 otravez, tenemos 
{-a) 2 = a 2 > b = Qh) 2 si y solo si -a > ^[b. Es decir, si a < 0, entonces 
a 2 > b si y solo si a < — N fb. 

6.12 Teorema. Si b > 0, entonces a 2 < b si y solo si —, Jb < a < Jb. 

La prueba es analoga a la prueba del teorema 6.11 y la dejamos para el 
estudiante. 

6.13 Ejemplo. Resuelvase la desigualdad cuadratica 

2.v 2 + .v —6 > 0. 


SOLUCION 

2a 2 +.v-6 > 0 ox 2 + %x — 3 > 0 

- (A+i ) 2 > n 

<=>.v + j > o x + f < — j [6.11] 

<=> A > | O X < - 2. 

La solucion de la desigualdad es, pues, el corijunto de todos los numeros 
que son mayores que J o menores que —2. 

Otro tipo de problema que puede resolverse completando el cuadrado 
se ilustra en el siguiente ejemplo. 

6.14 Ejemplo. Encuentrese el minimo numero M con la propiedad de 
que 2 + 6a — 3,v 2 < M para todo reR. 

Solucion 

2 + 6 a — 3 a 2 = 2 —3(a 2 —2a) 

= 2 — 3 (a 2 — 2 a + 1) + 3 
= 5 —3(a — I ) 2 

Para todo a e R 

5 —3(a— l) 2 < 5 


y, como la igualdad se verifica cuando a = I, el minimo M entre tales 
numeros es 5. 
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Problemas 

1. Pruebense los siguientes teoremas: 
a) 6.6, b) 6.7, c ) 6.8, d) 6.9. 

2. Si a es un numero real distinto de cero, demuestrese que a y —a 
son de signo diferente. 

3. Pruebese: si a > 0 y b ^ 0, entonces ab ^ 0. 

4. Pruebese: si a ^ 0 y b < 0, entonces ab ^ 0. 

5. Pruebese: si a < c y b sg r/, entonces a 4-6 ^ c + d. 

6. Pruebese que a < b si y solo si b — a > 0. 

7. Pruebese que a < b si y solo si existe un numero positivo r tal que 
a + c = b. 

8. Resuelvanse las siguientes desigualdades lineales: 

a) x+5 >2 b) 3a ^ 5 

c) 4x+ 1 < 2x + 3 d) 3x-5>7a-+12 

e) —3x4-1 < 2x+ 5 /) 11 x —7 < 4x + 2 

9. Pruebese: si a > 1, entonces a 2 > a, y si 0 < a < 1, entonces 

a 2 < a. 

10. Resuelvanse las siguientes desigualdades cuadraticas: 

a) x 2 — 5x4-6 <0 b) x 2 -3x-4 > 0 

c) 2x 2 —x- 10 > 0 d) 3x 2 —7x4-4 < 0 

e) 3x 2 — 7x4-6 < 0 /) x 2 ~4x4-5 > 0 

11. Si a y b son dos numeros reales distintos cualesquiera, demuestrese 
que hay un numero real entre a y b. 

12. Pruebese: 0 < a < h implica 0 < v 'a < s fb. 

13. Encontrar el minimo numero M con la propiedad de que para 
todo x e R: 

a) 2x —x 2 < M b) I 4 - 6x —x 2 ^ M 

c) — 194-12 x — 2x 2 ^ M 

14. Encontrar el numero m maximo con la propiedad de que para 
todo x e R: 

a) m^x 2 - 4x4-4 b) m ^ x 2 — 4x4-29 

c) m ^ x 2 4-4x4-6 

15. Determinar los valores de x para los que cada una de las siguientes 
expresiones es 1) igual a cero, 2) menor que cero, y 3) mayor que cero. 

a) X 1 — 5x — 6 b) x 2 -6x 

c) x 2 —10x4-33 
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7. INTERVALOS 


Los conjuntos que son de uso mas frecuente en analisis son los intervalos. 
Estos son conjuntos de numeros reales definidos por la propiedad de que 
sus elementos satisfacen ciertas desigualdades. 

7.1 Definicion. El intervalo abierto determinado por dos numeros a y b, 
donde a ^ b, es el conjunto de lodos los numeros x para los que a < x < b. 

Este intervalo abierto se denota mediante <a, by. Otra forma de escrib:r 
esta definicion es 

<a, by = {.x\a < x < b] 

donde {jc |a < x < b] denota al conjunto de todos los numeros reales x 
tales que a < x < b. Notese que si a = b entonces <a, by es el conjunto 
nulo. 

7.2 Definicion. El intervalo cerrado determinado por dos numeros a y b , 
donde a < b, es el conjunto de todos los numeros x para los que a < x < b. 

Este intervalo cerrado se denota mediante [a, b ] y otra vez podemos escribir 
la definicion: 

[a, b] = {x\a < x < b}. 

Sobre la recta numerica, el intervalo abierto <a, by es el conjunto de 
todos los puntos que se encuentran estriclamerite entre a y b. El intervalo 
cerrado [a, b] consiste de todos los puntos entre ay b ademas de los puntos 
extremos a y b. 

Ademas de intervalos abiertos y cerrados, tenemos intervalos semi- 
abiertos, tales como: 

<a, b] = {.v|a < -v 5 $ b } 

y 

[a, by = |.v|a < x < b ), 

y tambien intervalos infinitos. 

Los intervalos infinitos son: 

<a, oo> = {.v|.v > a} 

[a, oo y = {x|x Js a} 

< —' 00 , a> = !x‘|x < a} 

< — oo, a] = [x|x ^ a} 

< — oo, oo y = {x\x eR(. 

El intervalo infinito <a, oo) consiste en todos los puntos sobre la recta de 
los numeros que estan a la derecha de a. El intervalo < —oo, co> es la 
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recta total de los numeros. “co” y “ — oo” son siinplemente simboios; no 
son numeros reales. 

El termino intervalo es aplicable a cualquiera de los antes enumerados. 

Problemas 

1. Escriba lo siguiente como intervalos e ilustrelos sobre una recta 
numerica, 

a) <l,3>n<2, 5> b) [—1, 4] n <1, oo) 

c) <-co, 3] n [1, co> d ) <2, 4] n [1,6> 

e) <1, 4) u <3, 7> f) <2, 4] u <4, 6] 

2. ^Es < — 1, 2) u <3, 5) un intervalo? 

3. Demuestrese que: 

a) Si a e [2, 4], entonces 2x + 3 e [7, 11], 

b) Si x e <2, 4), entonces --- e < T ' T , 4 -) • 

2x 5 

c) Si x — 5 e [ — 2, 2], entonces x e [3, 7], 

d ) Si 2 x — 6 e < — 4, 4), entonces xe < 1, 5). 

e) Si x — x 0 e [ — a, a ], entonces a - e [,v 0 — < 2 , x 0 + a]. 

f) Si a: e [a 0 — a, x 0 + a ], entonces .y — x 0 e [ — a, a] . 

4. Pruebese que la interseccion de dos intervalos abiertos es un intervalo 
abierto. (Recuerdese que el conjunto nulo puede considerarse un inter¬ 
valo abierto.) 

5. Pruebese que si la interseccion de dos intervalos abiertos es distinta 
del conjunto nulo, entonces la union de estos intervalos es un intervalo 
abierto. 

6. Si [a, b\ cz (c, d ), demuestrese que c < a y b < d. 


8. VALOR ABSOLUTO 


Si a es un numero real distinto de cero, entonces o a o — a es positivo 
(problema 2, pag. 38). Aquel de los dos que es positivo es llamado valor 
absoluto de a. 


8.1 Definicion. El valor absoluto de un numero real a, denotado por |a|, 
se define por la regia 

\a\ = a si a ^ 0 


y 


|a| = — a si a < 0. 


Por ejemplo. 


| 2 | = 2 , |- 2 | = -(- 2 ) = 2 , 


l-fl 


= i, I0| = 0. 
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Notese que esta regia define el valor absolute de un numero a distinto 
de cero como aquel de los dos numeros a y — a que es positivo. El valor 
absoluto de 0 es 0. Geometricamente, el valor absoluto de a es la distancia 
del origen al punto a. 

Es facil ver que a tiene las siguientes propiedades: 

8.2 H = I —o\ 
y 

8.3 a < |a| y — a < |a|. 

Estas propiedades se siguen inmediatamente de la definicion, y sus pruebas 
las dejamos para el estudiante (problemas 1 y 2). 

Las tres propiedades fundamentales de los numeros reales son: 

1) \a\ ^ 0, y |aj = 0 si y solo si a = 0. 

2) \ab\ = \a\\b\. 

3) \a + b\ < |a| + |6|. 

Establecemos estas propiedades en los siguientes tres teoremas. 

8.4 Teorema. Para cualquier numero real a, \a\ ^ 0. Ademds ja| = 0 
implica a = 0. 

Prueba. Si a ^ 0, entonces \a\ = a ^ 0, de acuerdo con la definicion 8.1. 
Si a < 0, entonces, de acuerdo con el resultado del problema 2, pag. 38, 
-a > 0, de modo que en este caso, usando de nuievo la definicion, tenemos 
|a| = —a > 0. Esto prueba la primera parte del teorema. 

Si a 0, entonces o a > 0 y |a| = a > 0, o a < 0 y \a\ = — a > 0. 
Asi pues, a =£ 0, implica |a| ^ 0, o, equivalentemente, \a\ = 0 implica a — 0. 

8.5 Teorema. Para dos numeros reales cualesquiera a y b, 

\a\ \b\ = \ab\. 

Prueba. Caso 1. Si a ^ 0, b ^ 0, entonces, por definicion, \a\ — a y 
\b\ = b, de modo que |a| ■ \b\ = ab. Pero, por otra parte, de acuerdo al 
problema 3, pag. 38, ab ^ 0, de modo que \ab\ = ab. De donde 
\a\ |b| = ab = \ab\. 

Caso 2. Si a ^ 0, b < 0, entonces usando 8.2 y el corolario 4.3 de la 
pagina 28, 

\ab\ = \-(ab)\ = |(a) (-*)]. 

Ahora, el caso 1 se aplica a | (a) ( — b)|, ya que a ^ 0 y — b > 0. Por tanto 
\ab\ = |(a) (-6)| = |a||-*| = \a\ |6|. 

Caso 3. Si a < 0, b > 0, intercambiamos a y b en el caso 2. 
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Caso 4. Si a < 0, b < 0, tenemos segun el teorema 4.5, pag. 28, caso 1. 
y el teorema 8.2, 

\ab\ = |(-a)(-6)| = \-a\\-b\ = \a\ \b\. 

8.6 Teorema. (La desigualdad del triangulo.) Para cualesquiera dos 
numeros reales a y b 

\a + b\ \a\y\b\. 

Prueba. 

\a + b\ 2 = |(« + 6) 2 | 

= ( a + b ) 2 
— a 2 + 2ab + b 2 
^ a 1 + 2\ab\ +b 2 
= M 2 + 2|a| \b\ + \b\ 2 
= (M + W ) 2 

Como \a + b\ y !<z| + |6| son ambos no negativos, podemos concluir que 
\a + b\ < |a| + |6| segun el teorema 6.9. 


8.7 Corolario. Para cualesquiera dos numeros reales a y b 

|N-I6|j I a-b\. 


Prueba. Aplicando la desigualdad del triangulo a los numeros a — b y b, 
tenemos 


a| = \(a-b) + b\ < \a — b\ + |6|. 


Consecuentemente 

Analogamente 


!«|-I^l < \a-b\ 

|6| = \(b — a) + a\ < \b — a\ + \a\ 


y 


|6| -|«| < \b — a\ 


Segun 8.2, \b — a\ = \a — b\ y de aqul se tiene 

l*|-|a| < \a-b\. 

De los dos numeros |a| — \b\ y \b\ — |a|, uno es ||a| —1/>||. De donde se tiene 

||fl|-W| < \a-b\. 

Antes de discutir la solucion de ecuaciones y desigualdades en que 
aparezcan implicados valores absolutos, vamos a dar algunos resultados 
basicos utilizados en la solucion de tales problemas. 
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[6^0 


8.8 

M = bo | y 



( —a — b o 

a = b 

8.9 

jfl| < Z) — a < b y a 

< b 


<=> a > — b y 

a < b 


<=> —b < a < b 



Si b > 0, entonces \a\ <boae(—b, b >. 

8.10 \a\ > b <=> —a > b o a > b 

o a < —b o a > b 
<s> a e < — oo, —by u (b, oo>. 

Obtenemos 8.8 immediatamente de la definition de valor absoluto; 8.9 y 
8.10 se obtienen usando 8.3 ademas de la definicion. 


8.11 Ejemplo. Resuelvase la ecuacion 

|3x — 1 [ = 2x + 5. 

Solucion. Usando 8.8, tenemos 

[ 2x + 5 ^ 0 
|3x- 1| = 2x+ 5 I y 

[ — (3x — 1) = 2x+5 o 3x-l=2x+5 

f x > - § 

<=> y 

( x = —$ o x = 6. 

Asi pues, la ecuacion tiene las dos soluciones: -f y 6. 

COMPROBACION 

13 (— t) — 11 — J T Z ' = 2( —f) + 5 

y 

|3-6-l| = 17 = 2-6 + 5. 

8.12 Ejemplo. Resuelvase la ecuacion 

|x +11 = 3x —9. 

Solucion, Usando 8.8, tenemos: 

[ 3x-9 ^ 0 
|x+ 11 = 3x —9 o j y 

[ —(x+1) = 3x —9 o x+I = 3x —9 
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\ x Js 3 

<=> y 

[ a - = 2 o x 5 
o x = 5. 

Asi pues, 5 es la unica solucion de la ecuacion. 
COMPROBACION 

|5+1| = 6 = 3-5-9 


8.13 Ejemplo. Resuelvase la desigualdad 

|x — a\ < r, donde r > 0. 


Solucion. Usando 8.9, tenemos: 

\x — a\ < r o - r < x — a < r 
oa — r<x<a + r 
o x e <a — r , a + r>. 

As! pues, el conjunto de todos los puntos en el intervalo <o — r, a + r} 
constituye la solucion de la desigualdad. 

8.14 Ejemplo. Resuelvase la desigualdad 

|3x— i| < 2,v+5. 

Solucion. Usando 8.9 tenemos: 

13cc — 11 < 2x+5«>3x-l > —(2x + 5) y 3.v-l<2x + 5 
<=> .v > — f y x < 6 
<*■ — f < x < 6 
o xe < — f, 6). 

8.15 Ejemplo. Resuelvase la desigualdad 

|3jc — 11 > 2x + 5. 

Solucion. Usando 8.10, tenemos: 

13x — 11 >2x+5<=>3x—1 < — (2x + 5) o 3x — 1 > 2x + 5 
x < —f o x > 6 
<=> x e < — oo, — f>u <6, oo }. 

Problemas 

t. Pruebese que si a es un numero real cualquiera, entonces |a| = | — a\. 
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2. Pruebese que para todo numero real a 

a s£ \a\ y -a < |a|. 

3. Pruebese que si a y b (b # 0) son dos numeros reales cualesquiera, 

a |a| 
entonces - — —. 
b \b\ 

4. Pruebese que si a y b son numeros reales cualesquiera, entonces 

\a-b\ «£ \a\ + |i>|. 

5. Pruebese que si a y b son numeros reales cualesquiera, entonces 

||a| —16|| < \a + b\. 

6. Pruebese que si a, b y c son numeros reales cualesquiera, entonces 

\a + b + c\ < |al + \b\ + |c|. 

7. Pruebese que: |a| = \b\ si y solo si a = b o a = —b. 


8. Resuelvanse las siguientes ecuaciones: 


a) 1*1 = 4 
c) |x + 3| = \2x+ lj 
e) |2x + 3| = 2x + 3 
g) |x 2 -4| = -2x + 4 
i) \x — 2\ = 4 


b) |x + 3| = 7 
d) |3x+1| +* = 7 
/) \x — 2\ == |2x + 3| 
h) |x 2 4-2| = 2x+ 1 
j) \3x — 5| + x — l = 0. 


9. Resuelvanse las siguientes desigualdades: 


a) |*| ^ 4 
c) |a: + 3| > 7 
e) |2x + 5| > 3 
g ) |34-2*| < 2 
i) |3 —*| > 1 
k) 14 4- A'| > 3 


b) |*4- 31 < 7 
d) |3*-1| < 4 
f) ]* + 3| < 5 
h) 15 a' — 31 < 7 
j) |at —2j < 2* 


10. Demuestrese que |* —< r o *e[o — r, a4-r], donde r > 0. 

11. Resuelvanse las siguientes desigualdades: 

a) |*4- 51 < 2* — 3 b) |4x — 3| < *4-2 

c) l* 2 — 4| < -2*4-4 d) |*4-5| > 2*-3 

e) |4*-3| > *4-2 /) |* 2 — 4| > -2*4-4. 

12. Demuestrese que: 

a ) |* — 3| < 1 implica 6 < *4-4 < 8. 

1 1 1 

b) |* — 3| < 1 implica - < <-. 
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c) |-V — 11 < 2 implica 0 < \2x — 3| < 5. 

d) |x — 4| < I implica - <-- < 1. 

3 x — 2 

13. Demuestrese que si a ^ 0 y b # 0, entonces solo se verifica la 
igualdad en la desigualdad del triangulo en el caso de que a y b tengan 
el mismo signo. (Sugerencia: Vease la prueba del teorema 8.6 y usese el 
hecho de que ab = \ab\ si y solo si a y b tienen el mismo signo.) 


9. REPRESENTACION GEOMfcTRICA 
DE LOS NUMEROS REALES 

En la seccion 3 discutimos como puede establecerse una correspondencia 
entre los numeros reales y los puntos de una recta. Se escogen dos puntos 
O y U sobre la recta con Li a la derecha de O. Al punto O se le llama origen 
y distancia de O a LJ se toma como unidad de distancia. Despues, a cada 
numero real a le asociamos el punto A de tal forma que la distancia de 
O a A es |a[ y A esta a la derecha de O si a > 0 y A esta a la izquierda 
de O si a < 0. Como hay una correspondencia entre los numeros reales y 
los puntos de una recta, es frecuente que identifiquemos un numero con 
su punto correspondiente. 

Podemos tambien imaginarnos un numero como un desplazamiento: el 
numero a es un desplazamiento de longitud \a\ a la derecha si a > 0 y a la 
izquierda si a < 0. Si el punto inicial del desplazamiento correspondiente 
al numero a es el origen. entonces el punto final del desplazamiento es el 
punto correspondiente a a. Representamos a los desplazamientos por letras 
negrillas minusculas y por flechas fuera de la recta en los diagramas 
(figura 7). 


H--h 

O A 

FIGURA 7 


Sobre la recta numerica el punto a + b (estamos identificando el numero 
con el punto correspondiente) queda localizado como el resultado de 
aplicar el desplazamiento a a 0 seguido por el desplazamiento b (figura 8). 


9 a b a+b 

FIGURA 8a. (a >0, b >0) 
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b a + 6 0 a 

FIGURA 8b. (« >0, b< 0) 


Los siguientes diagramas ilustran el axioma A 2 (figura 9) y A, (figura 10). 
Para estas ilustraciones tomamos a y b positivos. 

b a 



0 a b a + b = b a- a 

FIGURA 9 



-a 0 a 

FIGURA 10 


Si escribimos a = b + (a — b), entonces el punto a esta localizado por el 
desplazamiento b del 0 seguido por el desplazamienlo correspondiente 
a a — b. As! pues, el desplazamiento correspondiente a a — b es un despla¬ 
zamiento de b a a (figura II). Como la longitud de este desplazamiento 
es \a — b\, se sigue de ello que \a-b\ es la distancia entre los puntos a y b. 


b a-b 



0 6 a 

FIGURA 11 


Considerando de nuevo la desigualdad 

\x — a\ < r, donde r > 0, 

del ejemplo 8.13, vemos que .v es una solucion si y solo si la distancia de 
raaes menor que r, es decir, si y solo si x esta a la derecha de a — r y a la 
izquierda de a + r (figura 12). 



a-r x a a+r 

FIGURA 12 
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Problemas 

1. Usando el metodo de desplazamientos sucesivos, localizar los 
siguientes puntos sobre una recta numerica. 

a) 3 + 2, b) — 3 + 2, c ) —3 + (— 2), d) 3 + (—2). 

2. Iliistrense graficamente los siguientes axiomas. 
a) A 3 , b) 0 3 . 


3. <,Cual es la distancia entre el punto a y el punto — bl 1 lustrese 
graficamente. 

4. Iliistrense graficamente las siguientes relaciones. 


a) |x — 3j < 2 
c) \x-3\ = 2 
e) |x| < 5 
9 ) M = 5 
/') \x+ 11 > 3 


b) |jc — 3| > 2 
d) 13 — jv j < 2 
f) \x\ > 5 
h) \x+ 1| = 3 
./) k+l| < 3. 


5. Proporcionese una interpretacion geometrica de la desigualdad del 
triangulo: \a-\-b\ ^ |a| + |6|. ^En que circunstancias \a + b\ = |a| + |A|? 

6. A1 definir la distancia d(a , b) de un punto aaun punto b en la recta 
numerica, esperamos que la distancia tenga las siguientes propiedades: 

1) d(a, b) ^ 0; d(a, b) = 0 <=> a = b 

2) d(a, b) = d(b, a) 

3) d(a , b ) ^ d(a, c) + d(c, b). 


Muestrese que si d(a, b) = \b — a \, entonces 1a, distancia tiene las propiedades 
acabadas de enumerar. 


10. RESUMEN 

En este capitulo hemos construido una parte de la base —los axiomas 
para el sistema de los numeros reales— sobre la que descansa nuestro 
trabajo en matematicas. Esta base sera completada en el capitulo 9, donde 
discutimos el axioma L, el Axiorna del Supremo. 

Hemos enunciado y probado algunos teoremas de algebra elemental no 
tanto por su contenido —el estudiante conocia ya la mayor parte de estos 
hechos acerca de los numeros— sino mas bien para ilustrar el modo en 
que estos hechos pueden derivarse del conjunto de los axiomas dados. 
Desde luego, tendremos ocasion de usar las propiedades de los numeros 
enunciadas en los teoremas, lo mismo que las enunciadas en los axiomas. 

El estudiante debe haber ganado alguna apreciacion de las matematicas 
como ciencia deductiva. Se supone que son verdaderas ciertas proposiciones 
—los axiomas del sistema; despues se prueban los teoremas sacando a la 
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luz explicitamente la information implicitamente contenida en el sistema 
de axiomas. 


Problemas de repaso 

1. Determinense los siguientes conjuntos: 

a) <2, 5> u <3, 7) b) <2, 5> n <3, 7> 

c) <2, 5) n [3, 7) d) < — oo, 3] n [2, oo) 

e) < — co, oo> n [3, 4] f) < - 1, 4> u [0, 3], 

2. Si A = {x|x = 3«, n un entero} y 3*> = (x|x = 5 n, n un entero}, 

determinese at n 3$. 

3. Pruebese que la intersection de dos intervalos cerrados es o nuia o 
un intervalo cerrado. 

4. Pruebese que si la intersection de dos intervalos cerrados no es nula, 
entonces la union de estos intervalos es un intervalo cerrado. 

5. Localicense los puntos — y £ sobre una recta numerica. 

6. Si a es un numero real cuya representation decimal comienza como 
sigue: 

a = 1.532..., 


dese un intervalo cerrado de longitud 10 3 que contenga a a. 

1. Definamos los enteros del 2 al 9 como sigue: 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, 
4 = 3+1, 5 = 4+1,6 = 5+1,7 = 6+1, 8 = 74-1,9 = 8+1. Usando los 
axiomas del sistema de los numeros reales (indiquense cuales axiomas se 
usan en cada paso), pruebese: 


a) 3 + 2 = 5 b) 3 + 3 = 6 c) 3 + 4 = 7 

d) 3 + 5 = 8 e) 3 + 6 = 9 /) 3-2 = 6 

g) 3-3 = 9 

8. Demuestrese que (2.v + 3) + (x+5) = 3x+8. 

9. Si definimos a 1 = a, a" = a" '-a, donde n es un entero cualquiera 
mayor que 1, demuestrese que a 3 -a 2 = a 5 . 

10. Demuestrese que (x+ y) (x 2 ~xy+y 2 ) = x 3 ++ 3 . 

ac a 

11. Demuestrese que — = - si be # 0. 

be b 

12. Si se sabe que 

1.41415 < a s: 1.41425 


y 


3.135 < b ^ 3.145, 


establezcanse limites para a + b, a-b, ab y bja. 

13. Resuelvanse las siguientes desigualdades: 
a) 3x+ 1 > 2x— 5 7>) 2x—1 s$ 4x + 2 

c) x 2 —5x + 6 < 0 d) x 2 — 5x + 6 > 0 
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14. Primero, describase la solucion de las siguientes desigualdades 
graficamente; luego resuelvanse anallticamente. 

a) |.v + 4| >5 b) |-v — 21 ^ 3 

c) |.x + 3| <7 d) \x-\\\>2 

15. Resuelvanse las siguientes desigualdades: 


2 4 


1| < 2 

b) - 

- > —- 


1 - ; 

v 14.x 

2 

, 3.x- 

-2 , 

- < 4 

d) - 

— < 3. 


' x + 1 -v + 1 

Aunque el siguiente material no quedo cubierto en este capitulo, lo 
incluimos aqui para que el estudiante pueda ejercitarse en el manejo de 
potencias racionales de numeros reaies. Requeriremos una operacion de este 
tipo en algunos problemas antes de que se discuta totalmente en un capitulo 
posterior. 

Sea a un numero real positive; entonces 

a' 1 * = (« U Y = (a p ) ,lq , 

donde p y q son enteros positivos, y 

a = ( a ) , 

donde r es un numero racional positive. Las siguientes reglas (leyes de los 
exponentes) se verifican 

r \ r ■+ .v 

a -a = a 


(a r r 


(ab) r = a r b r . 

16. Escrlbase cada una de las siguientes expresiones corno una potencia 
racional de un numero real: 


<•'> \'- ' v 3 


b) v 5 • v 5 

e) v4 a 2 b 2 - N ’2^P 


tl) V 27 ' v 3 

17. Racionallcese el denominador de cada 
fracciones: 


<) v 7 /v 7 
/) 4 J\2ab 3 /y'3« 3 b . 
una de las siguientes 


«) 


*) I 


c) 


I 

C 3 


cl) 


2 3 \ 3 


e) 


■' 2 - 


1) 


N 2 N 3 
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111327 


Capitulo 



analltica 


plana 


1. INTRODUCTION 

La palabra “analisis’', como aqui la usamos, tuvo su origen historico en 
algun momento durante el Renacimiento (siglos xiv a xvi). A1 menos 
en el siglo xvn, por analisis se entiende el metodo para la resolution de 
problemas mediante su reduction a la solucion de ecuaciones algebraicas. 
A medida que el tiempo pasaba y las matematicas se desarrollaban, la 
palabra “analisis” la usaron los matematicos en un sentido mas y mas 
general hasta incluir a la geometria analltica, el calculo diferencial e integral, 
la teoria de series infinitas, las ecuaciones diferenciales, la geometria dife¬ 
rencial, el calculo de variaciones, la teoria de funciones, etc. Aqul usamos 
la palabra “analisis” en este amplio sentido e incluimos dentro del analisis 
todas las matematicas basadas sobre el sistema de los numeros reales R. 
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El proposito de este capitulo es colocar a la geomelria euclidiana plana 
sobre una base analltica. Es posible — aunque no es esto lo que haremos— 
comenzar como io hizo Euclides, es decir, con una nocion de espacio en 
el que los puntos son objetos mdefinidos. Despues, partiendo de un 
conjunto adecuado de axiomas sobre el espacio, es posible demostrar que 
la geometrla puede reducirse al analisis.| Este enfoque presupone una 
familiaridad con conceptos que aun no han sido estudiados y es un camino 
que para nosotros no esta abierto. Las dificultades encontradas al intentar 
reducir la geometrla al analisis no fueron en realidad vencidas hasta la 
ultima parte del siglo xtx. Fue en esta epoca cuando los matematicos 
comenzaron a entender el concepto de “continuidad” y su relacion con la 
geometrla. 

Nosotros estamos estudiando analisis y adoptamos completamente el 
punto de vista de que el analisis proporciona olro metodo, y, como veremos, 
un metodo may poderoso, para el estudio de la geometrla. A este enfoque 
de la geometrla se le llama “geometrla analltica". En la geometrla analltica 
los puntos y las rectas del espacio no son objetos indefinidos, sino que estan 
definidos en terminos de numeros reales llamados “coordenadas”. La recta 
numerica de la seccion 3 del capitulo 1 es un ejemplo de esto. Subyacente 
al concepto de recta numerica esta la hipotesis de que podemos identificar 
los puntos de una recta (espacio unidimensional) con los numeros reales. En 
este capitulo veremos como los puntos de un piano (espacio bidimensional) 
pueden relacionarse con pares de numeros reales. A su vez, la mayor parte 
de las ideas de este capitulo pueden extenderse a espacios de tres dimensiones, 
cuatro dimensiones, ... , n dimensiones, e incluso a espacios de infinitas 
dimensiones. 

La idea subyacente basica de la geometrla analltica - la nocion de 
coordenadas— es muy antigua. Tanto Arqulmedes (250 alios a. c.) y 
Apolonio (210 afios a. c.) usaron representaciones coordenadas en su 
estudio de las secciones conicas. Pero los matematicos griegos recorrian 
un callejdn sin salida, y no fue sino hasta el siglo xvii que el matematico y 
filosofo frances Rene Descartes (1596-1650) exploto la idea y dio Impetu al 
desarrollo de un enfoque algebraico sistematico y consistente para el 
estudio de la geometrla. El papel de la geometrla analltica en el desarrollo 
de las matematicas es tan grande que a menudo se dice que las matematicas 
modernas comenzaron con Descartes. 


2. COORDENADAS (CARTESIANAS) RECTANGULARES 

Nuestro objetivo es construir un modelo matematico de un piano 
euclidiano basado en el sistema de los numeros reales. La idea geometrica 

+ Vease, por ejemplo, G.B. Robinson, The Foundations of Geometry. (University of 
Toronto Press, Toronto, 1940), capitulo 5. 
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que esta detras de todo este modeio analitico, es ei concepto de sistema 
coordenado. Esta seccion esta dedicada a inostrar un cuadro geometrico de 
las coordenadas (cartesianas) rectangulares y de los sistemas (cartesianos) 
de coordenadas rectangulares. ("Cartesiano” proviene de Descartes derivado 
del latln.) Aqul no damos definiciones precisas, ni tenemos que estar 
preocupados con pruebas. Tan solo deseamos ilustrar las ideas intuitivas 
de las coordenadas rectangulares y explicar como es que pares de numeros 
reales —estos numeros reales son las “coordenadas”— se usan para 
localizar puntos. Esta descripcion geometrica de las coordenadas rectan¬ 
gulares sera en terminos de figuras que dibujaremos en el papel o el 
pizarron, y la construccion de estos dibujos o diagramas presupone que 
estamos tamiliarizados con los medios flsicos de medir distancias y la 
construccion de rectas paralelas y angulos rectos. Los diagramas sirven para 
ilustrar las ideas geometricas que estan detras de nuestro modeio analitico 
y son de gran valor intuitivo y heuristico. Pero debe tenerse presente, 
cuando posteriormente tratemos de pruebas, que las pruebas mismas no 
pueden depender de los diagramas. Las pruebas tienen que ser deducciones 
basadas sobre los axiomas del sistema de los numeros reales o sobre 
propiedades de los numeros reales deducidas de estos axiomas. 

Elijamos en un piano un par de 
rectas mutuamente perpendiculares, 

X y Y (figura 1). La recta X se lla¬ 
ma "eje X". Usualmente la dibuja- 
mos horizontalmente y convenimos 
en que la direccion positiva para 
medir distancias sobre el eje X es 
a la derecha. La recta Y se llama 
"eje Y". La direccion positiva para 
medir distancias sobre el eje Y es 
hacia arriba. El punto O de inter¬ 
seccion de los dos ejes se llama “origen”. Elijamos utia unidad de distancia. 
El par de ejes es, entonces, un par de lo que llamamos en el capiiulo 1 
“rectas numericas”. Las distancias desde O a los puntos sobre los ejes. 
son distancias “dirigidas” — es decir. posilivas a la derecha y negativas a la 
izquierda sobre X, y positivas hacia arriba y negativas haciaabajo sobre Y. 

Sea P un punto cualquiera en el piano (figura I). Construyamos por P una 
recta paralela al eje Y. Sea A la interseccion de esta recta con el eje X. 
El punto B es la interseccion del eje Y y la recta paralela al eje X que pasa 
por P. Los puntos O. A. P. B. son los vertices de un rectangulo. Sea .v la 
distancia dirigida desde O hasta A, y sea y la distancia dirigida desde O 
hasta B. Memos asociado entonces el punto P con el par ( v, y) de numeros 
reales. Los numeros ,\ y y se llaman “coordenadas rectangulares” del 
punto P. 

Invirtiendo este procedimiento, comenzamos con un par ( v, y) de 


B 


~,P = (x,y) 


A 

FIGURA 1 
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numeros reales (figura 1): 1) localizamos el punto A, a la distancia dirigida 
x de O sobre el eje X; 2) localizamos B a la distancia dirigida y de O sobre 
el eje Y ; 3) construimos por A una recta paralela al eje E, y 4) construimos 
una recta por B, paralela al eje X\ la interseccion de estas dos rectas 
determina un punto P cuyas coordenadas rectangulares son (.v, y). 

De esta manera asignamos un par de numeros reales (.v, y) a cada punto P 
del piano, y cada par de numeros reales (x,y) tiene un punto y solo un 
punto asignado a el. Identificamos a P con el par coordenado (x, y) y 
escribimos P = (x, y). Si P, = (*,,>>,) y P 2 = (a ' 2 , y 2 ), entonces P, es el 
mismo punto que P 2 (!o que se escribe P, = P 2 ) si y solo si .v, = ,v 2 y 
y i = Por ejemplo, el punto (1,2) no es el mismo que el punto (2, 1). 
El orden en que los numeros se dan es importante, y un par (x, y) se llama 
par ordenado de numeros reales. 

La introduccion de dos rectas dirigidas perpendiculares y la eleccion 
de una unidad de distancia, han establecido, por tanto, una correspondencia 
uno a uno entre los puntos del piano y los pares ordenados de numeros 
reales. Cualquier medio de establecer una correspondencia tal uno a uno, 
se llama "sistema de coordenadas”. Cuando se eligen dos rectas dirigidas, 
perpendiculares entre si, y una unidad de distancia, como aqui se ha 
ilustrado, el sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas 
“rectangular” o "cartesiano”. Los pares ordenados (x, y) se llaman 
coordenadas rectangulares de los puntos. 

Esta visualizacion geometrica de un sistema de coordenadas rectangulares 
sugiere que si (*,, j,) son las coordenadas rectangulares de un punto P,, 
y ( x i > y’ 2 ) son l as coordenadas rectangulares de un punto P 2 , entonces la 
“distancia” d( P,, P 2 ) de P, a P 2 deberia ser dada por 

21 d(P { ,P 2 ) = v '(. v 2 -. y ,) 2 +(/ 2 ->’,) 2 . 

Para ver esto, dibujese a traves de P, la recta C paralela al eje Y (figura 2). 
Todos los puntos de C tienen a .v, como su primera coordenada. 



^ £ 

1 


( 0 ,^) 


P =(*!,>>! ) 




-y, n . 




X 2~ x l 


_1 

Q ~( x i>y 2 ) 

1 

0 

<*1 

, 0 ) 

(* 2 , 0 > 


FIGURA 2 
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Construyamos ahora la recta .X a traves de P 2 paralela al eje X. Todos los 
puntos de X tienen a y 2 como su segunda coordenada. El punto Q de 
interseccion de C y X tiene, entonces, coordenadas (a - , ,y 2 ). Evidentemente, 
d( P,, Q) = \y 2 —}’)t y d{Q, P 2 ) = \x 2 — x { \. De acuerdo con el teorema de 
Pitagoras 

[r/(P,, P 2 )] 2 = [ r /( P,, Q)] 2 + [d(Q. P 2 )] 2 =(>' 2 ->>,) 2 + ( a - 2 - a -,) 2 , 
y de aqui obtenemos 2.1. 

Problemas 

1. Construyase un sistema de coordenadas rectangulares y locallcense 
los puntos (1,0), (0. !),(—!, — 1), (1. 1), (2, 2), (2, 5), (5, 2), (5, - 2), ( - 5, 2). 

2. Determlnense graficamente las coordenadas de! punto de interseccion 
de la recta que pasa por (2, 3) y (— 1,4) y la recta que pasa por (—1,0) 
y(-2,3). 

3. (,Cual es la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo con 
vertices (0, 0), (0, 3) y (4, 0)? Compruebese la respuesta graficamente. 

4. Calculense las distancias entre los siguientes pares de puntos: 

a) (0, 0), (6, 8), b) (3, 4), (6, 8), c) (2, 2), (- 1, I), d) (- 5. 0). ( - 2, 6). 

5. Verifiquese graficamente que los puntos (1+6?, 3 —3/) correspon- 
dientes a t = 0, +£, +4, ±y, ±1. ±2 se encuentran, todos, sobre una 
misma recta. 

6. Verifiquese graficamente que los puntos P = (.v, 2.v —4) corres- 

pondientes a .v = 0, ±1, +2, +3 se encuentran, todos. sobre una misma 
recta. 

7. Determinense cinco puntos P = (.v, >>) cuyas coordenadas satisfagan 
la ecuacion + —2,v = —4. Locallcense estos puntos. 

8. Determinense cinco puntos P = (.v, v) cuyas coordenadas satisfagan 
la ecuacion 2.V + 6+ = 14. Locallcense estos puntos. 

9. Locallcense seis puntos P = (.v, y) cuyas coordenadas satisfagan: 

a) y = x + 1 b) F + .v = 1 

r) 2.V + 3+ = 0 d) x 2 +y 2 = I 

e) (.v — I ) 2 + (+— 2) 2 = 4 /) y = ,v 2 . 


3. Al.GEURA VECTORIAL BIDIMENSIONAL 

En la seccion precedenle dimos una descripcion geometrica de los 
sistemas de coordenadas rectangulares en un piano. Las coordenadas (x, y) 
son un "par ordenado” de numeros reales y situan un punto en el piano. 
Si meditamos un poco acerca de esta situacion. veremos que hay en nuestra 
vida diaria muchos ejemplos de cosas completamente ordinarias —tales 
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como la anotacion en un juego de beisbol, una fecha 13/1/1956, las 
dimensiones de un refrigerador— que son especificadas por dos o mas 
numeros reales donde el orden en que los numeros se dan es significativo. 
Tales cantidades se Hainan cantidades “vectonales” o, simplemente, 
“vectores”. 

El proposito de esta seccion es el de definir precisamente el concepto de 
“par ordenado” de elementos, introducir una notacion para representar 
tales pares, y definir y estudiar operaciones algebraicas sobre “pares 
ordenados’ de numeros reales. Este es nuestro primer paso en la tarea de 
colocar a la geometrla sobre una base analltica. Las ideas intuitivas que 
estan detras del algebra vectorial se explican en la proxima seccion. 

Aunque nuestro interes inmediato esta en los “pares ordenados” de 
numeros reales, mas adelante (capitulo 3) hablaremos de pares ordenados 
de otras cosas que no sean numeros reales. Preparandonos para esto 
introducimos la siguiente. 

3.1 Definicion, El producto cartesiano A x 58 de dos conjuntos A y £6 es 
el conjunto de todos los pares ( a , b) donde aeA y be'JS y donde la igualdad 
de pares (a, b) y (c, d) en A x se define con ( a , b) = (c, d) si y solo si 
a = c y b = d, Los elementos de A x di se Hainan pares ordenados. 

Al presente estamos solamente interesados en el producto cartesiano del 
sistema de los numeros reales R por el mismo. 

3.2 Definicion. Los elementos de R x R se daman pares ordenados de 
numeros reales. [Los elementos de R x R se denotaran con letras negriilas 
a = (a x , a 2 ), P = (.v, y), etc.] 

Vemos, pues, que (0, 2) y (2, 0) son distintos pares ordenados de numeros 
reales; (0, 2) # (2, 0). Si visualizamos (0, 2) y (2, 0) como coordenadas 
rectangulares de puntos en el piano, (0, 2) es un punto sobre el eje Y y (2, 0) 
es un punto sobre el eje X. La igualdad de pares ordenados, (.v,, >',) = (.v 2 , _p 2 ) 
si y solo si .v, = x 2 y }\ — ^-esequivalente a decir que (-V,, _p,) = (x 2 ,_v 2 ) si y 
solo si (Aq , y, ) y (x 2 , y 2 ) senalan el mismo punto. 

3.3 Definicion. (Adicion de pares ordenados de numeros reales.) Para 
cada a = (a,, a 2 ) y b = {b 1 , b 2 ) «RxR, definimos 

a + b = (a l +b l , a 2 +b 2 ). 

3.4 Definicion. (Multiplicacion de un par ordenado de numeros reales 
por un numero real.) Para todo a = («,, a 2 ) en R x R y todo re R, definimos 

rn = (ra s , ra 2 ). 

El conjunto RxR de pares ordenados de numeros reales con las 
operaciones que acabamos de definir de suma y multiplicacion por numeros 
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reales, se llama espacio vectorial bidimensional! y se denota por V 2 . Los 
elementos del espacio vectorial —los pares ordenados de numeros reales— 
se llaman vectores o puntos. 

Los numeros a, y a 2 se Hainan primero y segundo componentes, 
respectivamente, del vector a = (a, , a 2 )■ Nuestras definiciones concernientes 
a los vectores (pares ordenados) pueden, por tanto, expresarse: 

a) "Dos vectores son iguales si y solo si sus componentes corres- 
pondientes son iguales.” 

El vector a = (4, 7) no es igual al vector b = (7, 4). 

b) “La suma de dos vectores es el vector que se obtiene al sumar los 
componentes correspondientes.” 

Si a = (3, 8) y b = (2, -9), entonccs a + b = (3 + 2, 8 + (-9)) = (5, - I). 

c) “Un niimero real/- veces un vector a esel vector obtenido al multiplicar 
cada componente de a por el numero real r." 

Si a = (1,8), entonces j a = (^, 4). 

3.5 Ejemplo. Pruebese la ley conmutativa para la adicion de vectores: 

A 2 ■ a+b = b + a, para cualesquier a, ben V 2 . 

Solucion. Sean a = (a,,a 2 ) y b = (b i ,b 2 ). Por la definicion de la 
adicion de vectores 

a + b = (a?, +b t , a 2 + b 2 ) 
b + a = (b i +a l , b 2 +a 2 ). 

De donde, de acuerdo con la ley conmutativa para la adicion de numeros 
reales y la definicion de igualdad de vectores 

a + b = (b i +a i , b 2 + a 2 ) = b+a. 

3.6 Ejemplo. Demuestrese que: 

A 4 . 0 = (0, 0) es el unico vector en V 2 con la propiedad de que 

a + 0 = a para todo aeV 2 . 

Solucion. El vector 0 = (0,0) tiene, ciertamente, esta propiedad: 
a + 0 = (a,, a 2 ) + (0, 0) = (a, +0, a 2 +0) = (a,, a 2 ) = a, para todo ae V 2 . 
Supongamos que O' es otro vector con esta propiedad. Entonces, segun 
el ejemplo 3.5 

0' = O' + O = 0 + 0' = 0. 

De donde 0 es el unico vector con esta propiedad. 

3.7 Ejemplo. Establezcase la siguiente ley distributiva para vectores: 

C> 2 - r(a + b) = ra + rb 

para todo a, b en V 2 y todo reR. 
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Solution 


= r(a t +/>,. a 2 +b 2 ) 

[3.3] 

= (r(a, +b t ), r(a 2 + b 2 )) 

[3.4] 

= (ra t + rb t , ra 2 +rb 2 ) 

[D de R] 

= (ra, , /Y/,) + (rA, . rb 2 ) 

[3.3] 

= r(ct ,, a 2 ) + r(h ,. b 2 ) 

[3.4] 

= ra + rb. 



De modo analogo puede demostrarse cada una de las siguienles 
propiedades algebraicas fundamentales del espacio vectorial V 2 . 


3.8 Teorema 

Para todo a. b. ce V 2 

A, . a + be V 2 

A 2 . a + b = b+ a 

A 3 . (a + b) + c = a + (b + e). 

A 4 . Hay un elemento unico 0eV 2 — llamaclo el origen o elemento cero 
de V 2 — con la propiedad de que 

a +0 = a 


para todo aeV 2 . (0 = (0, 0).) 

A 5 . Para cada aeV 2 hay un elemento unico - aeV 2 , al que se llama el 
inverso aditivo de a, con la propiedad de que 

a + ( - a) = 0. 


(-a = — (ai. a 2 ) = ~a 2 ).) 


Para todo a, be V 2 y r , 

,ve R: 

M,. 

ra e V 2 

M 2 . 

1 a = a 

D,. 

(r + .y)a = ra + ya 

d 2 . 

r(a + b) = ra + rb 

d 3 . 

r(sa) = (rs)a 


Prueba. Las Propiedades A 2 , A 4 y D, se establecieron en los ejemplos 3.5. 
3.6 y 3.7. Las pruebas de las restantes propiedades son tambien simples 
consecuencias de las propiedades de los numeros reales (problema 2). 
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Como en la substraccion de los numeros reales, la sustraccion de 
vectores se define mediante la adicion de! inverso aditivo. 


3.9 Definition (sustraccion de vectores). Para a, beV 2 cualesquiera, 
definimos 

a — b = a + ( — b). 

Luego, de acuerdo con A s del teorema anterior 

a - b = (a,, a 2 )-(/>,, b 2 ) = (a, -b ,, a 2 -b 2 ); 

"dos vectores se restan, restando sus componentes correspondientes". 
Por ejemplo, 

(1, 3) — (2, -2) = (-1,5). 


A menudo usamos la notacion air o - en lugar de - a. 

r r 

Problemas 

1 Sean a = (— 1, 3), b = (4, 8), y P 0 = (-1, —6). Calculense: 

a) a + b b) a — b 

c) 2a + 2b <r/)4a-3b 

e) P„ + 3a /) 3(b —2a) + 6a —2b. 

2 Pruebese que el espacio vectorial V 2 tiene las propiedades: 

a) A, b) A 3 c) A 5 d) M, 

e) M 2 f) D, g) D 3 . 

3. Pruebese que: 

a) ra = 0 y r # 0 implica a = 0 

b) ra = 0 y a / 0 implica r — 0 

c) Oa = 0 

d) ( — 1) a = — a. 

4. Pruebese que: Si ^ y t son numeros reales dados con t # 0, y a y b 
son vectores dados, la ecuacion 

sa + /v = b 

tiene la solucion, unica, v = r~ ] (b — ja). 
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5. Resuelvanse las siguientes ecuaciones: 

a) 2(0, 6) + 7v = (—1, 1) b) -2v = (3, 6) 

c) 5v + (8, 15) = 5(1, 3) cl) iv + (0, -3) = (4, l)-v 

e) 2[(5, — l) + v] = 2v + (l,0) /) 2[(5, — l) + v] = 2v + (IO, —2). 

6. Determlnese, en cada una de las siguientes expresiones, si existe o no 
un numero real r que las satisfaee: 

a) ,-(3, 2) = (1,0) b) r{ 6, 8) = ( -3, 4) 

c) r(6, 8) = ( — 3, —4) d) (I, 7) + r(3, 2) = ( — 5, 3). 

4. REPRESENTACION GEOMETRICA DE VECTORES 

Aunque en la seccion previa pudimos haber aceptado que hay algunas 
razones para estudiar los pares ordenados de numeros reales, puede ser que 
no nos parezca aun claro por que estamos interesados en el algebra de los 
pares ordenados (vectores). En esta seccion discutiremos las ideas flsicas 
y geometricas intuitivas que se encuentran detras del algebra vectorial y 
que nos gulan en la construccion de nuestro modelo matematico del piano 
euclidiano. Describimos la manera en que los vectores pueden representarse 
por “flechas” (tambien llamadas "segmentos dirigidos"). Mediante cons- 
trucciones con estas flechas dibujaremos diagramas que ilustraran el 
algebra vectorial. 

Construyamos, como se describe en la seccion 2, un sistema rectangular 
de coordenadas. Entonces, construimos una flecha representativa de un 
vector a = (tz,, a 2 ) del siguiente mode (figura 3): I) comenzamos desde 
un punto P 0 cualquiera del piano; 2) nos movemos desde P 0 en direccion 
paralela al eje X la distancia a, (a la derecha si a x es mayor que cero y a la 
izquierda si a t es rnenor que cero) y localizamos asi un punto Q; 3) movemos 
Q paralelamente al eje Y una distancia a 2 (hacia arriba si a 2 > 0 y hacia 
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abajo si a 2 < 0), y localizamos, asi, un punto P,; dibujamos el segmento 
rectilineo de P 0 a P, y colocamos la cabeza de la flecha en P,; esta es la 
flecha que representa a a = (a { ,a 2 ). Analogamente, dada una flecha 
de P 0 a P,, podemos, por construccion de la recta por P 0 paralela al eje X 
y la recta por P, paralela al eje Y, localizar su punto de interseccion Q y 
determinar asi los numeros a, y a 2 . De aqul que, dado un sistema de 
coordenadas rectangulares, vemos que cada flecha determina un vector 
unico a = (a,,a 2 ). La afirmacion reclproca no es cierta, ya que en la 
construccion de la flecha el punto P 0 se eligio arbitrariamente. Sin embargo, 
dado a = (a, , a 2 ), todas las flechas que pueden construirse de esta manera 
son de la misma longitud, paralelas entre si, y apuntan a la misma direccion. 

Una descripcion geometrica de la adicion de vectores a = (a,,a 2 ) y 
b = (b { , b 2 ) es la que sigue (figura 4): 1 ) elijase un punto P 0 ; 2) construyase 
la flecha a desde P 0 y localicese asi el punto P, ; 3) construyase la flecha b 
desde P t y localicese asi el punto P 2 ; la flecha de P 0 a P 2 corresponde 
al vector a + b. Es decir, si el punto inicial de b se coloca en el punto 
terminal de a, entonces a + b corresponde a la flecha dibujada desde el 
punto inicial de a hasta el punto terminal de b. 

Por definicion, 

a + b = (a,, a 2 ) + (b t , b 2 ) = (a, +b ,, a 2 +b 2 ). 

Que la anterior descripcion geometrica de la adicion de vectores (figura 4) 
se conforma a esta definicion, se basa en nuestra aceptacion de! siguiente 
hecho fisico: mover horizontalmente la distancia a x y luego verticalmente 
la distancia a 2 despues de mover horizontalmente la distancia b t y luego 
verticalmente la distancia b 2 es lo mismo (nos Neva al mismo punto P 2 ) 
que mover horizontalmente la distancia a l +b ] despues de mover verti¬ 
calmente la distancia a 2 + b 2 . 
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La operacion de adicion de dos vectores a + b puede ilustrarse tambien de 
la siguiente manera. Volvemos a dibujar la figura 4 omitiendo las rectas 
de construccion (las de rayas) y construimos, en la figura 5, el paralelo- 
gramo definido por las flechas a y b. Vemos por esta construccion que 
a + b es una diagonal del paralelogramo y que a + b = b + a. Esto ilustra 
la ley conmutativa A 2 del teorema 3.8. 



Por definition, si r es un numero real y a = (a t ,a 2 ) es un vector, 
entonces 

ra = r(a x . a 2 ) = (ra,, ra 2 ). 

Esta multiplication de un vector por un numero real se ilustra en la figura 6. 
Como los triangulos que aparecen en la construccion de a y /a son senie- 
jantes, es evidente que las flechas a y ra son paralelas. Denotemos la 
longitud del vector a por |a|. Entonces. aceptando el teorema de Pitagoras, 
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obtenemos 


|m| = Jr 2 ai 2 + r 2 a 2 2 = jrj v u, 2 + « 2 2 = \r\ ja|. 

Por tanto. ra esta representado por una flecha cuya longitud es \r\ veces la 
longitud de a; si r > 0. entonces ra y a apuntan en la misma direccion; 
si r < 0, ra y a apuntan en direcciones opuestas. 

La figura 7 iiustra la operacion de sustraccion a — b = a + ( — b). 
Geomeiricamente, a —b es la flecha desde el punto final de b al punto 
final de a. Esta construccion iiustra tambien que b + (a —b) = a. 



Hemos dicho que los elementos del espacio vectorial V, se llamaran 
“vectores” o "pantos". Estos elementos son pares ordenados de numeros 
reales y las operaciones sobre los elementos (definiciones 3.3 y 3.4, pag. 56) 
son operaciones sobre pares ordenados —el que sean llamados “puntos” 
o “vectores" es indiferente. Sin embargo, en las aplicaciones de los espacios 
vectoriales a la geometria y a la fisica ha de hacerse una distincion real 
entre puntos y vectores. Adetuas, dependiendo de las aplicaciones, hay 
diferentes tipos de vectores: vectores “fibres”, vectores “ligados". vectores 
“deslizantes”, etc. La naturaleza de todas estas distinciones no nos concierne 
por el momento. Estamos, sin 
embargo, interesados en la aplicacion 
de los vectores a la geometria. En 
geometria, cuando llamamos a un 
elemento (,v, v)eV 2 un “punto" y 
escribintos P = (.v, >•), tenemos en 
mente la construccion geometrica 
de la seccion 2: P es el punto 
(figura 8) cuyas coordenadas rectan- 
gulares son ( v, r). Cuando llamamos 
a un elemento a = (a x ,a 2 )eV 2 un 
vector, lo representamos con una 
flecha como describimos en esta 
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seccion. Desde luego, el punto P = (x, y) tiene asociada a el la flecha 
de O a P (figura 8). A estas flechas trazadas desde el origen les llamamos 
“radio” vectores. Cada punto determina un radio vector, y, reciprocamente, 
la punta de cada radio vector localiza un punto, el punto terminal del vector. 
Si (.v 0 , j’ 0 ) y («,, a 2 ) son elementos dados del espacio vectorial V 2 y t es un 
numero real, entonces 

Uo./o ) + t(a t ,a 2 ) = (,v 0 + ta t ,y 0 + ta 2 ) 

es un elemento de V 2 . En las aplicaciones a la geometria nablaremos del 
punto P = (.v, y) definido por 

P = (x,y) = (.v 0 , y 0 ) + t(a t , a 2 ) = (x 0 + ta,.y 0 + ta 2 ). 

P es entonces el punto cuyas coordenadas son x = x 0 + ta , y y — y 0 + ta 2 ; 
o, lo que es equivalente, decimos que P es el punto localizado por el radio 
vector (x 0 + ta l , y 0 + ta 2 ). La descripcion puede incluso ser mas detallada. 



Por ejemplo, hablaremos del punto P definido por 

P = P 0 + ra, 



donde P 0 es el punto P 0 = (x 0 ,y 0 ), 
a es el vector a = (a,, a 2 ) y /eR. 
El punto P es el mismo de antes, pero 
el lenguaje usado ahora describe el 
modo en que visualizamos la locali- 
zacion del punto P (figura 9): 
P 0 + /a es “el radio vector obtenido 
anadiendo t a al radio vector corres¬ 
pond iente a P 0 , y P es el punto loca¬ 
lizado por el radio vector Po + fa". 
Otra ilustracion es el lenguaje usado 
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para describir el vector a = P,-^, donde P 0 = (x 0 ,y 0 ) yP, = (x,,^) 
son puntos en V 2 . Decimos que a = P,-P 0 es “el vector de P 0 aP,”. 
Este vector a expresado como la diferencia de dos puntos esta entonces 
representado geometricamente por la flecha de P 0 aP, (figura 10). 

Ademas de las aplicaciones de los vectores a la geometria hay numerosas 
aplicaciones de los vectores a la ciencia y a la ingenierla. En fisica, una 
cantidad vectorial se dice que es “una cantidad que tiene magnitud y 
direccion . La proposition “va 5 millas a SE” define una cantidad vectorial a 
y se llama “desplazamiento”. El numero 5 es la magnitud del desplazamiento 
a y SE es su direccion. (La palabra 
“vector” se deriva del latin —i where, 
vectus, llevar.) Geometricamente, el 
desplazamiento a puede represen- 
tarse con una flecha cuya longitud 
es de 5 unidades y que apunta 
en la direccion del desplazamiento 
(figura 11). Con ejes como se indica 
en la figura 11, a = (5/\, ; 2, -5/ v ? 2). 

Otros ejemplos de cantidades vecto- 
riales son la velocidad, la fuerza, la 
aceleracion, y el momento. 

Hay un algebra asociada con las 
cantidades vectoriales fisicas y esta 
algebra corresponde a nuestra algebra vectorial. El fisico habla de la 
resultante de dos vectores a y b ; esto es lo que nosotros llamamos 
la “suma ” a + b de los dos vectores. Si a es el desplazamiento 5 millas SE y b 



-(E) 
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es el desplazamiento 10 millas E, la “resultante” o suma a + b de los dos 
desplazamientos se obtiene yendo 5 millas al SE y Iuego 10 millas al E 
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(figura 12): 


a 


= (5/V2, -5/V2), b = (10,0) 


y 


a+ b 




+ (10, 0) = 



“Una fuerza 5 veces una fuerza dada F” es una fuerza cuya direccion 
es la de F y cuya magnitud es 5 veces la magnitud de F. Esto corresponde 
a la multiplicacion de un vector por un numero real. 


Probleinas 

1. Determinese graficamente la suma y diferencia de los dos vectores 
que aparecen en la figura 13. 



2. Construyase en cada uno de los siguientes casos el vector a: 

a) a = (2, 5) + (3, 7) b) a = (3, 7) + (2, 5) 

c) a = (3, 6) + ( —2, 1) d) a = (3, 6) —( — 2, 1) 

e) a = (3, 6) + 4( —2, 1) /) (-6, l) + a = (2, 3). 

3. Localicense los puntos P = P 0 + ?a para t = 0, ±1, +2, cuando 

a) P 0 = (1, 2) y a = (-2, 1) b) P 0 = (1, 2) y a = (2, 4) 

c) P 0 = (- 1, 0) y a = (2, 3)-P 0 d) P 0 = (-2, -3) y a = (4, 0). 

Veriflquese graficamente en cada caso que los puntos se encuentran sobre 
una recta. 

4. Localicense los puntos P = (0, b) + x(\,m) para x = 0, +1, ±2, 
cuando 

a) m = 1, b = 0 b) m = — 1, b = 4 

c) m = i, b — 3 d) m = 2, b — 1 

e) m = 0, b = 2. 
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Verifiquese graficamente en cada caso que Jos puntos se encuentran sobre 
una recta. 

5. Ilustrese graficamente la ley asociativa (a + b) + c = a + (b + c). 

6. Un aeroplano se dirige al NE a 360 kilometres por hora (velocidad 
respecto al aire). El viento esta soplando exactamente hacia el sur a 
60 kilometres por hora. La velocidad v g del aeroplano relativa al suelo es 
la suma (resultante) de los dos vectores mencionados. Determinese v 
a) graficamente, b) analiticamente. 

7. Ilustrese graficamente la suma a 1 + a 2 + a 3 + a 4 . 

8. ^Cual es el significado geometrico de aj +a 2 H-+a„ = 0? 

5. PARALELISMO DE VECTORES 

Hasta el momenta, hemos definido el espacio vectorial bidimensional V 2 , 
hemos establecido las propiedades fundamentales del algebra de vectores 
y hemos explicado la manera en que los vectores pueden representarse con 
flechas. Una flecha es el simbolo comun que se usa para indicar una direccion. 
Si r > 0 y a # 0, entonces nuestra idea intuitiva de direccion es que ayra 
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apuntan en la misma direccion (figura 14). La direccion indicada por una 
flecha no depende de la longitud de la flecha. Si r < 0 y a / 0, decimos que 
a y ca apuntan en direcciones “opuestas" (figura 15). Son estas las ideas 
que estan detras de la definicion dc direccion de un vector. Una vez que 
hemos definido la direccion podemos definir e! paralelismo. Los vectores 
son paralelos si estan en la misma direccion o en direcciones opuestas. 
Teniendo presentes estas ideas intuitivas, pasamos a formular en forma 
precisa nuestras definiciones. 

5.1 Definicion. Dos vectores distintos de cero se dice que estan en la misma 
direccion si uno de ellos es el resuhado de multiplicar el otro por un numero 
real positivo. Dos vectores distintos de cero se dice que estan en direcciones 
opuestas si uno de ellos es el resultado de multiplicar el otro por un numero 
real negative. 

Nota. Supongamos que un vector a es el resultado de multiplicar 
un vector b por un numero real positivo r; es decir, a = r b. Esto 
implica que b = r“' a. E! vector b es tambien el resultado de multiplicar 
el a por un numero real positivo. Por tanto, si dos vectores estan en la 
misma direccion, entonces cada uno de ellos es el resultado de multi¬ 
plicar el otro por un numero real positivo. 

Hemos sugerido anteriormente que podiamos definir que dos vectores 
distintos de cero eran paralelos si estabari en la misma direccion o en 
direcciones opuestas. Resulta conveniente definir la nocion de paralelismo 
no solo para vectores distintos de cero sino tambien para vectores cero, 
por lo que extendemos la definicion propuesta conviniendo que e! vector 
cero es paralelo a todos los vectores. Repetimos que la unica explicacion 
de este convenio es que resulta conveniente, lo que el lector podra apreciar 
solo por experiencia. Es conveniente. por ejemplo, cuando hablamos de 
vectores no paralelos (es decir, de vectores que no son paralelos) saber 
inmed'atamente que los vectores son distintos de cero. 

5.2 Definicion. Se dice que dos vectores son paralelos si uno de ellos es el 
resultado de multiplicar el otro por un numero real. 

Nota. Como 0 = 0a para todo aeV 2 , el vector cero es paralelo a todos 
los vectores. Si dos vectores distintos de cero son paralelos, entonces 
uno de ellos es el producto del otro por un numero real distinto de cero. 
Por tanto, los vectores paralelos distintos de cero son de igual direccion 
o de direcciones opuestas. 

5.3 Ejemplo. <',Son paralelos los vectores (2, 1) y (-6, -3)7 

Solucion. Como ( — 6, —3) = —3(2. 1), los vectores son paralelos y de 
direcciones opuestas (figura 16). 
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FIGURA 16 


Un resultado elemental al que tendremos ocasion de referirnos con suma 
frecuencia es: 

5.4 Lema. Si a es un rector distinto de cero. entonces a y b paralelos 
implied b = ra para algun numero real r. 

Prueba. Nuestras hipotesis son que a y b son paralelos y que a ^ 0. 
Luego o b = ra para algun reR o a = rb para algun seR. Como a # 0, 
a = .sb implica s ^ 0, lo que implica b = C‘a. Es decir, tambien en este 
caso b es el producto de a por un numero real, lo que completa la prueba. 

5.5 Ejemplo. ^Son paralelos los vectores (1,4) y (3, 8) ? 

Solucion. Si los vectores son paralelos, entonces, de acuerdo con el 
lema 5.4 hay un numero real r tal que 

(3, 8) = r(l,4). 

Pero esto implica r = 3 y 4r = 8, y no hay ningun numero real con esta 
propiedad. Por tanto, los vectores no son paralelos. 

Una propiedad basica del paralelismo es que vectores paralelos a un 
mismo vector distinto de cero son paralelos entre si. 

5.6 Teorema. Si c ^ 0 y a y b son paralelos a c, entonces a y h son 
paralelos. 

Prueba. Si b = 0, entonces b es paralelo a todos los vectores, y a y b son 
paralelos. Si b # 0, entonces, como c^0, tenernos segun el lema 5.4 que 

a = re y c = jb. 

Luego a = (rs)b, y a y b son paralelos. 
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Problemas 

1. ^Cuales de los siguientes pares de vectores tienen la misma direccion ? 
^Cuales son paralelos? 

a) (1,1), (2, 2) Z>) (4, 7), (12, 20) c) (6, 2), (-3, -1) 

d) (6, 2), (0, 0) e) (-5, 10), (3, -6) /) (3, 9), (4, 6). 

2. Determinense todos los vectores de la forma (1, m) paralelos a: 

a) (3,6) b) { 2,-5) c) (-1,6) 

d) (-3,-7) e) (1,3) —(2, 5) /) (0, 2). 

3. Pruebese, para vectores distintos de cero, que si a es paralelo a a', 
b es paralelo a by a es paralelo a b, entonces a' es paralelo a b'. llustrese 
este resultado graficamente. 

4. Demuestrese que si d = b + c y b es paralelo a a, entonces d es 
paralelo a a si y solo si c es paralelo a a. llustrese este resultado graficamente. 


6. ORTOGONALIDAD DE VECTORES 


De acuerdo con nuestra imagen geometrica de un vector a = (a,, a 2 ), 

las componentes o, y a 2 del vector 
son las longitudes "dirigidas” de los 
lados de un triangulo rectangulo 
(figura 17). La longitud de la flecha 
que representa a a es la hipotenusa 
del triangulo rectangulo. Nuestra 
geometria tiene que ser euclidiana y 
tiene que estar de acuerdo con esta 
imagen geometrica. En la geometria 
euclidiana, el cuadrado de la longitud 
de la hipotenusa es igual a la suma de 
los cuadrados de las longitudes de los 
lados (teorema de Pitagoras). Estas consideraciones determinan la definicion 
que ha de darse de “longitud” de un vector. 



6.1 Definicion. La longitud [a| {lease “valor absoluto de a” o“ longitud de a”) 

de un vector a = (a 1 , a 2 ) es 

l a l = yj a j + a 2 2 ■ 

6.2 Teorema. Las propiedades fundamentals de la longitud de un vector 
son: 

Para todo a, beV 2 y todo reR, 

6.3 1 a| ^ 0 ; |a[ =0 implica a = 0. 
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6.4 |ra| = |rj ja|. 

6.5 |a + b| ^ |a| + jbj (Desigualdad del triangulo.) 

Prueba de 6.3. Por definicion |a| ^ 0. Pero |aj 2 = a, 2 +a 2 2 , de donde si 
a x / 0 o a 2 # 0, entonces |a| # 0. Por tanto, |a| = 0 implica a i = 0 y 
a 2 = 0, de modo que a = (a,, a 2 ) = (0, 0) = 0. 

Prueba de 6.4. 

ka| = \(ra t , ra 2 )\ = yj(ra{) 2 +(ra 2 ) 2 

= v> 2 v«i 2 + fl 2 2 

= V^laj = |r| |a|. 

A'o/a. En el capitulo 1 dijimos que supondriamos, para cada numero real 
no negativo x, la existencia de un numero no negativo linico Jx con la 
propiedad de que (,/x) 2 = x. Esto lo tendremos que probar masadelante. 
Ahora bien, si y es tambien un numero real no negativo, entonces 
tambien lo es xy. De donde v .xy es un numero no negativo unico con 
la propiedad de que Ufxyj 1 = .xy; como 

(\ v N y) : = (v a)" ( v V ) 2 = xy, 

se sigue de ello que N /xy = v ,v N y, para todo .x ^ 0 y y ^ 0. Es esta 
la propiedad de la raiz cuadrada que se uso en la prueba de 6.4. 

La prueba de la desigualdad del triangulo esta dada en la seccion 8. 
En ese momento no sera dificil demostrar que si a y b no estan en la misma 
direccion, entonces |a+b| <|a| + |b[ (a / 0, b # 0). Esta desigualdad 
corresponde al teorema geometrico: la longitud de 
un lado de un triangulo es siempre menor que la suma 
de las longitudes de los otros dos lados (figura 18). 

La notacion para la longitud de un vector es la 
misma que la usada para el valor absoluto de un 
numero real. Lo que es mas significative es el 
hecho de que las propiedades fundamentales de los 
dos (longitud de un vector y valor absoluto de un 
numero real) son las mismas. Comparense 6.3, 6.4, 
y 6.5 con las propiedades fundamentales del valor 
absoluto dadas en la seccion 8, capitulo I (pag. 40). 

Volviendo a la imagen geometrica de los vectores, deseamos motivar la 
definicion que estamos a punto de dar. La palabra “ortogonal" significa 
“en angulo recto” y es sinonima de “perpendicular”. Sean a y b los lados 
de un paralelogramo (figura 19a). Los vectores a + b y a-b son las 
diagonales del paralelogramo. Expresada geometricamente, la definicion de 
ortogonalidad nos dira: a es ortogonal a b si las diagonales del paralelo- 
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gramo formado por a y b son de igual longitud, es decir, si el paralelogramo 
es un rectangulo. 





6.6 Definicion. Un vector a se dice que es ortogonal a un vector b si 

[a + b| = |a — b|. 

La figura 19 b es otra interpretation geometrica de la definicion 6.6. 
Si a es ortogonal a b, entonces a es el bisector perpendicular (la mediatriz) 
del segmento rectilineo formado por by — b. Es esto el fundamento de 
una construction geometrica con regia y compas de un vector ortogonal 
a otro. 

Como |a + b| = |b + a| y |a-b| = |b-a|, se sigue que a es ortogonal 
a b, implica b ortogonal a a. Por esta razon se usa con frecuencia la 
expresion “mutuamente ortogonales”. Algunas veces decimos, simplemente, 
“a y b son ortogonales” queriendo expresar con ello que “a es ortogonal 
a b”. 

6.7 Ejemplo. ^Son ortogonales los vectores a = (a, 0) y b = (0, b)?. 
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SOLUCION 


|a + b| = 1 (a, b )| = %U 2 + b 2 

I a — b| = |( fl , -6)| = Ja 2 + (-b ) 2 = |a + b|, 

y, por tanto, los vectores son ortogonales. La definicion de ortogonalidad 
esta asi de acuerdo con nuestra imagen geometrica de los ejes de coordenadas 
—todo vector horizontal es ortogonal a todo vector vertical. 

6.8 Ejemplo. ^Son los vectores (I, 3) y (3, — 1) ortogonales? 

Solucion 

|(1, 3) + (3, -1)| = v 4 2 +2 2 = V20 
1(1, 3)-(3, - l)| = V(-2) 2 + 4 2 = V20 . 

Si, son ortogonales. 

Problemas 

1. Si a = (1,4) y b = (-2, 3), calculense las longitudes de: 

a) a b) b c) a + b d) a-b 

e) 3a /) -3(a-b) g) -£b h) 3a-^b 

0 a/|a| j) b/|b|. 

2. Demuestrese que: a) | —a| = |a|. b) Para todo vector a distinto de 
cero, a/|a| es un vector unitario (es decir, un vector de longitud igual a la 
unidad). 

3. Compruebese tanto grafica como analiticamente la ortogonalidad de 
los siguientes pares de vectores: 

a) (1, 5), (-4, 1) b) (2, 3), (9, -6) c) (0,0), (8, -7) 

d ) 0,-i), (2, 6) e) (a t , a 2 ), (~a 2 , a t ) f) (5, 7), (-4, 3). 

4. <,Q u e puede decirse de un vector cuando sabemos que es ortogonal 
a si mismo? 

5. Dado un vector b, dlgase como construir con regia y compas un 
vector ortogonal a! b. 


7. EL PRODUCTO ESCALAR 

Nuestra definicion de ortogonalidad de un par de vectores a = (a,, a 2 ) 
y b = (6,, b 2 ) es equivalente a decir que la diferencia de los cuadrados de 
las longitudes de las diagonales a + b y a — b es cero; es decir, que 

|a + b| 2 -|a-b| 2 = 0. 
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Como 

|a + b| 2 = (a 1 + b x ) 2 +(a 2 + b 2 ) 2 

= a x + 2a x b x + b x 2 + a 2 2 + 2 a 2 b 2 + b 2 ~ 


y 


|a-b| 2 = (a 1 -b l ) 2 + (a 2 -b 2 ) 1 


obtenemos 


— a i 2 a i b x 4 - b j” + ct 2 — 2a 2 b 2 -\-b 2 , 


7.1 |a + b| 2 -[a-b| 2 = 4 (a l b,+a 2 b 2 ). 

La ortogonalidad de los dos vectores a y b es, por tanto, equivalente a la 
anulacion de (a l b t +a 2 b 2 ). Esta cantidad ( a , b x +a 2 b 2 ) es de considerable 
importancia en algebra, geometrla y flsica, y es por ello que se le ha dado 
un nombre especial. 


7.2 Definicion. El producto escalar (interior) a-b — lease “a pun to b”— 

de dos vectores a = (a,, a 2 ) y b = (b l , b 2 ) esta definido por 

a-b = a i b i +a 2 b 2 . 

Notese que el producto escalar de dos vectores no es un vector; es un 
numero real. En flsica, cantidades tales como la longitud, el trabajo, la 
masa, la temperatura, etc., se llaman cantidades “escalares”. Tienen 
magnitud, pero ninguna direccion y quedan especificadas (medidas) por 
numeros reales. En matematicas se usa con frecuencia el termino producto 
“interior”. Otro nombre para el producto escalar —sugerido por la 
notacion— es el de “producto punto”. 

El resultado dado en 7.1 para la diferencia de las longitudes de las 
diagonales de los paralelogramos cuyos lados estan determinados por a y b 
(figura 19a) puede escribirse ahora: 

7.3 |a + b| 2 -|a-b| 2 = 4(a-b); 
y podemos enunciar 


7.4 Teorema. Dos vectores a y b son ortogonales si y solo si a ■ b = 0. 

7.5 Ejemplo. Apliquese este criterio de ortogonalidad a los ejemplos 6.7 
y 6.8. 


Soujcion de 6.7. 

a-b = (a, 0)-(0, b) = a-O + O-Z) = 0. 
Por tanto, los vectores son ortogonales. 
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SOLUCION DE 6.8 


(1, 3)■ (3, -1) = I -3 + 3(— 1) = 0. 

Por tanto, los vectores son ortogonales. 

7.6 Ejemplo. <,Son ortogonales los vectores (1, 5) y ( — 4, T ^)? 

Solucion. (1, 5) ( — 4,^) = — 4 + xx = t- Como el producto escalar de 
los dos vectores no es cero, los vectores no son ortogonales. 

Las propiedades fundamentales del producto escalar son : 

7.7 ab = ba 

7.8 (ra) ■ b = r( a • b) 

7.9 a(b, + b 2 ) = a-bj + a-b 2 

7.10 aa ^ 0; aa = 0 implica a = 0. 

Como a-a = a { 2 +a 2 2 = |a| 2 , la propiedad 7.10 es una reformulacion de 
la propiedad 6.3 de |a|. Las otras tres propiedades son simples consecuencias 
de las propiedades de los numeros reales y su verificacion se deja como 
ejercicio para el estudiante (problema 3). 

Ahora que hentos definido la longitud y la orto- 
gonalidad de vectores podemos hablar de un triangulo 
“rectangulo”. Un par de vectores a y b y su suma a + b 
pueden representar los lados de un triangulo. Si a es 
ortogonal a b, decimos que el triangulo determinado 
por a y b es un triangulo rectangulo (figura 20). El 
vector a+b es la hipotenusa del triangulo rectangulo. 

Tiene, pues, sentido preguntarnos si el teorema de 
Pitagoras se verifica en nuestro modelo analitico. Si no 
se verifica, habremos fallado en nuestro intento de 
construir un modelo euclidiano. Mostraremos ahora 
que las definiciones de longitud y ortogonalidad implican el teorema de 
Pitagoras. 

7.11 Teorema. a es ortogonal a b si y solo si 

l a + b| 2 - |a| 2 + |b| 2 . 



FIGURA 20 


Prueba. Por las propiedades fundamentales del producto escalar, 
|a + b| 2 = (a + b)-(a + b) 

= a • (a + b) + b • (a + b) 

= a-a + ab + b- a + b- b 
= |a| 2 +2a-b + |b| 2 . 
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De donde vemos que |a + b| 2 = |a| 2 + |b| 2 si y solo si a b = 0; es decir, 
si y solo si a es ortogonal a b. 

El resto de esta seccion esta dedicado a ilustrar la aplicacion del concepto 
de vector a la geometria, y podremos ver la simplicidad y potencia del 
metodo vectorial. 

7.12 Teorema. Sea a un rector distinto de cero. Si a y b son paralelos y a 
es ortogonal a n, entonces b es ortogonal a n. 

Prueba. (Figura 21.) Como a es un vector 
distinto de cero, a y b paralelos implica b = ra 
para algtin reR. Usando 7.8, obtenemos 

bn = (ra)-n = r(an). 

Nuestra otra hipotesis es que a es ortogonal a n. 
Luego a-n = 0, y vemos que, segun la anterior 
ecuacion, esto implica bn = 0. Luego b es 
ortogonal a n. 

FIGURA21 r, , . 

Probamos a contmuacion el reciproco del 
teorema 7.12: Vectores ortogonales al mismo 
vector no nulo son paralelos. En preparation para esto probamos. 

7.13 Lema. Sea n = («,, n 2 ) un vector distinto de cero. Si a es ortogonal 
a n, entonces a = r( — n 2 , «,) para algun reR. 

Prueba. [Geometricamente, el vector ( — n 2 , n,)esel vector que se obtiene 
por rotacion de 90° de n en sentido contrario al movimiento de las 
manecillas del reloj (figura 22).] 




FIGURA 22 

Como a es ortogonal an, na = 0; es decir, si escribimos a =(a,, a 2 ) 
na = n l a l +n 2 a 2 = 0. 
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n 2 

Si W) # 0, entonces n a = 0 implica a, = — — a 2 y, de aqui, 

w i 

, / \ a-, , 

a = (a,, a 2 ) =- a 2 , a 2 = --(-n 2 , «,). 

V «i / «i 

Si = 0, entonces n-a = n 2 fl 2 - Como «, = 0 y n ^ 0, se sigue que 
n 2 ^ 0. Por tanto, n-a = n 2 a 2 = 0 implica a 2 = 0. Luego n = (0, n 2 ) y 

a = (a,, 0) = — — (— « 2 »0). Esto completa la prueba. 
n 2 

7.14 Teorema. Vectores ortogonales al mismo vector no tiulo, son paralelos. 


Prueba. (Figura 23.) Supongamos que los vectores a y b son ortogonales 
al vector distinto de cero n = («,, n 2 ). El lema 7.13 nos dice que entonces 

a = r{-n 2 , n t ) y b = «i) 


para algunos r , jeR. De aqui se deduce que a y b son paralelos al mismo 


vector no nulo ( — n 2 , «,) y son, por tanto, 
paralelos entre si. 

En el anterior teorema, el vector 
( — n 2 ,n ,) era simplemente un conveniente 
vector ortogonal al n = («,,n 2 ). Introdu- 
cimos un simbolo para este vector. Para 
cada vector a = (a,, a 2 ), definimos un 
vector correspondiente, el vector a 1 —lease 
“a perpendicular"— por a 1 = ( — tf 2 ,o,). 
Como se ilustra en la figura 24, a 1 es el 
resultado de aplicar un giro de 90° en 
sentido contrario al movimiento de las 



manecillas del reloj al vector a. Respecto 



FIGURA 24 
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a los ejes de coordenadas de nuestra representacion geometrica, sentido 
contrario a la de las manecillas del reloj es la de rotacion mostrada en la 
figura 24 de la direccion positiva del eje X a la direccion positiva del eje Y. 
Por ejemplo, (1, O) 1 = (0, 1). 

El siguiente resultado es un criterio util y conveniente de paralelismo 
entre vectores. Nos dice que a y b son paralelos si y solo si b es ortogonal 
a a 1 . 

7.15 Teorema. Los vectores a = (a,, a 2 ) y b = (/>,, b 2 ) son paralelos si 
y solo si 

a x -b = a x b 2 —a 2 b , = 0. 

Prueba. Si a = 0, entonces a x = 0, y el teorema es cierto aunque trivial. 
Si a 0, entonces a 1 / 0, y a^b = 0 implica que a y b son ortogonales 
al mismo vector distinto de cero a 1 . De donde, segun el teorema 7.14, 
a y b son paralelos. Sia/Oyayb son paralelos, entonces —como a es 
ortogonal a a 1 — se sigue del teorema 7.12 que b es ortogonal a a 1 , y, por 
tanto, que a 1 - b = 0. Esto completa la prueba. 

7.16 Ejemplo. Resuelvanse los ejemplos 5.3 y 5.5 (pag. 68) mediante el 
uso del teorema 7.15. 

Solucion de 5.3. Como 

( — 1, 2)-(— 6, -3) = 6-6 = 0, 
los vectores (2, 1) y (-6, -3) son parelelos. 

Solucion de 5.5. Como 

(-4, 1)• (3, 8) = -12 + 8 = -4, 
los vectores (1,4) y (3, 8) no son paralelos. 

Problemas 

1. ^Son ortogonales los siguientes vectores? 

a) 1(2, 4) y (2, 1)? b) <,(33, 48) y (-5, 4)? 

<-■) i(i, -#)y(-8, -4)? d) <,(-18, 3) y (2, 12)? 

2. Determlnense todos los vectores ortogonales a a que tienen la misma 
longitud que a. 

a) a = (1,0) b) a = (1,1) c) a = (-4, 5). 

3. Pruebese que el producto escalar satisface 7.7, 7.8 y 7.9. 
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4. Sea a = (5.2), b, = (-3,4) y b 2 = (4, 7). Calculense 

a) a-b ( b) a b 2 c) (2a + 3b,)’b 2 

d) (b, + b 2 ) , (b l + b 2 ) e) (b, + b 2 )-(b, - b 2 ). 

5. Demuestrese que: 

a) |a+ b| 2 = |a| 2 + 2a- b + |b| 2 

b) (a + b)• (a — b) = |a| 2 -|bl 2 

c) |a + rbj 2 = \a\ 2 + 2ta- b + / 2 |b] 2 . 

6. Pruebese: Si a y b son vectores no nulos, entonces a ortogonal a b 
implica a no paralelo a b. 

7. ^.Cuales de los siguientes pares de vectores son paralelos? 

a) (2, 4) y ( —i,-1) b) (-3, I) y (6,-2) 

c) (2, 5) y (-5,2) d) (8, 13), (9, 14). 

8. Los lados de un triangulo son los vectores a, b, y a —b. Si |a| = 2, 
|b| = 4, y a-b = f, encuentrese la longitud del lado a—b. 

9. Pruebese: La suma de los cuadrados de las longitudes de las diagonales 
de un paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de 
los lados del paralelogramo. 

10. Demuestrese que: 

a) (a 1 ) 1 = -a b) a 1 b 1 = a-b 

c) a 1 b = -a b 1 d) la 1 ! = |a! 

e) (a+b) 1 = a i + b l 

/) Si a ^ 0, sa + ta 1 = 0 implica s = 0 y t = 0. 

11. Resuelvase el problema 4 de la seccion 5 usando el teorema 7.15. 


8. PROYECCION ORTOGONAL. COMPONENTES 


Esta seccion podria titularse con toda propiedad “el significado geometrico 
del producto escalar”. Resolvemos primero un sencillo problema algebraico 
por medio del producto escalar, y relacionamos luego esta solucion con los 


conceptos geometricos de proyec- 
cion ortogonal” y “componente”. 
Estos conceptos son de importan- 
cia tanto en geometrla como en 
flsica, y el producto escalar nos da 
un procedimiento sencillo para cal- 
cularlos. 

Si a = sb +1 b 1 para algunos nume- 
ros reales s y t, decimos que a es una 
combination lineal de by b 1 . Esto 
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geometricamente significa (a ^0 y b ^ 0) que podemos construir un 
triangulo con hipotenusa a y lados paralelos a b y b 1 (figura 25). 
Mostraremos ahora que, dado Lin vector no nulo cualquiera b. todo 
vector a puede expresarse eomo una combinacion lineal de b y b x . 

8.1 Teorema. Si b i- 0. entonces para cada rector a de V 2 hay numeros 
itnicos s y 1 tales que 

a = sb + tb 1 . 


Prueba. Supongamos que existen numeros a y / tales que 

a = Ab + rb 1 . 

Entonces 

ab = (sb + /b 1 ) • b = Abb 

y 

a b 1 = (.sb + /b 1 )• b x = /b ± -b 1 = /b b. 
De donde, si existen tales numeros son unicos, y 

8.2 s = a - b,/|b| 2 y t = a • b x /| b| 2 . 

Verificamos ahora que 


8.3 


a b a b 1 Li 

a = _ b + —- b l 

I b| ib| 2 


para todos los vectores a y todos los vectores no nulos b. 


a - b. a • b 

-b + 


I 


.,2 b = -Ti{l“ibi+ci z b 2 \(b u b 2 ) + [- a,b 2 + a 2 b i '](-b 2 , *>,)} 

b b 


= + « 2 [b , 2 + b 2 2 ]) 

|b| 


= (a i , a 2 ) = a. 
Esto completa la prueba. 


8.4 Ejemplo. Expresese a = (I,3) como una combinacion lineal de 
b = (1, 1) y b 1 . 


Solucion. (Figura 26.) Sabemos que podemos expresar a como una 
combinacion lineal de b y b 1 . 

(1,3) = a(1, !) + /(— 1, 1). 
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Por consiguiente, 

(1» 1)’(1» 3) = s(l, 1)-(1, I) y s = f = 2 
(-J, 1) ' (1, 3) = /(-l, 1 )(- 1 , 1 ) y t = 2 = l 

COMPROBACION. 2(1, l) + (-l, 1) = (1, 3). 

8.5 Ejemplo. Expresese a = ( — 2, 1) como una combination lineal de 

b = (1, 1) y b\ 

Solucion. (Figura 27.) 

(-2,1) = 5(1, l) + f(-l, 1) 

. _ (1, l)-(-2,1) = _ 1 
(1, 1)(1, 1) 2 


t = 1, 1)'( —2, 1) = 3 

(- 1 , !)•(-!, 1 ) 2 ' 


La descomposicion de un vector a en dos vectores, paralelo a b uno y 
perpendicular a b el otro, se obtiene geometricamente por proyeccion 
ortogonal. El vector sb (la base del triangulo en la figura 25) se llama 


“proyeccion ortogonal de a sobre b”. 


Segun la ecuacion 8.2, 5 b = 


a* b 

W 2 


b. 
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8.6 Definition. Sean a y b (b ? 0) vectores. La proyeccion ortogonal de 

a sobre b —denotada por Proy b a — es el vector 


Proy„ a = 



La descomposicion (ecuacion 8.3) de a en un vector paralelo y uno 
perpendicular a b puede expresarse ahora (figura 28) por 

8.7 a = Proy b a + Proy,, 1 a. 



8.8 Definition. El numero a -b/|b| se llama componente de a en la 
direccion de b (b ^ 0) y se denota por Comp„ a; es decir 

Comp b a = a ■ b/|bj. 

La relacion entre proyeccion (un vector) y componente (un numero) es 

a b >. b 

8.9 Pr»y b a = — b = (Comp b a) . 
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El vector b/|b| es un vector unitario (un vector de longitud igual a la unidad) 
en la direccion de b, y esta relacion entre proyeccion y componente nos dice 
que la componente de a en la direccion de b es la longitud “dirigida” de 
la proyeccion. Si Comp b a > 0, entonces Proy b a esta en la direccion de b 
(figura 26). Si Comp b a < 0, entonces Proy b a y b estan en direcciones 
opuestas (figura 27). 

Nota - No es diflcil demostrar (problema 6b) que si b' es un vector 
cualquiera en la direccion de b, entonces C'omp b . a = Comp b a. El 
componente de a no depende de cual haya sido el vector b elegido para 
especificar la direccion, y esto justifica la terminologia “componente 
de a en la direccion de b”. Si b' y b tienen direcciones opuestas, entonces 
Comp b ' a — — Comp b a (problema 6c). La proyeccion es proyeccion 
ortogonal sobre una recta; Proy b a es invariante si b se reemplaza por 
cualquier vector no nulo paralelo a b (problema 6a). 

El componente de un vector en la direccion de otro vector tiene un 
significado geometrico (y flsico) definido, y la relacion entre componente y 
producto escalar describe geometricamente al producto escalar. Segun la 
definicion de componente 

*■1® a- b = |b| Comp b a. 

Esta ecuacion nos dice: el producto escalar a - b es el producto de la longitud 
de b por la componente de a en la direccion de b. 

Si b es un vector unitario, entonces Comp b a == a b. Por esta razon es 
a menudo conveniente especififcar direcciones por medio de vectores 
unitarios. 

Veremos mas adelante que, si 9 es el angulo desde a hasta b, entonces 
a b = |a| Jbf cosfi 

y 

a b 1 = |a[ |b| sen 9. 

8.1 Ejemplo. Determlnese la proyeccion ortogonal de a = (2, 5) sobre 
® = (~ 2) y el componente de a en la direccion de b. 

Solucion. (Figura 29 .) 


Comp b a = 


a- b 

IbT 


- 2+10 _ 8 
v 1+4 -v/5 


Proy b a = ~ — = -(-12). 
y/5 |b| 5 ' 
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Tenemos ahora un procedimiento simple para el calculo de las areas de 
paralelogramos y triangulos. Consideremos el paralelogramo de lados a y b 
(figura 30). La aliura c se obtiene mediante la proyeccion ortogonal de a 



—7 

/ 

/ 

/ 

/ a 


sobre b 1 . La altura del paralelogramo es |c| 


ICompb 1 a|. 

| a - b x | 

altura por la base) del paralelogramo es |c| |b| = —r— Ibl 


|b| 


area del triangulo de lados a y b es i|a b^ 


El area (la 
= |a- b x l. El 


8.12 Ejemplo. Calculese el area del triangulo de lados (1, 3) y (3, 1). 

Solucion. (Figura 31 pag. 85.) Sea a = (1, 3) y b = (3, 1). El area del 
triangulo es 

ila-b 1 ! =il(l,3)-(-l,3)| = f = 4. 

Pasamos ahora a considerar un problema cuya solucion tiene un numero 
considerable de consecuencias interesantes. Sea a un vector, b un vector no 
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FiGURA 32 


con esta imagen geometrica que el lado a —?b sera de longitud minima 
cuando a —rbsea ortogonal a b; es decir, cuando rb = Proy b a y / = a • b/|b[ 2 . 
Para demostrar esto expresamos a —rb como una combinacion lineal de 
b y b 1 : 


a —/b = 


{ a — / b) ■ b , (a-zb)-b 1 


ib! 2 


b + 


Ibi 2 


a • b 

.ib! 1 


, a b 1 j_ 

b +- b 1 . 

|b| 2 


Por tanto 


8.13 


|a-/b| 2 = 


Ib, 2 + ^ 

L|b| 2 J |b| 2 
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Vemos que a —?b tiene la longitud minima cuando t = a-b/|b| 2 ; es decir, 
cuando 

a ■ h 1 

8.14 a — fb =-— b x = Proy* 1 a. 

Ibj 2 

Como veremos mas adelante, esto nos da un procedimiento para calcular 
la distancia de un punto a una recta. Por el momento lo que nos interesa 
es la identidad que hemos obtenido partiendo de 8.13 haciendo t = a - b/|b| 2 : 


o bien, 


a- b , 

a-- b 

|b| 


2 (a’b 1 ) 2 

|bi 2 


, b/0, 


8.15 

(a-b 1 ) 2 

_ 

... a‘b , 2 

b a-b 



|b| 

Calculando 

|b| a - — b 


|b| a - — b 


L |b| J 


b J 

8.16 

(a- 

b") 2 = |a| 2 1 b| 2 — ( 


, b#0. 


, obtenemos 


para todo a, b en V 2 . La identidad (8.16) se verifica para b = 0, y la 
restriccion b # 0 no se aplica a (8.16). 

Como (a • b 1 ) 2 ^ 0 y a • b 1 = 0 si y solo si a y b son paralelos, obtenemos 


8.17 (a-b) 2 < | a| 2 |b| 2 (desigualdad de Schwarz) 

donde la igualdad solamente se verifica si a y b son paralelos. Si a — (a,, a 2 ) 
y b = (b t ,b 2 ), la desigualdad de Schwarz es equivalente a la siguiente 
desigualdad entre numeros reales: 


8.18 (a l b l +a 2 b 2 ) 2 ^ (a 2 +a 2 2 ) (fij 2 + b 2 2 ). 

La desigualdad del triangulo 6.5 es ahora una simple consecuencia de la 
desigualdad de Schwarz y del teorema 6.9 del capitulo 1, pag. 36. 

La desigualdad de Schwarz es equivalente a 

8.19 |a - b| < a |b|. 

Como a • b ^ |a • b|, esto implica 

a b < |a| |b|. 

De donde 


Esto implica 


|a + b| 2 = (a+b)-(a + b) = |a| 2 +2a • b + |b| 2 
< |a| 2 + 2|a| lb| + |b| 2 = (|a| + |b|) 2 . 

|a + b| < |a| + |b|. 
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Problemas 

1. Para cada par de vectores a y b expresese a como una combinacion 

lineal de b y b 1 . 

a) a = (2, 2), b = (3, 1) b) a = (2, 2), b = (1, 3) 

c) a = (-2, 2), b = (3, 1) d) a = (3, I), b = (-2, 2) 

e) a = (3, -4), b = (-5,2). 

Compruebense las respuestas graficamente. 

2. Para cada par de vectores a y b calculese la proyeccion ortogonal 
de a sobre b y la componente de a en la direccion de b. 

a) a = (4, 2), b = (- 1, 2) b) a = (2, 0), b = (0, 4) 

c) a = (- 1, 2), b = (4, 2) d) a = (3, 8), b = (-2, 6) 

<?) a = (3, 12), b = (-6, 5) /) a = (-6, 5), b = (3, 12). 

3. Un aeroplano vuela en direccion SE y la velocidad del viento es 

a) 60 kmph O b ) 60 kmph N 

c) 60 kmph NE d) 60 kmph E, 

determinar en cada caso la componente de la velocidad del viento 1) en 
la direccion del aeroplano, y 2) en la direccion en angulo recto a la direccion 
del aeroplano. 

4. En un determinado momento un automovil esta viajando a 55 kilo- 
metros por hora hacia arriba en una carretera cuya pendiente es 1/20 (es 
decir, cada 20 metros medidos horizontaimente la carretera se eleva 1 metro). 
^Cuales son las componentes horizontal y vertical de la velocidad del 
automovil? Si el automovil pesa 2 000 kilogramos, ^c:ual es la componente 
en la direccion del automovil de la fuerza gravitacional que opera sobre el? 

5. Demuestrese que Comp b (a, +a 2 ) = Comp b a, +Comp b a 2 (la com¬ 
ponente de la suma es la suma de las componentes). Ilustrese graficamente 
este resultado. 

6. Demuestrese que: 

a) Si b y b' son paralelos y no nulos, entonces Proy b a = Proy b a. 

b ) Si b y b' tienen la misma direccion, entonces Comp b a = Comp b , a. 

c) Si b y b' tienen direcciones opuestas, entonces Comp b a = — Comp b . a. 

7. Calculese el area de los paralelogramos con lados: 

a) a = (4, 0), b = (0, 8) b) a = (2, 1), b = (1,2) 

c) a = (4, -1), b = (-2, 6). 

8. Calculese el area de los triangulos con vertices: 

a) (0,0), (1,0), (1,2) b) (0,0), (1, 1), (4,3) 

c) (1, 1), (3,3), (5,7) d) (1,0), (0, 1), (4,2) 

e) (-5,0), (1,3), (-3, -2). 
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9. Demuestrese que si a y b son vectores no nulos, entonces a • b = |a| |b| 
implica que a y b estan en la misma direccion y que a b = — |a| jb| implica 
que a y b son de direcciones opuestas. 

10. Demuestrese que si a y b son vectores no nulos, entonces la igualdad 
en la desigualdad del triangulo 

|a + b| < |a| + |b| 

se verifica si y solo si a esta en la direccion de b. 

11. Tomando vectores horizontales (a, 0) y ( b , 0), demuestrese que las 
propiedades fundamentales del valor absoluto de los numeros reales son 
casos especiales de las propiedades fundamentales de la longitud de los 
vectores. 

12. Demuestrese que: ja• b x | < a |b|, expresion en que la igualdad se 
verifica si y solo si a y b son ortogonales. 


9. EL PLANO (ANALITICO) EUCLIDIANO 

La palabra “geometria” significa “medida de la tierra”, e incluso sin 
un estudio historico, nuestra geometria de la escuela media nos basta para 
comprobar que, como la mayor parte de nuestros conocimientos, la 
geometria surgio en respuesta a las necesidades practicas del hombre. 
La antigua geometria emplrica de los egipcios era simplemente una coleccion 
de reglas basadas en la experiencia practica de la agrimensura y en la 
medida de figuras geometricas sencillas. La Gran Piramide se construyo 
3 900 anos antes de Cristo, y se diseno usando estas reglas empiricas. Los 
griegos desarrollaron esta geometria intuitiva y demostraron para siempre 

el extraordinario poder del pensamiento 
abstracto. El primer libro global sobre 
geometria, los Elementos de Euclides, el 
escribio alrededor del 300 antes de Cristo. 
El texto que el lector usa en la escuela es 
una adaptacion de los Elementos de 
Euclides. Se comienza con un conjunto 
de postulados para puntos y rectas. Los 
puntos y las rectas son terminos inde- 
finidos. Son abstracciones de la geometria 
intuitiva. La “recta” es la abstraccion 
de un “hilo extendido”. Despues de haber iritroducido los postulados se 
definen otros conceptos, y partiendo de los postulados se deducen siste- 
maticamente teoremas (proposiciones). Esta formalizacion abstracta de la 
geometria intuitiva es muy diferente de lo que aqui estamos haciendo. 
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Estamos ahora preparados para dar ana description precisa de nuestro 
modelo analitico de un piano euclidiano. Llamamos a este modelo el 
“piano euclidiano analitico” o, simplemente, “piano euclidiano”. El piano 
euclidiano se denota por R 2 (lease “R dos”). Los “puntos” de R 2 son los 
pares ordenados ( x, y ) de V 2 . Los numeros x y y tienen que visualizarse 
como las coordenadas rectangulares del puntoP = ( x , }0(figura33). Nuestra 
definition de “recta” en R 2 nace de nuestra realization intuitiva de que una 
recta esta determinada por un punto P 0 y una direccion a (a es un vector 
no nulo) (figura 34). Los puntos P sobre la recta C que pasa por P 0 en la 



direccion de a son todos puntos de la forma P = P 0 + ta donde t es un 
numero real. Estos son todos los puntos que pueden alcanzarse desde P 0 
marchando desde P 0 en una direccion paraiela a a. La “distancia” en el 




piano euclidiano R 2 desde un punto Pj a un punto P 2 esta definida como 
la longitud del vector P 2 —P, desde Pj hasta P 2 (figura 35). Nuestro piano 
euclidiano R 2 es, por tanto, V 2 , donde los elementos de V 2 son los “puntos” 
y donde “recta” y “distancia” han sido definidos. Damos ahora un enunciado 
formal de la definicion del piano euclidiano R 2 

9.1 Definicion. El piano euclidiano ( analitico ), denotado por R 2 , es el 
espacio vectorial bidimensional V 2 donde: 

1) los elementos (x, y) de V 2 son los puntos de R 2 (figura 33); 

2) un conjunto C de puntos de R 2 se llama recta si hay un punto 

= ( x o> y un vector no nulo a = (a i , a,)eV 2 tales que (figura 34) 

E = {Po + ^UeR}; 

3) la distancia, escrita ^(P,, P 2 ), desdeP , = (x l , v,) hasta P 2 = (x 2 ,y 2 ) 
es la longitud del vector de P, a P 2 (figura 35); es decir, 

d(f*i > P 2 ) = ji* 2 — 1 1 = s/( x 2~ x i) 2 y(y2~yi) 2 ■ 

La recta £ que acabamos de definir en 9.1 se llama recta que pasa por 
el punto P 0 paralela al vector (no nulo) a. Decimos que dos rectas £ ( y £ 2 
coinciden si y solo si como conjuntos £, = £ 2 ; es decir, si y solo si £, c C 2 
y £ 2 c£,. La definicion de la recta £ paralela a a que pasa por P 0 nos 
dice —como muestra el siguiente teorema— que un punto P esta sobre £ si 
y solo si el vector de P 0 a P es paralelo a a (figura 34). 

9.2 Teorema. Si £ es la recta que pasa por P 0 es paralela a a. entonces un 
punto P de R 2 esta sobre £ si y solo si P — P 0 es paralelo a a. 

Prueba. £ = {P 0 + fa|reR}. Supongamos que P-P 0 es paralelo a a. 
Entonces, como a es un vector no nulo, se sigue que (vease el lema 5.4, 
pag. 69) 

P—P 0 = t a para algun teR; 

esto implica que P = P 0 + /a, y de aqui que Pe£. Reciprocamente, Pe£ 
implica 

P = P 0 + /a para algun feR. 

Por tanto P—P 0 = ta, y P — P 0 es paralelo a a. 

9.3 Corolario. Si £ es la recta que pasa por P 0 paralelo a a, entonces 
Pe£ si y solo si a x -(P — P 0 ) = 0. 

Prueba. Como P— P 0 es paralelo a a si y solo si a x -(P —P 0 ) = 0, este 
corolario es una consecuencia directa del teorema 9.2. 
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9.4 Ejemplo. Determinese la recta C que pasa por P 0 = (2, 3) paralela 
a a = (4, -2). ^Estan los puntos (0, 4) y (6, 2) sobre la recta? 

Solucion. (Figura 36.) Por definition 

C= {(2, 3) + /(4, —2)| teR}. 

Como 

(2, 4)• [(0, 4)-(2, 3)] = (2, 4)-( —2, 1) = -4 + 4 = 0 


y 

(2, 4)• [(6, 2) — (2, 3)] = (2, 4)■ (4, -1) = 8-4 = 4, 

concluimos que (0, 4) esta sobre C, pero en cambio (6, 2) no esta sobre C. 
[El punto (0, 4) es el que corresponde a t = — J); puesto que 

(2, 3)-M4, -2) = (0,4).] 



9.5 Ejemplo. Determinese una recta que pase por los puntos P 0 — (1,4) 

y P. = (5, 2 ). 

Solucion 1. (Figura 37.) Tomese a = Pj — P 0 = (5, 2) — (1, 4) = (4, —2). 
Entonces 

9.6 C = {Po + KPt-Po)} - {(l,4) + /(4, -2)} = {(l+4f,4-20} 

contiene P 0 y P ( ; P 0 corresponde a t = 0 y P t corresponde a t = 1. 
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FIGURA 37 


Solucion 2. (Figura 37.) Estamos buscando una recta de la forma 

9 - 7 C, = {(0, b) + x(l, w)|xeR) = {(x, mx + b)\xeR} 

quecontengaaP 0 yaP,. P 0 ,P, eC, implicaquehaynumerosx 0 y x, talesque 
P 0 = (1,4) = (,v 0 , mx 0 + b) 

Pi = (5, 2) = (x,, mi, +b). 

Por tanto 

a 0 = 1 y mx 0 + b = m + b = 4 
a i =5 y mx t +b = 5 m + b = 2. 

Estas ecuaciones implican -4m = 2, y m = —De donde 
b — 4 — m = 4 + -) - 

Concluimos, por tanto, que si hay una recta de la forma C, que contiene 

aP 0 yPi, 

Cl = {(a, -|a+|)}. 

Es facil verificar que C t contiene a P 0 = (1,4) y a P, = (5, 2). 

Esperamos que las rectas tengan la propiedad de que por un par de 
puntos distintos pase una y solo una recta. En las dos soluciones al ejemplo 
anterior obtuvimos la recta C y la recta C, que pasaban por los puntos 
P 0 y Pi. Como muestra el siguiente ejemplo, C = C,; C y Cj son dos diferentes 
representaciones de la misma recta. 
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9.8 Ejemplo. Sean 

C = {(1 +4/, 4-2/)|/eR} y C, = {(x, -ix+f)|xeR}. 
Demuestrese que C = C,. 

Solucion. PeC implica P = (1 +4/, 4-2/) para algun te R. Sea x = 1 +4/. 
Entonces / = £(x — 1), y 

(1+4/, 4 —2/) = ( x , — ix + y)- 

De donde PeC implica PeC,; es decir, Cc C,. Redprocamente,PeC, implica 
P = (x, -}x+%) para algun xeR. Sea / = i(x-1). Entonces x = 1+4/, 
y (x, —J-x + f) = (1+4/, 4-2/)eC. De donde C, cC. Por tanto, C,cCy 
C cz C,; es decir, C = C,. 

Problemas 

1. ^Cual es la distancia de 
a) (0,0) a (3,4)? 
c) (-1,2) a (-5, -2)? 
e) (30,45) a (52, 28)? 
g) (a, 0) a (0, b)l 

i) P 0 a/(P,-P 0 )? 

2. Demuestrese que la distancia t/(P,, P 2 ) de P, a P 2 en el piano eucli- 
diano R 2 , tiene las siguientes propiedades: 

a) d( P,, P 2 ) > 0; d(P,, P 2 ) = 0 implica P, = P 2 

b) </(P,,P 2 ) = rf(P 2 ,P,) 

c) d(V t ,P 3 ) < d(Pt,1> 2 ) + d(J> 2 ,P 3 ). 

3. Considerense las siguientes rectas: 

1) La recta C, que pasa por (0, 0) paralela a (1, 1) 

2) La recta C 2 que por (0, 0) paralela a ( — 1, — 1) 

3) La recta C 3 que pasa por (1, 0) y (0, 1) 

4) La recta C 4 que pasa por (0, 1) y (2, 3) 

5) La recta C 5 que pasa por (0, 3) paralela a (2, 1) 

6) La recta C 6 que pasa por (0, 3) paralela a (1, £) 

7) La recta C 7 que pasa por (—1,2) paralela a (1,0) 

8) La recta C 8 que pasa por (0, 2) y (2, 2) 

9) La recta C 9 que pasa por (—1,2) paralela a (0, 1) 

10) La recta C I0 que pasa por (— 1, 0) y (— 1, 10). 

Determlnense 4 puntos sobre cada una de las tales rectas. Compruebense 
los resultados graficamente. 

4. i,Esta el punto (8, 8) sobre 

a) C,? b) C 2 ? c) C 3 ? 


b) (0,0) a ( — 3, -4)? 
d) (-5, -2) a (-1,2)? 
/) (x,, 0) a (x 2 ,0)? 
h) P 0 aP 0 + /a? 
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C) C 7 ? 


5. <,Esta el punto (-3, 3) sobre 

a) C 5 ? b) C 6 ? 

6. Demuestrese que: 

a) c i = C 2 b) C 5 = C 6 

c ) £ 8 ^ C 9 d) c 4 ^ £ 7 

e) C, n C 3 = {(^, Jj)} /) C[ n t 4 = 0, el conjunto nulo. 

7. Proporcionese, siempre que sea posible, una representacion ana- 
lltica de 

a) Cj b) C 3 c) C 4 rf) t 5 

e ) C 6 /) Cg #) £ 9 /;) £ 10 

en la forma 

1) {(x, wtx + 6)|xeR} 

2) {(m'y + a, j)|j>eR}. 

8. Proporcionese una representacion analltica de la recta que pasa por 
(0, b) que es paralela a (1, m). 

9. El conjunto {(x, 0)|xeR} de puntos de R 2 se llama eje X. El 
conjunto {(0, y)|jeR} de puntos de R 2 se llama eje Y. 

Demuestrese que: 

a) El eje X es una recta. 

b) El eje Y es una recta. 

c) El origen (0, 0) es el punto de .intersection del eje X y el eje Y. 

10. Encuentrense los puntos de intersection de 

a) ^ b ) c) C 7 d) C 8 e) £ 9 

con 1) el eje X y 2) el eje Y. 

11. Identifiquense cada uno de los siguientes conjuntos de puntos en R 2 : 

a) {(2, l) + /(3, —l)|/eR} 

b) {(2 + 3.y, 1 — ,s)[jeR} 

c) {(l-/)(3,0) + /(2, 5)[/eR} 

d) {(1 — f)Pj + tP 2 1 ?eR} 

e ) {(*, y)\y = 2, xeR} 

/) {(x, j)|x = 2t+l, j = -3/ + 4, ieR} 

9) {(x,y)\y = 2x-5, xeR} 
h) {(1, 2) + t(\, 1) |/e[0, c»>} 

0 {(1,2) + /(1, l)|te<0, 1)} 

J) {(1, 2) + /(l, l)|/et0, 1]} 

k) El conjunto de todos los puntos P = (x, y) donde 
X = s 

y = —3^+5, seR 
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/) El conjunto de todos los puntos P — (x, y) tales que 

y = 3x + 5, xeR 


m) {{x,y)\x 2 +y 2 = 16} 

n) {( x,y)\(x-x 0 ) 2 + (y-y 0 f = a 2 }. 


10. PARALELISMO DE RECTAS 

En esta seccion definimos el paralelismo de rectas y derivamos algunas 
de las propiedades fundamentals de las rectas. 

Hemos dado a la recta £ = {P 0 + /a|teR} el nombre de “recta que 
pasa por P 0 paralela a a”. Como hemos visto en la seccion anterior, la 
misma recta puede tener muchas representaciones analiticas diferentes. 
Mostraremos ahora que si £ es la recta que pasa por P 0 paralela a a y si Q 0 
esta sobre £, la recta C es tambien la recta que pasa por Q 0 paralela a a. 
Esto identifica dos representaciones analiticas diferentes de la misma recta. 

10.1 Lema. Si Q 0 esta sobre la recta t = {P 0 + ta|teR}, entonces 
£ = {Qo + ^al jeR}. 



Prueba. (Figura 38.) Sea C x = {Q 0 + Ja|^eR}. Bajo la hipotesis de que 
Q 0 eC = {P 0 + ?a|teR}, queremos demostrar que t = Como Q 0 e£, 
sabemos que Q 0 — P 0 es paralela a a. Pero 

P-P 0 = (Qo-Po) + (P-Qo). 

y, como Q 0 -P 0 es paralela a a, P-P 0 es paralela a a si y solo si P-Q 0 
es paralelo a a (problema 4, seccion 5). De donde PeC si y solo si PeCi. 
Por lo tanto, £ = C t . 

El siguiente lema nos permite tambien idlentificar representaciones 
analiticas diferentes de la misma recta. 

10.2 Lema. Sean £ t = {P 0 + ta|/eR} y C 2 = {P 0 + jblaeR} m par de 
rectas que pasan por P 0 . C l = £2 s * }' s ^° 51 a f ^ son pnralelos. 
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Prueba. Sea P, un punto de £, distinto de P 0 ; es decir, P,-P 0 j= 0. 
(P) = P 0 + a es tal punto). Entonces P, —P 0 es paralelo a a. Supongamos 
que C, = £ 2 . Entonces P,e£ 2 , y esto implica que P, -P 0 es paralela a b 
Por tanto, como a y b son paralelos al mismo vector no nulo P, — P 0 , 
a y b son paralelos. Para probar el reclproco, comenzamos con la hipotesis 
de que a y b son paralelos. Entonces P-P 0 es paralelo a a si y solo si P-P 0 
es paralelo a b; es decir, PeE, si y solo si PeC 2 . De donde a y b paralelos 
implica £, = C 2 . Esto completa la prueba. 

10.3 Definicion. Dos rectas = (P 0 + /a| feR} y 

C 2 = {Q 0 + sb|jeR} 

se dice que son paralelas si ay b son paralelos. 

El lema 10.1 y el lema 10.2 nos dicen entonces que dos rectas coinciden 
si y solo si tienen un punto en comun y son paralelas. Por ejemplo, si 
f-i = {Po + ta} = {Po + ra'}, entonces a y a' son paralelos. Una de las 
razones para senalar esto es que se nos presenta la cuestion —y este es un 
punto delicado— de si la definicion que hemos dado de paralelismo de 
rectas es satisfactoria. La definicion no seria satisfactoria si dependiese 
de las representaciones analiticas particulares elegidas para las rectas. 
Supongamos, por ejemplo, que £, = {Po + ra'|reR} es otra representacion 
analitica de C,. Entonces a y a' son paralelos, y a es paralelo a b si y solo 
si a' es paralelo a b. La definicion de paralelismo no depende de la 
representacion analitica particular elegida. 

El mas famoso de los postulados de Euclides es su postulado 5. Es 
equivalente a: “por un punto dado puede trazarse una y solo una paralela 
a una recta dada”. Este es el llamado “postulado de las paralelas”. Hubo 
un periodo —desde 300 afios antes de Cristo hasta el comienzo del 
siglo xix— en que se sospecho que este postulado no era necesario. Muchas 
personas creian que seria posible derivar este postulado como una conse- 
cuencia de otros postulados de Euclides. Los intentos de conseguir esto 
fallaron y finalmente condujeron al descubrimiento y estudio de geometrias 
no euclidianas y al establecimiento del hecho de que, en contra de lo que 
se habia sospechado, el postulado de las paralelas es independiente de los 
otros postulados. Mostraremos ahora que este postulado de la geometria 
euclidiana axiomatica se satisface en R 2 . Si as! no fuera, nuestro modelo 
analitico no se llamaria piano euclidiano. 

10.4 Teorema. Para cada punto Q 0 en R 2 y cada recta £ en R 2 , hay una 
y solo una recta que pasa por Q 0 paralela a £. 

Prueba. Sea £ = {P 0 + ta}. Entonces £ t = {Q 0 + ?a} es una recta que 
pasa por Q 0 paralela a £. Supongamos que £ 2 es cualquier otra recta 
que pasa por Q 0 paralela a a. Entonces, por el lema 10.1 £ 2 = {Q 0 + tb}. 
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Como £ 2 es paralela a C, b es paralela a a, y segun el lema 10.2 C 2 =C X . 
C, es, por tanto, la unica recta por Q 0 paralela a £. 

10.5 Corolario. Si C es una recta y Q 0 un punto no sobre £, entonces la 
recta £' por Q(, paralela a £ no intersecta a £. 

Prueba. Si £ y £' se intersectasen, entonces por 10.4 £ = £'. Esto 
contradice la hipotesis de que Q 0 no esta sobre £. 

10.6 Ejemplo. Determinese la recta £ que pasa por el punto (1, —3) 
paralela a la recta que pasa por ( —5, 8) y (3, 0). 

Solucion. (Figura 39.) La recta £ es paralela a (3, 0)-(-5, 8) = (8, -8) 
= 8(1, — 1). De donde £ es la recta que pasa por (1, —3) paralela a(l, — 1), 

y 

£ = {(1, -3) + /(l, -1)} = {(1 + f, -3-0}. 
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La solucion puede tambien describirse diciendo que £ es el conjunto de 
todos los puntos P = (x, y) donde 

x = I + / 

y = —3 — t, te R. 

Nota. A las ecuaciones del anterior par se les llama ecuaciones 
parametricas de la recta. Por ejemplo, las ecuaciones 

10.7 a- = x 0 + ta, 

y = }'q 4- ta 2 , te R, 

son ecuaciones parametricas de la recta 

£ = {(x 0 + ta i , y 0 + ta 2 )|/eR} = {(x 0 , y 0 ) +t(a r , a 2 )\teR}. 

Las ecuaciones parametricas 10.7 representan la recta que pasa por 
{x 0 ,y 0 ) paralela a (a l5 a 2 ). 

10.8 Corolario. Para cada par de puntos distintos en el piano euclidiano R 2 
hay una y solo una recta que pasa por ellos. 

Prueba. Sean Q 0 y Q, puntos distintos de R 2 . Entonces Q, —Q 0 es tin 
vector no nulo, y 

£ = {Qo + /(Q,-Qo)UeR} = {(1 -OQo + iQi UeR} 

es una recta que pasa por Q 0 y Q i; Qo corresponde a t = 0 y Q , corresponde 
a t = 1. Supongamos que C, es tambien una recta que pasa por Qo y Qi • 
Entonces 

£i = {Q 0 + -sa|ieR}. 

Pero Q,eCi implica Q, -Q 0 es paralela a a. Por tanto, £ es paralela at,, 
y de acuerdo con el teorema 10.4 C = C,. 

10.9 Ejemplo. Identifiquese la recta C dada mediante las ecuaciones 
parametricas 

x = t 

y = mt + b , te R. 


Solucion 1. 

£ = {(a,l)|x — t,y — mt + b . teR) = {(/, mt + b)\teR} 

= {(0, b) + t( 1, m)|(ER). 

De donde £ es la recta que pasa por (0, b) paralela a (1, m). 

Solucion 2. Tomando t = 0 y luego 1=1, obtenemos dos puntos 
distintos (0, b) y (1 ,m + b) sobre £. Por tanto, £ es la recta que pasa por 
(0, b) y (1, m + b). 
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Problemas 

Considerense las siguientes rectas: 

1) La recta C, que pasa por (5, 0) paralela a (1, 1) 

2) La recta £ 2 que pasa por (2, 3) y (7, 8 ) 

3) La recta £ 3 que pasa por (—1, 1) y (0, 3) 

4) La recta C 4 que pasa por ( — 3, 4) y (2, 9) 

5) La recta £ 5 que pasa por ( — 3, 4) y (117, 244). 

1. ^Cuales de las anteriores rectas son paralelas? 

2. Determlnese la recta que pasa por (1, — 6 ) paralela a: 

a ) c i b) £ 2 c) £ 3 d) £ 4 e ) £ 5 . 

3. Determlnense todas las paralelas a: 

a) El eje X 

b) El eje Y 

c) La recta que pasa por (a, 0) y (0, b). 

4. Pruebese que rectas no paralelas se intersectan cuando mas en un 
punto. 

5. Determlnense los puntos de interseccion de 

«) Cj b) £ 2 c) £3 d) £ 4 e) £ 5 

con el eje X. 

6. Determlnense los puntos de interseccion de 

«) £ i b) £ 2 c) £3 d) £4 e) £ 5 

con el eje Y. 

7. Demuestrese que iP 0 + iP] es el punto sobre la recta que pasa 
por P 0 y P, equidistante de P 0 y P ( (P 0 # P,). 

8 . ^.Cual es la significacion geometrica de los puntos 

IP 0 +IP 1 y IPo+iPi? 

9. Demuestrese que tres puntos P t , P 2 y P 3 se encuentran sobre una 
misma recta (es decir, son colineales) si y solo si P 2 -Pj y P 3 -P! son 
paralelos. 

*10. Demuestrese que |P 2 -PJ + |P 3 -P 2 | = |P 3 —P,| implica que P u 
P 2 > y P 3 son colineales. 

*11. Un punto P se dice que esta entre P! y P 2 si P ^ P 2 , P ^ P 2 , y 
IP P 1 1 +1 P 2 — P| = |P 2 —Pi I ■ Pruebese que el conjunto de todos los 
puntos entre P 2 y P 2 es 

{(l-0Pi+tP 2 |te<0, 1». 
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11. ORTOGONALIDAD DE RECTAS. 
ECUACION DE UNA RECTA 


Como con el paralelismo de rectas, definimos la ortogonalidad de rectas 
en terminos de los vectores que especifican sus direcciones. 

11.1 Definicion. Un vector n y una recta £ = {P 0 + /a} se dice que son 
ortogonales si y solo si a y n son ortogonaies. Dos rectas £, = {P 0 + *a} y 
C 2 = {Qo + sb} se dice que son ortogonales si y solo si a y b son ortogonales. 



Aqul tambien necesitamos asegurarnos de que esta definicion no depende 
del vector elegido para representar la direccion de la recta. Como los 
vectores que especifican la direccion de una recta son siempre no nulos, 
esta independencia es una consecuencia del teorema 7.14 (pag. 77). 

Sea P 0 un punto de R 2 y sea n un vector distinto de cero (figura 40). 
Entonces la recta £ que pasa por P 0 paralela a a = -it 1 es una recta 
por P 0 ortogonal a n. El vector n es llamado normal a la recta. Cualquier 
otra recta que pasa por P 0 ortogonal a n es paralela a a = — n J . De donde £ 
es la recta que pasa por P 0 ortogonal a n. Segun el corolario 9.3, pag. 90 
(como a 1 = n) £ es el conjunto de todos los puntos P en R 2 que satisfacen 

11.2 n-(P —P o ) = 0; 

£ = {P| n-(P—P 0 ) = 0}. La ecuacion 11.2 se dice que es una ecuacion 
de la recta £ que pasa por P 0 ortogonal a n. 

11.3 Ejemplo. Determinese la recta £ que pasa por (1, 5) ortogonal a la 
recta £, que pasa por (1, 5) y (3, 8 ). 
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Solucion 1. Cj es paralela a (3, 8) — (1,5) = (2,3). La recta £ es, por 
tanto, la recta que pasa por (1, 5) paralela a (2, 3) 1 = (—3, 2); es decir, 

C = {(1, 5) + /( —3, 2)}. 

Son ecuaciones parametricas para £ 

x = 1—3 1 

£: 

+ = 5 + 2/. 

Solucion 2. £ es la recta que pasa por (1,5) ortogonal a (2,3). Una 
ecuacion para £ es 

£: (2, 3)- (P — (1, 5)) = 2(x—l) + 3(+ —5) = 0 
o 

£: 2x + 3y = 17. 

Consideremos ahora una ecuacion de la forma 


11.4 ax + by = c, 

donde a, b, ceR y a 2 + b 2 ^ 0. Con n = (o, b) y P = (x, y) esta ecuacion 
es equivalente a la ecuacion 


11.5 n ■ P = c. 

Dividiendo ambos miembros de esta ecuacion por |n|, obtenemos 


11.6 


11 = Comp n P = — 

Ini In| 
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La ecuacion 11.5 es, por tanto, equivalente a la afirmacion de que el 
componente de P en la direccion de n es una constante. siendo la constante 

c 

c/|n| (figura 41). Sea P 0 = — ^ n. Entonces n P 0 = c. y la ecuacion 11.5 

[nr 

es equivalente a la ecuacion 

n-(P-Po) = 0 . 

El conjunto de todos los puntos P que satisfacen 11.4 u 11.5 es, por tanto, 
una recta ortogonal a n. Una ecuacion de la forma 1 1.4 se llama ecuacion 
lineal. Hemos demostrado, por tanto, que toda ecuacion lineal es la 
ecuacion de una recta. 

La distancia de un punto Q a una recta E —denotada por d(Q. E)— 
es la distancia de Q a f medida a lo largo de una recta ortogonal a C 



(figura 4 2); es decir, d( Q, £) es la distancia mas corta de Q a L Sea E la 


recta cuya ecuacion es 11.5. El punto P 0 


c 



seccion de C con la recta que pasa por el origen paralela a n. Por tanto 
[c[/|n| es la distancia del origen a la recta C. Si c > 0, la recta se alcanza 
yendo del origen la distancia |c|/|n| en la direccion de n. Si c < 0, la recta 
se alcanza recorriendo la distancia |c|/|n| en la direccion opuesta a la de n. 

Sea E una recta cualquiera y sea n un vector no nulo cualquiera ortogonal 
a E (figura 42). Si £ es paralela a a, podemos siempre elegir n = a 1 . Sea P 0 
cualquier punto sobre E. La distancia de Q a E es entonces (problema 5) 


11.7 


d( Q, £) = |Comp„ (Q —P 0 )| = 


(Q-P 0 ) 


n 

M 
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11.8 Ejemplo. Identifiquense las rectas 


a) C,: 3x — 4y = 0 

b ) C 2 : 4 x+y = 8. 


^Cual es la distancia de C 2 al origen? 


Solucion. a) C, es la recta que pasa por el origen ortogonal a (3, —4). 

b ) SL 2 es la recta que pasa por el punto (0, 8) ortogonal a (4, 1). 


< 1 ( 0 , C 2 ) = L ^ 

n 


8 

V'l? 



11.9 Ejemplo. Determlnese la distancia del punto (2, -3) a la recta C que 
pasa por el punto (0, 5) y es paralela a (I, —2). 


Solucion. (Figura 43.) C es ortogonal a (2, I). De donde 


d«2,-3),t) 


[(2, -3) -(0,5)] 


( 2 , 1 ) 

jT 


14-8| 

\/5 


= 4/J5. 
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El conjunto <P 0 , Pj) de puntos en R 2 definido por 


11.10 <P 0 ,Pi> = {Po + ?(P,-Po)Ue<0, 1>} 

= {(l-/)P 0 + /P,|/e<0, 1)} 

se llama segmento rectilineo abierto de puntos extremos P 0 y P, (figura 44). 



El conjunto [P 0 , P t ] de puntos en R 2 definido por 

[Po,P,] = {Po + /(Pi-Po)|l6[0, 1]} 

= {(l-/)Po + rP,|/e[0, 1]} 

se llama segmento rectilineo cerrado de puntos extremos P 0 y P, . 

La longitud de un segmento rectilineo se define como la distancia entre 
sus puntos extremos. 

Los segmentos rectillneos se encuentran en la recta que une sus puntos 
extremos. El segmento rectilineo cerrado contiene sus puntos extremos. El 
segmento rectilineo abierto no los contiene. El punto 

P 0 + i(P.-P 0 ) = KPo+Pi) 

es equidistante de P 0 y Pj y se llama punto medio de <P 0 ,Pj) y [P 0 ,P,] 
(figura 44). La mediatriz de un segmento rectilineo [P 0 .Pi] (o <P 0 ,P 1 » 
es la recta que pasa por el punto medio de [P 0 ,P,] ortogonal a la recta 
que pasa por P 0 y por P[ (figura 45). Una ecuacion para la mediatriz C 
de [P 0 ,Pi] es, por tanto, 

11.11 (P 1 -P o )-[P-i(Po + P,)] = 0. 

11.12 Ejemplo. Muestrese que la mediatriz de un segmento rectilineo es 
el conjunto de todos los puntos que equidistan de sus puntos extremos. 

Solucion. (Figura 45.) Sea C. la mediatriz de [Pq.P]], P 0 # P, . La 
ecuacion 11.11 es una ecuacion de C. Un punto P esta sobre C si y solo 
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FIGURA 45 


s * i(Pi — Po) es ortogonal a P — |(P 0 + P,). Segun la definition 6.6 de 
ortogonalidad (pag. 72) esto significa que P esta sobre £ si y solo si 

li(P 1 -P 0 )+[P-i(P 0 +P 1 )]| = li(P, -P 0 )-[P-l(P 0 +Pi)]|; 

es decir, si y solo si 

|P-P„I = IP.-PI- 

De donde £ es el conjunto de todos los puntos equidistantes de P 0 y P,. 

Problemas 

1. Proporcionese una ecuacion para cada una de las siguientes rectas: 

a) La recta que pasa por (2, - 1) ortogonal a (2, 8) 

b) La recta que pasa por (2, - 1) paralela a (2, 8) 

c) La recta que une los puntos (1, 3) y (4, 2) 

d) La recta que pasa por el punto (-2, 0) ortogonal a la recta definida 
en b 

e) La recta que pasa por los puntos P 0 = (x 0 , y 0 ) y P, = ( Xl , y x ) 

f) La recta que pasa por el punto ( x 0 ,y 0 ) paralela a (1, m). 

2. Sean 

1) C 1? la recta que pasa por (1, 4) y (2, -3) 

2) C 2 , la recta que pasa por el origen paralela a (1, 7) 

3) C 3 , la recta {(2/ — 1, 3/ + 2)} 

4) C 4 , la recta cuya ecuacion es 2x+3y = 4. 

Determinense si los siguientes pares son o no ortogonales: 

a ) C i y c a b) C, y £ 3 c) £, y C + 

d ) C 2 y C 3 e) £4 y £3 /) £ 2 y £ 4 . 

3. Identifiquense las rectas cuyas ecuaciones son 

a) 3x-2 y = 0 b) 2y + lx = 14 

c) 2(x — 3) + 4(y + 2) = 0 d) y = 2x4-1. 
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4. Determinense las distancias al origen de las rectas a continuation 
dadas. 

a) C,: 4x — 3y = 10 

b) C 2 : 1 x + 5y = 18 

c ) C 3 : la recta que pasa por (1, 3) paralela a (1, -j) 

d) C 4 : x = 5 — 21 

y = -2 + 4 1 . 

5. Derivese la ecuacion 11.7. 

Sugerencia: Notese que 

Q-Po = Proy a (Q-P 0 ) + Proy„(Q-P 0 ). 

Por tanto P 0 + Pray a (Q-P 0 ) = Q — Proy„ (Q-P 0 ). 

6. Determinese la distancia del punto (5, 2) a cada una de las rectas 
del problema 4. 

7. Demuestrese que [P 0 , P,] es el conjunto de todos los puntos P con la 
propiedad de que 

|P-P 0 | + |P,-P| = |P,-P 0 1. 

8. Determinese la mediatriz del segmento rectillneo con puntos 
extremos Po, Pi• 

a) P 0 = (a, 0) y P, = (b, 0) 

b) P 0 = (1, 0) y P, = (0, 1) 

c) Po = (2, 3) y P t = (-7,5) 

d) P 0 = (13, — 18) y P, = (28,35) 

e) P 0 = (5, —8) y P, = (-3,8). 

9. Proporcionense ecuaciones parametricas para cada una de las rectas 
del problema 3. 

10. Demuestrese que los puntos §P 0 +^P, y iP 0 +|P, trisectan el 
segmento rectillneo [P 0 ,P,]. 

11. Locallcense los puntos que trisectan a P 0 . P, donde: 

a) P 0 = (0, 0)yP, = (3,0) 

b) P 0 = (0,0) y P, = (3,3) 

c) P 0 = (3, -5)yP, = (-7, -12) 

d) P 0 = (5, 0) y P | = (13,-11). 

12. Una circunferencia C(P 0 ,r) con centra P 0 y radio r (r > 0) es el 
conjunto de todos los puntos P cuya distancia a P 0 es r; es decir 

C(P 0 ,r) = {P| |P-P 0 | = r). 

Demuestrese que si un par de circunferencias se intersecta en dos puntos, 
entonces la recta que une los centros de las circunferencias es ortogonal 
a la recta que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias. 
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13. Sean n-(P-P 0 ) = 0 y n'-(P-Po) = 0 ecuaciones de las rectas 
C y C' respectivamente. Demostrar que £ y £' son paralelas si y solo si n y n' 
son paralelos. 

14. Demostrar que a traves de tres puntos no colineales pasa una y 
solo una circunferencia. (Puede usarse el teorema 12.6.) 

15. Determinese tanto analitica como graficamente el punto equidistante 
de: 

a) (0,0), (0, 2) y (1, 1) 

b) (1,0), (1, 4) y (3,2) 

c) (4,6), (-3, — 1) y (5, 5). 


12. INTERSECCION DE RECTAS. ECUACIONES 
LINEALES SIMULTANEAS 

Antes de comenzar a considerar el problema de la interseccion de 
rectas, ampliaremos el teorema 8.1 (pag. 80). Este teorema nos dice que 
todo vector a puede expresarse como una combinacion lineal de b y 
b 1 (b # 0). Demostramos que este teorema es cierto si b y b x se reemplazan 
por cualquier par de vectores no paralelos. 

12.1 Definicion. Los vectores a y b se dice que son linealmente indepen- 
dientes si .sa-t-tb = 0 implied s = 0 y t = 0. Si a y b no son linealmente 
independientes, se dice que son linealmente dependientes. 

La dependencia lineal de los vectores a y b es, por tanto, equivalente 
a la existencia de numeros s y t, no ambes cero, tales que ja + /b = 0. 
No es diflcil ver que es una consecuencia directa de la definicion de 
paralelismo entre vectores que los vectores a y b son linealmente depen¬ 
dientes si y solo si a y b son paralelos (problema II). Probamos este 
resultado, pero hacemos uso del hecho de que en R 2 los vectores a y b son 
paralelos si y solo si a 1 • b = — a • b 1 = 0. Hacemos esto porque este 
metodo de prueba es mas cercano a los metodos que en esta section se usan. 

12.2 Teorema. Los vectores a y b son linealmente independientes si y 
solo si a y b no son paralelos. 

Prueba. Supongamos que a y b son no paralelos y que ia + rb = 0. 
Entonces a x b = — a b 1 ^ 0, y 

a ± -(ja + /b) = /(a x -b) = 0 
b x -(ia + tb) = j(b x -a) = 0. 

De donde s — 0 y t = 0. Hemos demostrado por tanto que a y b no paralelos 
implica a y b linealmente independientes. Supongamos ahora que a y b son 
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paralelos. Entonces, para algun numero real r 
a = rb o b = ra. 

De donde 

a — rb = 0 o ra — b = 0; 

es decir, existen numeros i y /, no ambos cero, tales que xa + ?b = 0 
(s’ = 1, t — — ros = r, t = — 1), y ay b son linealmente dependientes. 
Esto completa la prueba. 

El siguiente teorema es una extension del teorema 8.1, pag. 80 (figura 46). 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 



12.3 Teorema. Si a y b son linealmente independientes no ( paralelos ), 
entonces para cada vector c hay numeros unicos s y t tales que c = sa + rb. 


Prueba. Supongamos que c = sa + ?b. Entonces 

a x c = ta x b 

b 1 - c = sb 1 ■ a. 


Como a x -b = — b^a # 0, 


t = 


c 


a x b 


12.4 



Si s y t existen, son unicos y estan dados por 12.4. Con a = {a x ,a 2 ), 
b = (b 1 , b 2 ), y c = (Cj, c 2 ), es inmediato verificar que estas son soluciones 
(problema 4). 


12.5 Ejemplo. Expresese c = (7, Jj 1 ) como una combinacion lineal de 
a = (3, 1) y b = (1,2). 
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Solucion. (Figura 47.) Como a x b = ( — 1,3)-(1,2) = 5, los vectores no son 
paralelos, y sabemos que hay numeros unicos s y t tales que c = ia + tb. 



FIGURA 47 


Tomando productos escalares de c con a 1 y b 1 , obtenemos 

f _ a x c _ (-UH7, '-f) = 2 
a 1 • b 5 


b x c (-2, l)-(7,-^) = 5 
b 1 • a — 5 3 

COMPROBACION 

|(3, 1) + 2(1, 2) = (7,| + 4) = 1'7,-Li)- 

Sabemos que las rectas paralelas o no se intersectan o coinciden. Sabemos 
tambien que las rectas no paralelas se intersectan cuando mas en un punto. 
Probaremos ahora que todo par de rectas no paralelas se intersecta. As! 
pues, si tenemos rectas distintas (t, / £ 2 ), son paralelas y no se intersectan 
o no son paralelas y se intersectan en un y solo en un punto. 

12.6 Teorema. Si C, y C 2 son rectas no paralelas en el piano euclidiano R 2 , 
entonces se intersectan en y solamente en un punto. 

Prueba. (Figura 48.) Sabemos que C, y £ 2 tienen cuando mas un punto de 
interseccion. Mostraremos que, como consecuencia del teorema 12.3, 
£[ y £ 2 se intersectan. Sean £, = {P 0 + wa|«eR} y £ 2 = {Q 0 + ! ! b|reR}. 
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C, y C 2 no paralelas implica a y b no paralelas (linealmente independientes). 



Entonces existen numeros .9 y t tales que (con c = P 0 -Q 0 ) 
c = P 0 -Qo = ja + /b. 

De donde 

P 0 — ia = Q 0 + ?b. 

Por tanto, el punto P = P 0 — sa = Q 0 + ?b esta tanto en 11, como en C 2 y 
es el punto de intersection de 11, y i 2 . 

Los siguientes ejemplos ilustran metodos para la determination de la 
intersection de rectas. 



110 Cap. 2 Geometri'a anali'tica plana 




12.7 Ejemplo. Determinese la interseccion de las rectas 
C, = {(4,6) + j(1,2)|56R} 

y 

C 2 = {(5, 2) + /(l, -l)|/eR}. 

Solucion I. (Figura 49.) Como (1, 2) 1 -(1, — 1) = ( — 2, l) (l, — 1) = -3, 
sabemos que las rectas no son paralelas, y la interseccion es un punto P. 
Por tanto para algun 5, /eR 

p = (4, 6) + s(l,2) = (5, 2)+/(l, -1). 

Por consiguiente 


12.8 5(1,2) —/(l, — I) = (1, —4). 

Tomando el producto escalar de esta ecuacion con ei vector (1,2) x = (— 2, 1), 
obtenemos 


de modo que 


-(-2, 1)-(1, -1)/ = (-2, 1)-(1, -4), 


3? = -6, 


De donde 

P = (5, 2) —2(1, - I) = (3,4). 

Para comprobar este resultado tomamos el producto escalar de la ecua¬ 
cion 12.8 con (1, - l) 1 = (1, 1). Obtenemos entonces 

35 = -3, 5 = - 1 , 


y 

P = (4, 6) — (1, 2) = (3, 4). 

Solucion 2. La ecuacion 12.8 puede tambien resolverse como sigue 
(recuerdese que sabemos que la ecuacion tiene una solucion): 

5(1,2) —/(l, -1) = (1, -4) 

(s-t, 25 + /) = (1, -4) 

J 5 -/ = 1 
{ 2s + Z = -4 

{ 2(1 + 0 + * = -4 

| t = -2 
| s = 1-2 = - 1 . 
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Calculando el punto de interseccion y al mismo tiempo comprobando, 
obtenemos 

P = (4, 6) —(1, 2) = (5, 2) —2(1, -1) = (3,4). 

12.9 Ejemplo. Determlnese la interseccion de la recta C, que pasa por 
(0, 1) y (2, 4) y la recta C 2 que pasa por (—2, 3) y (2, 9). 

Solucion 1. C, es paralela a (2,4) — (0, 1) = (2,3) y C 2 es paralela a 
(2, 9) — ( — 2, 3) = (4, 6) = 2(2, 3). Luego C, y C 2 son paralelas. Como 
(0, 1) no esta sobre b 2 ((0, 1) —( —2, 3) — (2, —2) y (2, —2) no es paralelo 
a (2, 3)), las rectas SI, y C 2 no se intersectan. 

Solucion 2. 

SI, = {(0, l) + j(2, 3)} 

SI 2 = {( — 2, 3) + r(2, 3)}. 

Supongamos que las rectas se intersectan; es decir, para ciertos s y t, 

(0, l) + j(2,3) = (-2, 3) + ?(2, 3). 

Multiplicando por (2, 3) 1 = ( — 3, 2), obtenemos 

(0, 1 )•( — 3. 2) = ( — 2, 3)-( —3, 2) 


La hipotesis de que las rectas se intersectan nos lleva a una contradiction. 
Por tanto, las rectas no se intersectan. 


12.10 Ejemplo. Determinese la interseccion de las rectas cuyas ecuaciones 
son 


'2,: 2x — 3y = 5 


12.11 


C 2 : 4x+ y = 8. 


Solucion. Las rectas son paralelas si y solo si sus normales (2, —3) 
(4, 1) son paralelas 

(2, — 3) 1 • (4, 1) = (3, 2)-(4, 1) = 14. 

Por tanto, las rectas no son paralelas. El par de ecuaciones es equivalente a 
(2a- —3 y, 4a+j>) = x(2, 4)+j(-3, 1) = (5, 8). 

[Notese que los vectores (2,4) y ( — 3,1) estan en columnas en la 
ecuacion 12.11.] 
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De donde 


Por tanto 


(-1, —3)-(2, 4)x = (-1, -3)-(5, 8) 
(-4, 2)• (— 3, 1 )y = (-4, 2)-(5, 8). 

_ -5-24 _ 29 
~ -2-12 _ 14 


y 

-20+16 -4 -2 

y 12 + 2 14 7 

El punto de intersection es — y). 

COMPROBACION. 

2(**)-3(-4) = ¥ = 5 
4(H)~f = ¥ = 8. 

El siguiente teorema es una consecuencia directa del teorema 12.6. 

12.12 Teorema. Las ecuaciones lineales simultaneas 

a x x + b x y = c, 
a 2 *+& 2 J> = c 2 

tienen una solucion unica (x, y) si y solo si (a,, 6,) y (a 2 , b 2 ) no son paralelos 
[es decir, si y solo si (a x , b x ) L -(a 2 , b 2 ) = a l b 2 -a 2 b 1 0], 

Prueba. Si consideramos estas ecuaciones como ecuaciones de rectas, 
entonces una solucion ( x, y) de las ecuaciones corresponde a un punto de 
intersection de las rectas. De aqui que las ecuaciones tengan una solucion 
unica si y solo si las rectas no son paralelas; es decir, si y solo si 

12.13 (a,, b x ) L -{a 2 ,b 2 ) = a l b 2 -a 2 b l = (a t , a 2 ) L -(b t , b 2 ) #0. 

Esto completa la prueba. 

La ecuacion 12.13 expresa el hecho de que los vectores {a x , b t ) y 
(a 2 ,b 2 ) son paralelos (linealmente dependientes) si y solo si los vectores 
y (bi,b 2 ) son paralelos. La cantidad a l b 2 ~a 2 b l se denota a 
menudo por 

a \ b , 
a 2 b 2 

y se llama “determinante”. 
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Problemas 

1. Expresese c como una combinacion lineal de a y b, cuando 

a) a = (1,0), b = (0, 1), c = (3, -2) 

b) a = (1,0), b = (1, 1), c = (3, -2) 


c) a 


1 


(1, !), b = — (-1. 1), c = (3, 

J2 


V 2 

d) a = (2, 1), b = (-1, 1), c = (3,4) 


- 2 ) 


llustrese graficamente. 

2. Si a y b son ortogonales y de longitud unitaria (dos vectores asi 
relacionados se llaman a veces vectores ortonormales), demostrar que 

c = (ac)a + (bc)b. 


3. Demuestrese que : 

a) a b = a 1 - b 1 

b) a 1 ■ b = — b 1 a 

c) (b 1 c)a-(a i -c)b es paralelo a c. 

4. Verifiquese que 12.4 da una solucion de c = sa + /b. 

5. Determinese la intersection de: 

a) {( — 4, 0) + j( 1,2)} y {(0, l) + /(2, -3)}. 

b) La recta que pasa por el punto (2, 3) paralela a (1, y la recta que 
pasa por el punto (2, 3) paralela a (1, — 3 ). 

c) La recta que pasa por los puntos (I, 0) y (0. I) y la recta que pasa 
por el origen paralela a ( 1 , 1 ). 

d) La recta que pasa por los puntos (3, 7) y (9, 10) y la recta que pasa 
por ( 2 , -l)y ( 11 , 8 ). 

e) La recta que pasa el punto (4, 2) ortogonal al vector (5, 3) y la recta 
que pasa por el punto (— 1 ,- 1 ) paralela a la recta cuya ecuacion es 
lOx — 6 y = 3. 


6. Determinense todas las soluciones de cada uno de los siguientes 


pares de ecuaciones lineales. 

a) x—y = 2 
x+y = 2 

c) 6x-9 y — 15 
x-\y = 7 
<?) x—y = 0 
x+y - 0 


b) 3x + 2>' = 7 
— x + Ay = 3 
d) 6x — 9y = 15 
x-iy = I 
/) 3x + 2y = 0 
x-2y = 0 


7. Las ecuaciones 


a t x + b,y = 0 
a 2 x + b 2 y = 0 
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se dice que son homogeneas. La solueion x = 0, y = 0 se dice que es 
la solueion trivial. Demuestrese que el par de ecuaciones homogeneas 
tiene soluciones no triviales si y solo si 

(a,, a 2 ) 1 -(b l ,b 2 ) = a l b 2 — a 2 b 1 = ( a t , b l ) L -(a 2 , b 2 ) — 0. 


i,Cual es el significado geometrico de este resultado? 

8. ^Cuales son las soluciones no triviales, si existen, de los siguientes 
pares de ecuaciones homogeneas? 

a) 3x — 2y = 0 b) 4 x + \y = 0 

2x —3 y = 0 8x+y = 0 


c) 9x — 21y = 0 
-3x + 9y = 0 


d) -4x + 5y = 0 
2x + ly = 0 


9. ^Para que valores de A tiene soluciones no triviales el siguiente par 
de ecuaciones? 


3x —2 y = Ax 
— 2x+ 3 y = Ay. 


tCuales son las soluciones? 

10. Si la velocidad v de una partlcula es un vector constante y si la 
particula comienza en P 0 en el instante t 0 , la posicion P de la particula en el 
instante t es P = P 0 + (t-f 0 )v. La recta £ = {P 0 + (t-? 0 )v|reR} se llama 
trayectoria de la particula. La particula p l tiene una velocidad Vj = (100, 30) 
y comienza en el origen en el tiempo / = 0. Una segunda particula p 2 tiene 
una velocidad v 2 = (50, -30) y comienza en (0, 270) en el tiempo t = 0. 
i,Donde se intersectan las trayectorias de las dos particulas ? i,Chocan las 
particulas? i,En que instante debe dejar la particula p x el origen para que 
choque con p 2 ? 

11. Pruebese directamente por la definicion de paralelismo que a y b 
son linealmente dependientes si y solo si a y b son paralelos. 

12. Tres vectores a, b, y c se dice que son linealmente inaependientes si 

ra + sb+?c = 0 


implica r = s = t = 0. Los vectores se dice que son linealmente dependientes 
si no son independientes. Muestrese que en V 2 cualesquier tres vectores son 
linealmente dependientes; es decir, el maximo numero de vectores lineal¬ 
mente independientes en V 2 es 2. 

Sugerencia. Muestrese primero que a y b linealmente dependientes 
implica a, b, y c linealmente dependientes. 
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13. PENDIENTE 


La direccion de una recta se especifica por un vector distinto de cero. 
Si If es una recta paralela a un vector no nulo a = (a ,, a 2 ) f y si r es un 
numero real distinto de cero, entonces la recta es tambien paralela a 
ra = (ra t , ra 2 ). Es a menudo conveniente especificar la direccion de una 
recta que pasa por un solo numero. Tal especificacion es la “pendiente” m de 
una recta. 

Si If es una vertical (es decir. It es una recta paralela al eje Y), entonces 
flj = 0 y a = (0, a 2 ). Si Z es una recta no vertical, entonces a, # 0 y 

— a = (1, a 2 ja,) es el unico vector de la forma (1, m) paralelo a Z. 
a i 

13.1 Definicion. La pendiente m de una recta no vertical Z esta definida 
a 2 

por m — — donde a = (a,, a 2 ) es un vector no nulo paralelo a C. 

a i 

Por tanto, si m es la pendiente de una recta It, entonces It es paralela al 
vector (1, m), y vemos que m es una medida de la inclinacion de It (figura 50). 
La pendiente m de una recta It es el numero de unidades que se eleva la 



recta por unidad horizontal. Si m es positivo (negativo), la recta sube 
(baja) al ir de izquierda a derecha. Si m — 0, la recta es paralela al eje X y 
se dice que es horizontal. 

Si a = (a,, a 2 ) es un vector cualquiera paralelo a una recta no vertical, 
entonces, por definicion, m = a 2 /a^. En particular, si se conocen dos 
puntos distintos de la recta If, P, = (x \, Li) y P 2 = (* 2 >L 2 )’ entonces St es 
paralela a P 2 —P t = (x 2 , y 2 )~( x \ > Li) = i x 2 ~ x t > Yi ~Y i)l l a recta es no 


t Los mimeros a l ,n 2 se llarnan a menudo numeros direccionutes de la recta. 
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vertical si x t # x 2 , y 

13.2 


m 


y 2 y i 

X 2 —X t 

Posteriormente veremos que m = tan 0 , donde 0 es el angulo que forma la 
recta con el eje X [el angulo entre Ios vectores (1,0) y (1,0)]. 

El slmbolo “oo”, leldo “infinito”, se adopta para designar la pendiente 
de una recta vertical. El slmbolo no es un numero. La proposicion “£ es 
una recta de pendiente oo” ha de interpretarse por “£ es una recta vertical”. 
Decir que “£ es uria recta de pendiente m =£ co” es decir que “£ es una 
recta no vertical”. Con esta convencion para reclas verticales, vemos que 
dos rectas son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Vemos tambien 
que una recta queda determinada si conocemos su pendiente y uno de sus 
puntos: Sea £ la recta que pasa por el punto P 0 — (.v 0 , y 0 ) con pendiente nr, 
si m es un numero real, la recta es no vertical (es decir, m ^ co) y es 
paralela a (1, m); de donde 

13.3 £ = {(x 0 ,>- 0 ) + /(l./»)|/eR}; 
si m = oo, entonces la recta es vertical y 

£ = {(-xWol + 'CO. I)UeR] 
o 

13.4 £ = {(.v 0 ,>’)lveR}. 

Si £ es una recta no vertical, entonces intersecta al eje Y. Sea (0, b) el 
punto de interseccion de £ con el eje Y (figura 50). El numero b se llama 
intercepcion con Y o la ordenada en el oriyen de £. Por tanto, si £ es una 
recta de pendiente m e intercepcion con Y b , entonces £ es la recta por (0, b ) 
ortogonal a ( — m, 1). Por tanto ( — m. l)-((x, y) — (0, b)) = 0, o 

13.5 £: y = mx + b 

es una ecuacion de la recta de pendiente m y ordenada en el origen b. 

13.6 Ejemplo. Determinese la pendiente m y la ordenada en el origen b 
de la recta £ = {(2t — 3, 5t + 7)}. 

Solucon. Como (2/-3, 5/ + 7) = ( — 3, 7) + /(2, 5), la recta es paralela 
a (2, 5). Luego £ es paralela a (1, f ) y m = f. La recta intersecta al eje Y 
cuando 2?— 3 = 0; es decir, cuando t = f. El punto de interseccion de £ 
con el eje Y es, por tanto (0, 5(f)+ 7) = (0, - 2 9 ), y/> = ”. 

13.7 Ejemplo. Determinese la pendiente m y la intercepcion con Y b de la 
recta £ que pasa por (3, 2) y (1, 5) 
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Solucion. (Figura 51.) La recta es paralela a (1, 5)-(3, 2) = (-2, 3), y 

= _3_ _ _ 3 
_ -2 _ 2 ' 

P°r tanto £ = {(1, 5) + ?( — 2, 3)}. De donde C intersecta al eje Y cuando 
1 -2? = 0 o en ? = i; por tanto (0, b) = (1. 5) + 4(-2, 3) = (0, - 1 /) y 


13.8 Ejemplo. Determlnese la recta que pasa por (-2, 1) con pendiente 
m = oo. 

Solucion 1. £ es una recta vertical y por tanto 

£ = {(-2, l) + ?(0, 1)} = {(-2, 1+?)}. 

Solucion 2. £ es una recta vertical y por tanto 

c = {(* 0 »>’)lj'eR}. 

Como (-2, 1) esta sobre £, a 0 = -2; de donde 

£ = {(“2, jOijeR}. 

13.9 Ejemplo. Determlnese la pendiente y la intercepcion con Y de la 
recta cuya ecuacion 2 a+ 3 y — 4. 

Solucion. £ es paralela a (—3,2). Por tanto m — — f. Para determinar 
la intercepcion con Y tomamos x = 0 en la ecuacion y encontramos que 
y - f. La intercepcion de £ con Y es, por tanto, b = f. 
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Problemas 

1. Determinese la pendiente y la intercepcion con Y de cada una de las 
siguientes rectas: 

a) La recta que pasa por (0, 3) y (2, 6) 

b) La recta que pasa por (- 1, 5) y (2, 7) 

c) La recta que pasa por (-1,2) paralela a la recta definida en (a) 

d) La recta que pasa por (2, 8) y (2, -2) 

e) La recta que pasa por (- 5, 2) y (5, 2) 

f) La recta cuya ecuacion es y = -2.V + 5 

g) La recta cuya ecuacion es 3x-2v = 8 
li) La recta x = 3 s —2 

y = — 2s + 5. 

2. Proporcionese una representacion analltica de: 

a) La recta con pendiente — ^ e intercepcion con Y f 

b) La recta de pendiente 0 e intercepcion con Y 5 

c) La recta de pendiente oo que pasa por el punto (7, 3) 

d) La recta de pendiente - 1 que pasa por el punto (1,5) 

e) La recta que pasa por los puntos (o, 0) y (0, b). 

3. Proporcionese una ecuacion para: 

a) La recta de pendiente -3 e intercepcion con Y 4 

b) La recta de pendiente oo que pasa por el punto (3. -2) 

c) La recta de pendiente 0 que pasa por el punto (3, -2) 

d) La recta de pendiente -j que pasa por el punto (5, -2) 

e) La recta de pendiente m que pasa por el punto (,v 0 , y 0 ). 

4. Demuestrese que las rectas no verticales l, y t 2 son ortogonales si y 
solo si el producto de sus pendicntes es — I (es decir, m i m 2 = — 1). 


14. RESUMEN 

En este capitulo hemos construido un modelo analitico de un piano 
euclidiano al que llamamos el piano euclidiano R 2 . Hemos estudiado 
algunas de las propiedades basicas de R 2 , y hemos visto por medio de 
ejemplos y problemas que tenemos a mano una herramienta poderosa para 
el estudio de la geometria. Aparte de colocar a la geometria euclidiana 
sobre una base analitica, mientras lo haciamos hemos aprendido el algebra 
basica de los vectores bidimensionales. Nuestra imagen geometrica de un 
vector es la de una flecha. En flsica e ingenieria nos encontraremos con lo 
que se Uaman “cantidades vectoriales”, que son cantidades que poseen 
magnitud y direccion. Estas cantidades se representan geometricamente 
por flechas y analiticamente por pares ordenados de numeros reales. 
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Cuando llegue el momento en que el lector tenga que estudiar tales 
cantidades, encontrara que su algebra vectorial es aplicable y que a traves 
del algebra vectorial puede traducir los problemas fisicos a problemas 
de analisis. Esto ya ha sido ilustrado con unos cuantos problemas. Despues de 
aprender mas ciencia, pueden estudiarse otras aplicaciones mas signilicativas. 

La geometria analltica que aqul hemos aprendido sirve para otro 
proposito. En el proximo capitulo comenzamos un estudio de conceptos de 
analisis que en si no tienen relacion alguna con la geometria. Sin embargo, 
encontraremos util interpretarlos geometricamente. En esta forma comenza- 
remos a alcanzar un entendimiento y apreciacion del significado de los 
conceptos. Esta interpretacion geometrica ayudara tambien en la elaboracion 
de demostraciones y en la solucion de problemas. 

Mas adelante, a lo largo de nuestro estudio, encontraremos que la 
geometria analitica plana de este capitulo puede extenderse sin dificultad 
a la dimension tres, a la dimension cuatro y a cualquier dimension 
arbitraria n. Hemos aprendido aqui las ideas esenciales en la aplicacion del 
analisis a la geometria, y tendremos poca dificultad en comprender el 
modelo analitico para espacios de dimension mas alta. 

Problemas 

1. Proporcionense tantas representaciones analiticas diferentes como se 
pueda de la recta que pasa por los puntos distintos P 0 = (.v 0 ,y 0 ) y 

= C*i ■ y 1 ) donde x 0 ^ x,. ^Cuales de estas representaciones dependen 
de la hipotesis de que x 0 ^ x, ? 

2. Considerense los conjuntos 

{(*> t2 )\t = -4, -3, ...,4} y {(/ 2 , t)\t = -4, -3, ...,4}. 
Ilustrense estos conjuntos graficamente. 

3. Si a es un numero distinto de cero, muestrese que 

{P 0 + a , a|jeR} = {P 0 + (a/ + 6)a| feR}. 

4. Sean L, y C, rectas paralelas. Demuestrese que todos los puntos 
de C 2 estan a la misma distancia de C, . 

5. Proporcionense ecuaciones para las rectas de pendiente 3 cuya 
distancia al origen es 2. Ilustrense las soluciones graficamente. 

6. Determinense todos los puntos cuya distancia al eje Y es igual a su 
distancia al punto (4, 0). 

7. Determinense todqs los numeros x, y, z que satisfacen 

x+y+z = i 
2 x—y + z = 0 
x + 2 y—z = 4. 
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8. ^Es cierto que a-b = a-c y a # 0 implica b = c? Justifique su 
respuesta. 

9. Sea p t una particula de masa m, localizada en P j5 / = 1,2, ...,«. 
Sea M = m l +m 2 + ... + «v El cenfro de masa del sistema de partlculas 
se define como el punto 

P = — (mj Pj + m 2 P 2 + • • • + m„ P„). 

M 


a) Demuestrese que el centra de masa de un par de partlculas se 
encuentra sobre el segmento rectillneo que une las partlculas. (La 
masa es una cantidad no negativa.) 

b) Demuestrese que e! centra de masa de un par de partlculas de igual 
masa es el punto medio del segmento rectillneo que une las partlculas. 

c) Si cada particula de un sistema se mueve de P, a P f + a, demuestrese 
que el nuevo centro de masa del sistema es P+a. 

d) Locallcese el centro de masa de tres partlculas de igual masa situadas 
en (0,0), (1,0), (0,1). 

e) Locallcese el centro de masa de cuatro partlculas de igual masa 
situadas en (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1). 

10. Determlnese a de modo que (a, 5), (1,3), y (— 2, 1) sean colineales. 

11. i,Son colineales los puntos (2, 3), (4, 2) y (8, 6)? 

12. Expresese (6, 7) como una combinacion lineal de (1,0) y (12, 14). 

13. Expresese (6, 7) como una combinacion lineal de (1,0) y (12, 13). 

14. Expresese (x, y) como una combinacion lineal de (1, 1) y ( - 1, 1). 

15. Determlnese el componente de (6, 7) en la direccion de (12, 13). 

16. Determlnese el componente de (x, y) en la direccion de (—1,1). 

17. Proporcionese una definicion para la region (conjunto de puntos) 
entre dos rectas paralelas. i,Se encuentra el punto (4, 5) entre las rectas 
paralelas cuyas ecuaciones son 3x—7y = 12 y 3x — ly = 31 

18. Proporcionese una definicion para la distancia entre un par de rectas 
paralelas. Si es la recta que pasa por P 0 paralela a a y C 2 es la recta que 
pasa por Q 0 paralela a a, derlvese una formula para la distancia entre las 
dos rectas. 


19. Demuestrese que los puntos P y Q son linealmente dependientes si 
y solo si O, P, Q son colineales. 


20. Si 


«i 

a 2 


b, 

b 2 


/ 0, demuestrese que las ecuaciones 


a 1 x-\-b^y = cq 
a 2 x + b 2 y = c 2 
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tienen la solucion iinica 
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Capitulo 


/ = (n) 



Funciones 


1. INTRODUCTION 

La idea de funcion es uno de los conceptos mas fundamentals de la 
matematica. Si a cada objeto de un conjunto corresponde un unico objeto 
de un segundo conjunto, entonces esta correspondencia se llama “funcion”. 
Por ejemplo, la correspondencia entre los automoviles de una marca 
determinada y su numero de serie es una funcion. Es una correspondencia 
del conjunto de todos los automoviles de esa marca al conjunto de enteros. 

Discutamos ahora un ejemplo de una funcion que podemos encontrar 
en un laboratorio. Supongamos que tenemos una caja con un circuito 
electrico y terminales de entrada y salida. Para cada valor de voltaje de 
entrada en un determinado intervalo (en un cierto sistema de medida) el 
voltaje de salida toma cierto valor. Esto nos da una correspondencia de un 
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conjunto de numeros reales a un conjunto de numeros reales. Esta correspon¬ 
dence es una funcion. 

El proposito de un informe de laboratorio es describir el comportamiento 
de este circuito. Para hacer esto anotamos los valores del voltaje de entrada 
y los correspondientes valores del voltaje de salida. Esto nos da un 
conjunto de pares ordenados de numeros. El primer elemento de cada par 
ordenado es un valor de! voltaje de entrada y ei segundo elemento es el 
valor correspondiente del voltaje de salida. Este conjunto finito de pares 
ordenados da una descripcion parcial de la funcion. Un conjunto infinito 
de pares ordenados, uno para cada numero real en el intervalo de voltaje 
prescrito, serla una descripcion completa de la funcion. Es posible que 
seamos o no capaces de completar la descripcion dando una formula 
que constituye una regia para la correspondencia. En cualquiera de los casos 
podlamos presentar los resultados del experimento trazando una grafica de 
la funcion, esto es, tomando el conjunto finito de pares ordenados obtenidos 
experimentalmente como puntos en el piano R 2 y dibujando una curva 
lisa por esos puntos. Esto constituiria una descripcion aproximada de la 
funcion. Nuestra justificacion para aproximar la funcion mediante una 
curva “lisa” se basa en la hipotesis fisica de que el proceso es “continuo". 
Esto hace surgir la cuestion de lo que entendemos por “lisa" y “continua”. 
Cuestiones como estas pertenecen al tema objeto del calculo. 

En este capltulo damos significados precisos a terminos tales como 
funcion y grafica de una funcion y definimos algunas de las operaciones 
basicas sobre funciones. Introducimos y estudiamos, ademas, algunas 
funciones especiales. 


2. FUNCIONES 

La idea basica de funcion es la de correspondencia de un conjunto A de 
objetos a un conjunto 3 de objetos. Ahora bien, una correspondencia 
de A a 3 es equivalente a una coleccion 8 de pares ordenados (a, b ) del 
producto cartesiano A x 3 : si el elemento b de 3 corresponde a a de A, 
entonces el par ordenado (a, b) estara en 8, y si (a, b ) esta en 8, entonces b 
corresponde a a. Por otra parte, queremos que esta correspondencia sea 
tal que no exista ambiguedad alguna —un elemento y solo un elemento 
de 3 ha de corresponder a cada elemento de A. Esta limitacion sobre una 
correspondencia se refleja en la coleccion de pares ordenados por la 
restriccion de que ninguno de dos distintos pares ordenados puede tener 
un mismo primer elemento. Es pues, natural, ademas de conveniente, 
definir una funcion como un tipo especial de conjunto de pares ordenados. 

2.1 Definicion. Una funcion es un conjunto de pares ordenados de element os 
tales que ningunos dos pares distintos tienen el mismo primer elemento. F.l 
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conjunto de los primeros elementos de los pares ordenados se llama dominio 
de la funcion, y el conjunto de los segundos elementos rango de la funcion. 

Las f unciones se denotan usualmente por letras tales como/, g, h , F, G , H. 
Si / es una funcion, entonces fix), lease “/ en x” o, simplernente, “fx , 
denota el segundo elemento del par ordenado cuyo primer elemento es^ x; 
fix) se llama valor de la funcion f en x. Si indicamos el dominio de f por J)y, 
entonces podemos escribir / = {(x,/(x))|xetDj-}. 

Damos ahora un ejemplo en el que la funcion es un conjunto finito de 
pares ordenados de numeros. Sea 

/= {(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)}. 

El dominio de/es {1,2, 3, 4}. El rango de/es {3, 4, 5, 6}. En este ejemplo 
/(1) = 3, /(2) = 4, etc. 

llustramos esta correspondence con el siguiente diagrama. 



FIGURA 1 


El conjunto de pares ordenados 

{(1,3), (2,4), (3,5), (3,6)} 

no es una funcion, ya que dos pares distintos tienen el mismo primer 
elemento; es decir, este conjunto de pares ordenados no determina una 
correspondencia sin ambigiiedad de {1,2,3} a {3, 4, 5, 6} (figura 2). 



Si una funcion es un conjunto finito, entonces puede describirse 
desplegandola en la forma en que hemos exhibido la funcion/. Sin embargo, 
si una funcion es un conjunto infinito, no podemos desplegar cada uno de 
los pares ordenados. En tales casos, describimos la funcion dando su 
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dominio y una regia de correspondencia, es decir, una regia para encontrar 
para cada elemento del dominio el correspondiente segundo elemento del 
par ordenado. Notese que la funcion / dada anteriormente puede escribirse 

/= {(*, * + 2)|*e{l,2, 3, 4}}. 

El dominio de/es, pues, el conjunto {1,2, 3, 4} y la regia de correspondencia 
es /(*) = x + 2, donde * denota cualquiera de los numeros 1,2, 3, y 4. 

El siguiente, es un ejemplo de una funcion que es un conjunto infinito 
de pares ordenados. Sea g la funcion con dominio el conjunto de todos los 
numeros reales y con regia de correspondencia: si * es un numero real 
cualquiera, entonces g(x) = * z + 2* + 2. Esto da una descripcion completa 
de la funcion. La funcion es 

g = {(*, * 2 + 2* + 2)|*eR}. 

Por ejemplo, hay un par ordenado con 2 como su primer elemento. Como 
g(2) = 10, el par ordenado es (2, 10). 

Las funciones que se presentan en los problemas fisicos se descnben 
generalmente mediante una regia de correspondencia. Por ejemplo, una 
funcion tiempo-distancia j puede tener la regia de correspondencia “s(t) es 
la distancia recorrida por una particula en el tiempo f”, y una funcion 
temperatura-presion p puede describirse por “p(T) es la presion de un gas 
a temperatura 7”'. 

Para algunas funciones importantes, por ejemplo las funciones trigono- 
metricas, es dificil calcular, partiendo de la regia de correspondencia, el 
numero que corresponde a un numero dado en el dominio de la funcion. 
Para muchas de tales funciones se han compilado tablas de valores. Estas 
tablas consisten en un numero finito de pares ordenados de la funcion. Si 
la funcion tiene un conjunto infinito como dominio, el valor de la funcion 
para algun numero que no este en la lista de la tabla puede encontrarse 
aproximadamente por algun procedimiento de interpolation. 

Las funciones anteriores son conjuntos de pares ordenados de numeros 
reales; tales funciones se llaman “funciones reales (o valuadas en los reales) 
de variable real”. Aunque en este capitulo estamos interesados princi- 
palmente en funciones que tienen dominio y rango en R, el concepto de 
funcion es mas general que esto. La definition habla de “un conjunto 
de pares ordenados de elementos” sin restriction alguna sobre lo que los 
elementos sean. Por ejemplo, la correspondencia del conjunto de estudiantes 
en una clase con el conjunto de pupitres por ellos ocupados da una funcion. 
Un par ordenado en esta funcion tiene como primer elemento un estudiante y 
como segundo elemento una silla —la silla en que se sienta el estudiante. 

En el capitulo 2 consideramos muchos conjuntos de pares ordenados 
de numeros reales —rectas no verticales {(*, mx + b)} y el clrculo 
{(*, y)\x 2 +y 2 = 1}, por ejemplo. El primero de estos es una funcion, 
el segundo no. Si denotamos la funcion definida por la recta como 
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/= (a% mx + b)\xeR}, entonces la regia de correspondencia es f(x) = mx + b. 
Para ver que la anterior circunferencia no es una funcion, notese que 
{(a, y)\x 2 +y 2 = 1} contiene tanto a (0, 1) como (0, —1). 

Problemas 

1. ^Cuales de los siguientes conjuntos de pares ordenados son funciones? 
Para aquellos que sean funciones, proporcionense el dominio y el rango e 
ilustrense con un diagrama. 

a) {(2,1), (-1.5), (0,0), (6, 2)} 

b) {(-3, 1), (-3,0), (4,2), (7,5)} 

c) {(-5, 2), (1,2), (3, 2), (5, 2), (7, 2)} 

d) {(0,V2),(i,J),(i, -iUi, 3)}- 

2. Proporcionense el dominio y una formula sencilla para la regia de 
correspondencia de la funcion 

/= {(0, 1), (1,3), (2, 5), (3, 7), (4, 9), (5, 11)}. 

3. Exhibase el conjunto de pares ordenados que constituye la funcion /, 
si/tiene como dominio { — ^,0, fft, l+\2} y como regia de correspon¬ 
dence/( a) = a 2 —2a. 

4. Si / es la funcion: 

{(-1,4), (0, 2), (1,4), (i, -f),(2,V2)}, 
encuentrese /(— 1), /(1), /ft)- 

5. Si/es la funcion que tiene como dominio el conjunto de todos los 
numeros reales y como regia de correspondencia /( x) = x — 3a + 2, 
encontrar: 

a) /(2) b) /ft) 

c) /(-I) rf > /W 2 ) • 

e) f( a+I) /) fix-2) 

g) f(x + h) h) f{g! 5). 

6. Si/es la funcion que tiene como dominio el intervalo cerrado [-4, 5] 
y como regia de correspondencia 

/(a) = a 2 — 3a si xe[-4, 1> 

y 

/(a) = {Art-5 si xe[1, 5], 

encuentrense /( — 2), /(0), /ft), /(l), /ft), /(4). 

7. Si / es la funcion con R 2 como dominio y como regia de corres¬ 
pondencia 

f(x,y) = a y, es decir, /= {((a, y), xy) \ (a, y)eR 2 }, 
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escnbanse !os pares ordenados de elementos de /que tienen como primer 
elemento: 

")<*•+) b) (yf 2, s/2) 

c) (- % /3,/5) ,/) ( v /5,^5) 

e) (1/2, yfi) /) ( 3 ^ 3 - 72,73 + 2 n / 2 ). 

8. Si f es la funcion con dominio R 2 y regia de correspondencia 

f{x,y) = x+_p, esdecir, /= {((a, /), x+y) | (a, j)e R 2 }, 
encuentrese el valor de / en 

") (i ■ 4) _ b) (^2, x /2) 

c) (^3, V27) d) ( v -'27, V /I). 

9. Determlnese en cada uno de los siguientes casos si es una funcion 
o no el conjunto de pares ordenados: 

a) {(j + 2, j)|xeR} 

b) {(a 2 + 2, A)|xeR} 

c) {((a + I , — 3), (A,j))|(A,j)eR 2 } 

d) {((a%^ 2 ), (a, v)) j( a, y)e R 2 }. 

10. a) Exhlbase el conjunto de pares ordenados que constituye la 
funcion /, si f tiene como dominio {1,2, 3, 4, 5, 6} y como regia de 
correspondencia /(a) = a 2 ; 

b) hagase lo mismo para# si g tiene el mismo dominio que f y tiene 
como regia de correspondencia 

9(x) = x 2 — tt(x— 1) (a —2) (a—3) (a —5). 

11. Determinese una funcion / (dada su regia de correspondencia) 
que tenga R como dominio y 

°) ./(0) = 3, /(5) = 12. (pHay mas de una funcion tal?) 

b) /(- 2) = V3, /(3) = 4 

c) m = 0, /(l) = 1, /■(2) = 4 

d) /(-I) = 3, /(2) = 0, /(4) = 28. 

12. Determinense todas las funciones que tienen el conjunto {1,2,3} 
como dominio y el conjunto {a, A} como rango. 


3. LA GRAFICA DE UNA FUNCION 

Ademas de un diagrama que ilustre la correspondencia, puede darse 
una representacion grafica de una funcion real de variable real como un 
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conjunto de puntos del piano. Esta representation, como un conjunto de 
puntos del piano, es mas efectiva para ilustrar el comportamiento de una 
funcion tal. 

Una funcion real de variable real es un conjunto de pares ordenados 
de numeros reales y puede, por tanto, considerarse como un conjunto de 
puntos en R 2 . Tales funciones son conjuntos especiales en R 2 —conjuntos 
con la propiedad de que tienen, cuando mas, una intersection con cada 
recta vertical. 

3.1 Definition. Si f es una funcion real de variable real , entonces la 
grafted de f es el conjunto de pares ordenados de f considerados como un 
conjunto de puntos de R 2 . 

3.2 Ejemplo. Tracese la grafica de la funcion 

/= {(1,3), (2, 4), (3,5), (4,6)}. 

Solucion. La grafica esta ilustrada en la figura 3. 



3.3 Ejemplo. Tracese la grafica de la funcion y con dominio R y regia 
de correspondencia 

g{x) = x 2 + 2x + 2. 

Solucion. La grafica de g consiste en un numero infinito de puntos, uno 
para cada numero real. Trazamos la grafica de la funcion marcando cierto 
numero de puntos de la grafica y dibujando luego una curva lisa que pasa 
por estos puntos (figura 4). Como la curva que representa la funcion es de 
extension infinita, podemos dibujar solo una parte de ella. (Algunos de los 
pares ordenados de g se muestran en forma tabular.) 

Como un ejemplo mas, notemos que la recta de pendiente m e inter¬ 
ception b con Y es la grafica de la funcion {(x , «ix + fi)|xeR}. 
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FIGURA 4 


Los conceptos de “continuidad” y diferenciabilidad” de una funcion, 
que estudiaremos en detalle en el capitulo 8, se relacionan con la imagen 
geometrica de la funcion dada por su grafica. Una funcion “continua” 
sobre un intervalo se representa por una curva que puede dibujarse 
continuamente sin rupturas o saltos sobre el intervalo. La curva de una 
funcion “diferenciable” no tiene esquinas y en cada uno de sus puntos 
hay una tangente. Cuando dibujamos una curva lisa que pasa por los 
puntos conocidos en la figura 4 estamos suponiendo que la funcion g es 
una funcion “continua" y “diferenciable”. 


Problemas 


1. Ilustrese la grafica de cada una de las siguientes funciones: 

a) {( — 2, 3), ( — I, 1), (0, -1), (1,2), (2,3)} 

b) {(-1, -1), (0, 1), (1,3), (2,5), (3,7), (4.9)} 

c) {(0,3),(i,2),(|,5),(l, -f),(f,2)}. 

2. Calculese una tabla de valores de / y tracese la grafica de/, donde/ es 
la funcion con regia de correspondence y dominio ‘If que aparece en cada 
uno de los casos siguientes: 


a) f{x) = x-l, = [-2,3] 


b) fix) = 


2x+ 1, si xe[ — 2, 1] 
x 2 — 3x, si J:e[3, 4] 


c) fix) = x -l, T) f = [-3, 3] 

d) fix) = x 3 , T) f = <-oo, oo> 

e) fix) = x 4 , ‘S) f = <-oo, oo> 


T) f = [-2, l]u[3,4] 


/) fix) = 


— x, si xe< — oo, 0] 
si xe<0, oo> 


}■ 


D, = <- co, co> 


130 Cap. 3 Funciones 



3. t.Es una circunferencia la grafica de una funcion? 

4. Determinese graficamente el maximo numero d tal que, para todo 
xe<l—<5, l + <5>, 3xe<2,4>. 

5. Determinese graficamente un numero positivo 5 tal que, para todo 
xe(2 — 5, 2+ fi>, x 2 e<3, 5>. 


4. FUNCIONES ESPECIALES 

En esta seccion definiremos algunas funciones reales de variable real 
que son de importancia por su frecuente ocurrencia en matematicas o por 
su utilidad para ilustrar algunas propiedades particulares de funciones. 
Como aparecen con tanta frecuencia, a estas funciones se les asignan 
simbolos especiales. Por ejemplo, el simbolo | | denota la funcion valor 
absolute. 

4.1 Definicion. La funcion identidad, denotada por I, es la funcion que 
tiene R, el conjunto de todos los numeros reales, como su dominio y como su 
regia de correspondence I(x) = x. 

En esta funcion cada numero real se corresponde consigo mismo. La 
grafica de la funcion identica es la recta {(x, x)|xeR}: la recta de pendiente 
uno que pasa por el origen. 

4.2 Definicion. Una funcion constante es una funcion con R como su 
dominio y con rango consistente en un solo numero real. 

Si este solo numero real es el numero c, entonces denotamos a la funcion 
por c. La funcion constante c es el conjunto de pares ordenados {(x, c) \ xe R}. 
La grafica de esta funcion c es, pues, una recta horizontal con c como 
intercepcion con Y. 

Notese que usamos el simbolo c para representar tanto el numero real c 
como la funcion constante que tiene c como unico elemento de su rango. 
Asi pues, 2 puede denotar la funcion constante cuyo valor es 2 lo mismo 
que el numero real 2. El contexto de la discusion prevendra usualmente que 
este convenio sea causa de confusion. 

4.3 Definicion. La funcion valor absoluto, denotada por \ \, es la funcion 
con dominio R y regia de correspondence 

x, si x ^ 0 

x, si x < 0. 

Esta funcion y algunas de sus propiedades se estudiaron en el capitulo 1. 
La grafica de la funcion se ilustra en la figura 5. 
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4.4 Definicion. Lafuncion raiz cuadrada, clenoiada por v , es lafuncion 
con dominio el conjunto de todos los numeros reales no negalivos y con regia 
de correspondence: f x es el numero no negativo cuyo cuadrado es x. 
(Recuerdese que en el capltulo I supusimos que para cualquier numero 
real no negativo x existe un numero real no negativo unico cuyo cuadrado 
es x.) 

Para cada par ordenado de la funcion raiz cuadrada, el segundo elemento 
es no negativo y su cuadrado es igual al primer elemento. As! pues, 

V = {{y 2 ,y)\y > o}. 

Por ejemplo, (0, 0), (£,$), (}, 4), (.499849, .707), (1.999396, 1.414), (4, 2), etc., 
son pares ordenados de la funcion. La grafica de la funcion raiz cuadrada 
esta representada en la figura 6. 



_Observese que x /4 A +2, sino que y 4 = 2. Se tiene tambien que 
^x 2 = |x|. 

4.5 Definicion. La funcion maximo entero, denotada por f J. es la funcion 
con dominio el conjunto de todos los numeros reales y con regia de 
correspondencia : [x] es el maximo entero no mayor que x. 
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Por ejemplo: [2] = 2, [2.5] = 2, [ — 2] = —2, [—2.5] = —3, [ % ./2] = 1. 
En general, si k es un entero y k sg x < k+ 1, enitonces [x] = k , donde /r es 
un entero. La grafica de esta 
funcion esta ilustrada en la figura 7. 

Notese que al ilustrar la grafica 
de la funcion raiz cuadrada hemos 
supuesto que es continua y diferen- 
ciable, esto que probaremos mas 
adelante. Sin embargo, la funcion 
maximo entero no es continua, ya 
que la curva que representa su 
grafica tiene rupturas. La funcion 
valor absoluto es continua ya que 
la curva que representa su grafica 
no tiene interrupciones, pero no es 
diferenciable en 0 ya que la curva 
tiene un angulo en (0, 0). 

En la primera parte del calculo trataremos usualmente de funciones 
reales de variable real —es decir, con funciones cuyo dominio y rango son 
conjuntos de numeros reales. Por razones de brevedad, definimos a menudo 
una funcion enunciando simplemente una regia de correspondencia para 
ella. En tal caso ha de entenderse que el dominio de la funcion consiste en 
todos los numeros reales para los que puede terier sentido aplicar la regia 
de correspondencia dada. Por ejemplo, si definieramos / por f(x) = l/|x|, 
habria de entenderse que el dominio de f es el conjunto de todos los 
numeros reales distintos de cero. 

Problemas 

1. Proporcionense los valores de 

a) v 9 b ) VC- 4 )" 

c) [-0.5] d) [ |] 

e) I —3| + [—1.5] /) Vt 4 - 3 !- 

2. Tracese la grafica de la funcion identica /. 

3. Tracese la grafica de la funcion constante —3. 

4. Tracese la grafica de la funcion/si el dominio de/es [-2, — 1] u[l, 2] 
y la regia de correspondencia es 

|x|, si xe[ —2, — 1] 

2, si xe[l, 2]. 
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5. Tracese la grafica de la funcion / que tiene como regia de correspon¬ 
dence 

x, si xe ( — oo, 1] 
fix) = yjx, si xe<l, 4] 

2, si xe(4, oo). 

6. Tracese la grafica de la funcion / que tiene como regia de correspon¬ 
dence 

— 1, si xe< — oo, 1] 
fix) = [x], si xe<0,4] 

5, si xe<4, oo). 

7. Tracense las graficas de las funciones: 

a) {(x, x 2 )|xeR} b) {(x, x 3 )|xeR} 

c ) {(/, j)l.yeR}. 

8. Tracense las graficas de/ y g si 

/(x) = 2[x] y g(x) = [2x], 

9. Compruebese que [2x]-2[x] = 0 o 1. 

10 . Determlnese un numero positivo <5 tal que, para todo 

xe<4 — <5, 4 + <5>, N /xi< 1, 3>. 

11. i,Hay un numero positivo <5 tal que para todo xe<2-d 2 + d> 
Me<l,3>? 

5. ADICION Y MULTIPLICACION DE FUNCIONES 

Como en el caso de los numeros, podemos definir operaciones sobre 
funciones reales (de valores reales). Las operaciones basicas son: adicion, 
multiplicacion y composicion. La composicion, a menudo considerada 
como otra clase de multiplicacion, se discute en la seccion proxima. 

Antes de definir operaciones sobre funciones enunciaremos en forma 
expllcita lo que entenderemos por igualdad de funciones. Si / = g, 
entonces / y g tienen el mismo dominio 3) y f{x) — g(x) para toda xe3). 
La terminologla 

f = g (sobre 6) 

donde Sciti/nD^ sera usada para denotar que 

fix) = g(x), para toda xeS. 
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5.1 Definieion. Si f y g son funciones reales con dominios -l)y y ‘i 
respectivamente, entonces f + g y Jg son funciones con dominio 3)y-nD 9 y 
reglas de correspondencia: 

U+9 ] (x) = J(x)+g(x) 

L fg) W = J(x)-g(x). 

Es decir, el valor de f+g en x es la suma de los valores de / y g en x, 
y el valor de fg en x es el producto de los valores de / y g en jc. As! pues, 

J+g = 
y 

Jg = {(x,J(x)g(x))\xe‘£) f n‘S) g }. 



Una interpretacion grafica de la definieion de adicion de funciones esta 
dada en la figura 8. 

Como una ilustracion simple de la adicion de funciones consideramos 
funciones con solo un numero finito de elementos, tales como: 

5.2 /= {(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)} 

y 

5.3 *= {(0,-3), (3, 2), (4,1)}. 

Entonces 

f+g = {(3, 7), (4, 7)} 

y 

fg = {(3, 10), (4,6)}. 
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Notese que la adicion de funciones difiere de la adicion de pares ordenados 
(vectores) considerada en el capltulo 2. 

Sea S el conjunto de todas las funciones reales de variable real. Las 
operaciones de adicion y multiplicacion de elementos de S tienen todas 
las propiedades postuladas para las operaciones correspondientes sobre 
numeros reales con excepcion de la existencia de inversos unicos. 


5.4 Teorema. El conjunto S de las funciones reales de variable real con 
las operaciones antes definidas de adicion y multiplicacion, tiene las 
siguientes propiedades: 

A j. Para f y ge S cualesquiera , f+geS. 

A 2 . Para f y geS cualesquiera, f+g = g+ f 

A 3 . Para /, g y heS cualesquiera, (/ +g) + h = f + (g + h). 

A 4 . Hay un elemento y solo un elemento en S denotado por “0”, tal que 
para todo f eS, / + 0 = /. ' 

Mj. Para f y geS cualesquiera, fgeS. 

M 2 . Para f y ge S cualesquiera, fg = gf. 

M 3 . Para /, g, y he S cualesquiera, (fg)h = f(gh). 

M 4 . Hay un elemento y solo un elemento en §, denotado por “1”, tal que 
para todo /eS,/-l = /. 

D. Para f, g, y he S cualesquiera, f(g + h) = fg+fh. 1 
Prueba. 

A,. Se sigue esto de la definicion 5.1 y del axioma de R. 

A 2 . La ley conmutativa de la adicion se sigue de la definicion 5.1 y de 
la ley conmutativa de la adicion para numeros reales. Los dominios 
de f+g y g+f son IPara cualquier 

U+9] (x) = f(x)+g(x) = g(x)+f(x) = [g+f] (x). 

Por tanto f+g = g+f, ya que ambas funciones tienen el mismo dominio 
y la misma regia de correspondencia. 

A 3 . La ley asociativa de la adicion sigue en forma similar de la 
definicion 5.1 y de la ley asociativa de la adicion para los numeros reales. 

A 4 . Claramente / + 0 =/, donde “0” denota la funcion constante 0. 
Que este es el unico elemento neutro con respecto a la adicion puede 
mostrarse tomando como / la funcion constante c. Supongamos que g es 
una funcion neutra con respecto a la adicion, entonces para todo xeR 

[c + g] (x) = c(x) 

luego 

c+g(x ) = c 


1 Aiy Mi son ciertos porque 0 puede considerarse un elemento de S. [N. del T.] 
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y por tanto 


g O) = O’ 


Por tanto, g = 0. 

Las pruebas de M,, M 2 , M 3 , y M 4 son similares a las pruebas de 
A,, A 2 , A 3 , y A 4 y se dejan para e! estudiante (problema 3). 

D. Las funciones f(g + h) y fg+jh tienen, ambas, como dominio 
3)^-n n . Para cualquier xeDj-nSgnS),,, se tiene: 

U(g + h)\ (x) = f(x)-[g + h] (x) = J(x) [g{x) + h{x)\ 

= f(x)-g(x)+/(x)-h(x) = [fg] (x) + [fh] (x) = [fg+fh] (x). 


Por tanto fig + h) = fg+fh\ la ley distributiva se verifica. 

No es cierto que todo elemento de S tenga un inverso aditivo unico ni 
que todo elemento distinto de cero en £5 tenga un inverso multiplicative 
unico. En realidad, si el dominio de una funcion/ no es el total de R entonces 
para ninguna tuncion g podemos tener f+g = 0 o fg — 1, puesto que el 
dominio de las funciones constantes 0 y 1 es R, pero y no puede 
ser R. Sin embargo, podemos definir funciones a las que llamaremos -/ 


y - tales que 


/+(-/) = 0 (sobre fl) f ) 


y 




(sobre {x\xe^ f y fix) # 0}). 


Consideremos el problema: Dadas /eS, encontrar una funcion g tal 
que = T) f y para todo xe® r 


U+g] (x) = o. 

Entonces 

g(x) = -fix). 


Es, pues, razonable definir —/ como sigue: 


5.5 Definicion. Si / es una funcion real, —/ es la funcion con dominio r if 
y regia de correspondencia 

[-/](*) = -fix). 

Es decir, —/ = (—1)/. 

Notese que cualquier otra funcion g tal que g{x) coincida con —fix) 
para todo xe c $) f tambien satisfara 

f+g = 0 (sobre ‘if). 

Notese tambien que/ + (—/) = Osiy solo si el dominio de / es R. 
Pasamos ahora a definir la sustraccion de funciones reales. 
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5.6 Definition. Si f y g son junciones reales, entonces 

f-g = f +(—g). 

Asi pues, si / y g son las funciones definidas en 5.2 y 5.3 
-g = {(0,3), (3, -2), (4, -1)} 

y 

.1-9 = {(3,3), (4,5)}. 

Consideremos ahora el problema: Dada f eS, encontrar una funcion g 
tal que c S) g = 3/ y para toda xe‘S) f 

[ fg ] (x) = i. 

Si para algun x 0 e‘J) f , f(x 0 ) — 0, entonces no hay forma alguna de definir 
g en ,v 0 de forma que satisfaga la anterior ecuacion, Sin embargo, para 
toda e ‘S) f tal que f(x) # 0, tenemos 

1 


g(x) 


f(x) 


De donde defimmos - como sigue: 


5.7 Definition. Si f es una funcion real, entonces - es la funcion con 
dominio los elementos xelf tales que fix) # 0 y regia de correspondence 



1 

Notese que/-- = 1 si y solo si el dominio de / es R y el rango de /no 
contiene el cero. 


5.8 Definition. Si f y g son funciones reales, entonces 

g g 

Para las funciones / y g dadas en 5.2 y 5.3 tenemos 

- = {(0, -i), (3, }), (4, 1)} 

g 

y 

- = {(3, I), (4, 6)} . 

9 
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La notacion / 1 se usa tambien para -. Sin embargo, / 1 debe leerse 

“/a ia menos uno” pues el termino “inversa de /” se reserva para la inversa 
de / respecto a la composicion (escrito /*). 

Como en el caso de los numeros reales, puesto que son validas las leyes 
asociativas, estan bien definidos la suma y el producto de cualquier numero 
finito de funciones, 


5.9 f\ +fi + b/„ 

y 


5.10 /,/ 2 •••/»■ 

Si en 5.9 todas las funciones son la misma funcion, Ilamemosla /, 
entonces 5.9 puede escribirse 


/+/+••'+/ =/-1+/-1+ •••+/•! =/(l + ! + -■• + !)= «/. 


Si en 5.10 todas las funciones son la misma funcion, Ilamemosla /, entonces 
representamos el producto por /". Asi, f-f = / 2 y f'f'f = ,/ 3 - Evidente- 
mente, si n y m son enteros positivos entonces f"f m = f n+m ■ Si definimos 


/° = 1 y r n 


_ 1 _ 

r 


donde n > 0, entonces la formula 


/"/ m =/ n+ '" (sobre 

se verificara para todos los enteros n y m. La restriccion sobre la igualdad 
de las dos funciones es necesaria en el caso de que n y m sean de signo 
diferente, n + m sea positivo, y/tome el valor cero. Por ejemplo, I 2 1 ~ 1 / 

ya que el dominio de I 2 1 1 no contiene cero, mientras que el dominio 
de / es R. Sin embargo, podemos decir 

/ 2 /-' = / (sobre {x|x ^ 0}). 


Una funcion de la forma 


a O + a \ / + #2 / 2 + ■ ' ■ + Q n I n , 

donde a k (k = 0, 1,2es una funcion constante e / es la funcion 
identidad, se llama urn. funcion polinomial o simplemente un polinomio. Una 
funcion polinomial 

P = f2g + fll/+£Z2/ 2 +"''+tf, I f 


es, pues, una funcion con dominio R y regia de correspondencia 
p(x) = a 0 + a l x + a 1 x 2 + ■ • ■ +a„x". 

En esta regia de correspondencia a fe (Ar = 0, 1,2,..., n) denota ahora un 
numero real. 

El cociente de dos funciones polinomiales se llama funcion racional. 
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Por ejemplo, la funcion 


3/ 2 + 4 

r = - 

7-1 


es una funcion racional. Su dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales excepto I y su regia de correspondencia es 


/-(*) = 


3x 2 + 4 
x — 1 


La clase de las funciones racionales es el conjunto de todas las funciones que 
pueden construirse partiendo de la funcion identica y las funciones 
constantes usando las operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion 
y division. 


Problemas 

1. Determinense 1 )f+g, 2) fg, 3) f\ 4)/ 2 + 3</, 5) [f+g](2), 
6) [fg](2), 7) [/ 2 + 3^](2)si 

a) / = {( — 3, 2), (0, 0), (2, 4), (3, - I), (4. 3)} 
g = {(2,0), (3,4), (4,7), (6,2)} 

b) f = {( 0 , y/2\ (l.y/2 + y/S), ( 2 , 0 )} 

9= {(0, y/S), (2,1), (4,V3)} 

c) f(x) = l 2x ~ 1 ' Si xe[0 ’2] 

,J( ) 13, si x-e [3, 5] 

g{x) = ,/x, = [1,4] 

d) f{x) = |x| 

9{x) = -v 

e) f{x) = .v 

g = {(-1,2), (1,|), (2, -3), (4, J2)). 

2. Pruebese la ley asociativa de la adicion para funciones reales. 

3. Pruebense M,, M 2 , M 3 , y M 4 del teorema 5.4. 

4. Proporcionense el dominio y la regia de correspondencia para /— g 

yf!g- 

5. Determinense 1) /— g, 2) g— /, 3) fig , 4) gif para las funciones que 
aparecen en el problema 1. 

6. Pruebese que 

/ + (-/) = 0 (sobre c S) f ) . 

7. Pruebese que 

/ • - = 1 (sobre {jc | x eD^- y f(x) / 0}). 
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8. Muestrese que [5/ 3 + 3/ 2 -2] (x) = 5x 3 + 3x 2 2. 

9. Determinense el dominio y la regia de correspondencia de 1 ) f +9, 
2) f-g, 3) g-f, 4) fg, 5) f/g, 6) gjf si 

а) / = / 2 + 2/—8 y g = / 2 -2/+l 

б) / = / 3 + 3/ 2 + 2/y g = / 4 -4/ 2 -5 


I 2 + 1 — 6 / 2 + 7/+10 

^ ~ f 2 + 5/ + 6 Y g I 2 + I- 6 

10. Determlnese el valor de las funciones / + #, f—g, fg* fl9-< gif en ~ 3 > 
cuando / y g son las funciones dadas en el problerna 9. 

11. Determinense graficamente las curvas que representan j+g y 
S'-/ si /y S' son 

a) las funciones en el problerna 1 d , 

b) las funciones en el problerna 1 e, 

c) fix) = x, ‘S) f = <-co, co> 

g(x) = [x], = [-2, 3], 

12. Si se define un espacio vectorial como un conjunto de elementos 
que satisfacen las propiedades enumeradas en el teorema 3.8 del capllulo 2 
(pag. 58), demuestrese que el conjunto S de todas las funciones reales y 
dominio fijo ‘D es un espacio vectorial bajo las operaciones de adicion 
y multiplicacion mediante funciones constantes. 


6. COMPOSICION DE FUNCIONES 

Ademas de la adicion y la multiplicacion sobre las funciones hay otra 
operacion basica llamada composicion. Esta operacion se considera, a veces, 
como otra multiplicacion de funciones. 

6.1 Definicion. La composicion de f con g, denotada por f gy que se lee 
“/ circulo g” o “/ composicion g", es la funcion cuyo dominio consiste en los 
elementos xe‘i) g tales que g(x)e‘i) f y cuya regia de correspondencia es 

[f g] (x) = fig(x)). 

Notese que para que este definido f °g no es necesario que/y g sean 
funciones reales de variable real. Si g tiene dominio en el conjunto Ay 
rango en 3S yf tiene dominio en 3!> y rango en C, entonces / ° g tiene dominio 
en A y rango en C. La figura 9 da un diagrama esquematico de / □ g. 
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FIGURA 9 


6.2 Ejemplo. Determinense / < g y g <• f cuando 

/= {(1,3), (2,4), (3,5), (4,6)} 

y 

9 = 1(0, -3), (3,2), (4, 1)}. 

SOLUCION 

f°9 = {(3, 4), (4, 3)} 

y 

9 - J = {( 1 , 2 ), ( 2 , 1 )}. 

La funcion / g esta ilustrada como una correspondencia o mapeo en la 
figura 10. 


0 3 4 



FIGURA 10 


Adviertase que, para las funciones del ejemplo 6.2, / g g "f. La 
composicion de funciones no es, pues, en general, conmutativa. 

6.3 Ejemplo. Si / es una funcion con dominio R y regia de correspon¬ 
dencia f(t) = (1+2/, —3 + /) y g es una funcion con dominio R 2 y regia 
de correspondencia g(x, y) = (x — 2, y + 4), determinese g •> f. 

Solucion. Observemos primero que el rango de / es una recta en R 2 que 
pasa por el punto (1, —3) y paralela a (2, 1); la funcion g mueve cada 
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punto en R 2 a una nueva posicion dos unidades a la izquierda y cuatro 
unidades arriba de su posicion original (figura 11). Para cualquier reR 

[ 9 < f](t) = g(f{t)) = g(\+2t, -3 + 0= (-1+2?, 1+0- 

Asi pues, g > f mapea cada punto de R en un punto sobre la recta en R que 
pasa por el punto (-1, 1) y paralela a (2, 1). 



FIGURA 11 


Si/y g son funciones reales de variable real, entonces la grafica de / °g 
puede construirse partiendo de las graficas de/y g como sigue (figura 12). 
Tomese un numero cualquiera xe© 9 . Tracese la recta vertical que pasa 
por {x, 0). Esta recta intersecta a la grafica de g en el punto {x, g(x)). La recta 
horizontal que pasa por (x,g{x)) intersecta a la recta {(x, x) | xeR} en el 
punto (g{x), g(x)). Si xe%. s entonces g(x) e% y la recta vertical que pasa 
por (#(x), g (x)) intersectara a la grafica de / en el punto (g(x), f(g{x))). 
Entonces, el punto (x, f(g(x))) se obtiene como el punto de interseccion de 
la recta horizontal que pasa por (g(x), f(g(xj)) y la recta vertical que pasa 
por (x, 0). 
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FIGURA 12 


6.4 Ejemplo. Si / y g son las funciones definidas por las reglas f{x) = x 
y 9( x ) - x+ 2, determlnense / g y g o /. 



' a ^ FIGURA 13 ^ 

Solucion. Como T> f = D g = R, tenemos = T) gaf = R. Las reglas 
de correspondencia de estas funciones son: 

[/ og] (x) = f(g(x)) = J(x + 2) = (x + 2) 2 

y 

id “/] W = #(/W) = #C* 2 ) = x 2 + 2. 

En la figura 13 se construyeron las graficas de / ° g y g °f. 
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En los problemas fisicos, se encuentra frecuentemente la composicion de 
funciones. Por ejemplo, como sabemos que la longitud de una varilla 
metalica depende de la temperatura de la varilla, podemos definir 
una funcion temperatura-longitud / por la regia: l(T) es la longitud de la 
varilla a la temperatura T. Si la temperatura varia con el tiempo, tenemos 
una funcion tiempo-temperatura g con regia: g(t) es la temperatura de la 
varilla en el tiempo t. Asi pues, obtenemos una relacion tiempo-longitud 
dada por la funcion / con regia: /( t ) es la longitud de la varilla en el tiempo t. 
Esta funcion / es la composicion de/con g, es decir, / = I gyl(t) = l(g(t)). 

Damos ahora un teorema en que se formula lo que puede decirse respecto 
a las propiedades fundamentales de la operacion de composicion de 
funciones reales de variable real. 

6.5 Teorema. Si 8 es el conjunto de todas las funciones reales de variable 
real , entonces: 

C, . Para todo f y g e 8, / ° g e 8. 

C 2 - La composicion no es conmutativa. 

C 3 . Para todo f,g,yheS,(fo g) » h = / «(g « h). 

C 4 . Hay un elemento y solo un elemento en S, denotado por /, tal que 
para todo /eS,/»/=/=/o/, 

D, . Para todo f, g, y he 8, (f+g)°h = f °h+g h. 

D 2 . Para todo f, g, y he 8, (fg) o h = (/ o h) (g o h). 

Prueba 

C,. Esto es una consecuencia inmediata de la definicion 6.1. 

C 2 . Cuando decimos que la composicion no es conmutativa queremos 
decir que no es cierto que / g = g f para todas las funciones / y g. 
Hemos demostrado esto en el ejemplo 6.2. Desde luego, puede suceder 
que fog — g of para ciertas funciones / y g. 

c 3 = {x I -Veto,, y h(x)e‘.O f . g } 

= {x | x e‘S > h , h(x)e'T) g , y g(h(x))e‘j) f } 

= {x|xe‘J) 9 . A y [p Ti] (xjeTtj.) 

— to 

— J-v o (9 . h) ■ 

Para cualquier x que pertenezca al dominio comun de estas funciones 
tenemos: 

[(/ ° 9) ° h] (x) =[fog] (h(x)) = f(g(h(x))) = f{[g „ h] (x)) = [fo(g 0 h)) (x). 

Por lo tanto, la composicion de funciones es asociativa. 

Nota. En ninguna parte en la prueba de C 3 usamos el hecho de que 
/, g,y h son funciones reales de variable real. Asi pues, la ley asociativa 
para la composicion de funciones se verifica para funciones en general. 


Composici6ri de funciones 145 



C 4 . La funcion neutra con respecto a la composicion es la funcion 
identidad I. Como la composicion de funciones no es conmutativa debemos 
mostrar que / ° / = / y tambien que / c / = /. Los dominios de / o / e / ° / 
son ambos 2)^. Para cualquier 

[/ ° 1} (x) = /(/(JC)) = A-x) 
e 

[/ o/] (x) = /(/(*)) = /(x). 

Por tanto / o / = / = / o /. 

Para demostrar que / es el unico elemento neutro con respecto a la 
composicion, supongamos que /' es tambien un elemento neutro. Entonces 

/' = /' o/ = /. 

D 1 - % + = {x IJCy h(x)e‘D f+g } 

= {x|xe® fc y h(x)e1) f nT> g } 

= {x|xe® h y /i(x)e2)y} n {x | xeS)/, y h(x)e‘i) g } 

L)y o h +g o h ■ 

Para cualquier x en el dominio comun de las funciones tenemos: 

[(/+<?)» h\ (x) = [f+g] (h(x)) = f(h(x))+g(h(.x)) = [/»*] (x) + [^ o A] (x) 

= U°h + g o/;](x). 

Luego la primera ley distributiva se verifica. 

D 2 . La prueba de esta segunda ley distributiva es analoga a la prueba 
de D x y se deja para el estudiante. 

Esto completa la prueba del teorema 6.5. 

Nota. Como la composicion de funciones no es conmutativa, no se 
pueden inferir las leyes distributivas / °(g + h) = / °g+f ° h y 
/ 0 (ffh) = (/ °g)(f ° h) de D, y D 2 . En realidad, estas formulas no son 
en general correctas. Por ejemplo, 3»(/+/) = 3 mientras que 
3 o/+3 ol = 3 + 3 = 6y 3 <,(//) = 3, pero (3o/)(3o/) = 3-3 = 9. 

No toda funcion en S tiene inversa respecto a la composicion. Sin 
embargo, para cada / de una cierta clase de funciones —funciones 
univalentes— 1 podemos definir una funcion /* que es, en un sentido 
restringido, la inversa de/ respecto a la composicion. 

6.6 Definicion. Una funcion / se llama univalente ( uno-uno ) si /(x 1 )= /(x 2 ) 
implica x l = x 2 . 1 

Una funcion es, pues, univalente si ninguno de dos pares ordenados 
distintos de la funcion tienen el mismo segundo elemento. Por ejemplo, la 

1 Estas funciones suelen tambidn llamarse funciones “uniformes" y, cada vez mas 
funciones “inyectivas” o, simplemente, “inyecciones”. [N. del T.] 
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funcion/definida por /(x) = x + 2 es univalente: Si f(x { ) = /(x 2 ), entonces 
x, +2 = x 2 + 2 y x, = x 2 . Sin embargo, la funcion / 2 no es univalente: 
( — 2, 4) y (2, 4) pertenecen a / 2 . Graficamente, una funcion univalente esta 
caracterizada por la propiedad de que toda recta horizontal intersecta a la 
grafica de / en, cuando mas, un punto. 

Si / es una funcion univalente, entonces el conjunto {(/(x), x) \ xeD f } 
es una funcion: Es un conjunto de pares ordenados tales que ninguno de 
dos pares ordenados distintos tienen el mismo printer elemento. 

6.7 Definicion. Si j es univalente , la funcion {(/(x), x) | xelOy} se llama 
intersa de f y se denota por f*. 

La inversa de / es el conjunto de pares ordenados obtenido al inter- 
cambiar el primero y el segundo elemento en cada par ordenado de/. 

Notese que /* esta definida solamente para funciones / que son uni- 
valentes. Observese que si dos pares ordenados de / tienen el mismo segundo 
elemento, entonces, despues de intercambiar los primeros con los segun- 
dos elementos de los pares, dos pares ordenados tendrian el mismo primer 
elemento y, por tanto, el conjunto de los pares de orden invertido no 
constituiria una funcion. 

Como /* esta definido por 

f* = {(/W, xjlxe'J/}, 

es evidente que el dominio de f* es el rango de /, .'fi y el rango de /* es 
el dominio COy de /. 
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Si/es una funcion real de variable real, entonces podemos construir la 
grafica de/* partiendo de la grafica de/de la siguiente manera (figura 14). 
Tomese un numero .veil/. Dibujese la recta vertical que pasa por (.v, 0). 
Esta recta intersecta a la recta {(x, x)|xeR} en el punto (x, x) e intersecta 
a la grafica de / en el punto (x, f{x)). La recta horizontal que pasa por 
(x, f(x)) intersecta a (x, x) \ xe R en el punto (/(jr), J(x)). Luego, el punto 
(f(x), x) es el punto de int.erseccion de la recta vertical por (fix), f(x)) y 
la recta horizontal que pasa por (x, x). Como las diagonals de un cuadrado 
se bisectan mutuamente y son ortogonales, el punto (/(.v), .v) es ia imagen 
refleja de ( x,f(x )) en la recta {{x, i)|i£R}. Por tanto, la grafica de /* es 
el conjunto de las imagenes reflejas en !(.v, ,v)|xeR} de los puntos de la 
grafica de /. 

Notese que /* es una funcion univalente: como / es una funcion 
ninguno de dos pares ordenados distintos en/ tiene el mismo primer elemento 
y de aqui que ninguno de dos pares ordenados distintos de /* tengan el 
mismo segundo elemento. Asi pues, /* tiene un inverso, llamemoslo /**. 
Como/* = {(f(x), x)\xe‘J) f }, se tiene 

/** = {(.v, J(x))\xe‘I) f } = /. 

Demostraremos ahora que /* puede considerarse como el inverso de /en 
el siguiente sentido, con respecto a la composicion: 

6.8 /*./=/ ( S obre 3/) 

6.9 f of* = I (sobre 11/. = d^). 

Para cualquier xeS/ 

if* >/}(*)=/* (fix)) = x = I(x). 

Esto prueba 6.8. Usaremos 6.8 y el hecho de que /** = /para probar 6.9. 
Para cualquier xeH/., 

if *f*] (x) = /(/*(*)) = /**(/* (x)) = x = I(x). 

La propiedad de/* dada en 6.8 y 6.9 justifica que llamemos a/* el inverso 
de /. 

6.10 Ejemplo. Si 

/= {(1,3), (2,4), (3, 5), (4, 6)}, 
determinense: a) /*, b) f* of, c) f of*. 

Solucion. Observemos primero que / es univalente y tiene, por tanto, 
una inversa. 

a) /* = {(3, 1), (4,2), (5, 3), (6, 4)}. 

b) f* of = {(1,1), (2,2), (3, 3), (4, 4)}, 

c) fof* = {(3, 3), (4, 4), (5, 5), (6,6)}. 
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Si ilustramos / como un mapeo, entonces la univalencia se corresponde 
con el hecho de que solamente llega una flecha a cada punto del rango de/ 
(figura 15). El mapeo /* se obtiene invirtiendo 1a. direccion de las flechas. 
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Si ft s una funcion univalente y y = f(x), entonces f*(y) = f*(f(x)) = x. 
As! pues, si una funcion es descrita por una formula y — f(x), es decir, 

/ = {(x,y)\y = f(x), xe%} 

podemos intentar determinar /* resolviendo la formula para x. Este 
procedimiento mostrara si / es univalente o no y, si conseguimos obtener 
la solucion, esta nos dara una regia de correspondencia para /*. Esto 
queda ilustrado en el siguiente ejemplo. 

6.11 Ejemplo. Si / y g son funciones definidas por 
f(x) = fxyg(x) = 2 x+3, 

determinense 

a) fog, b) g of, c)f*, d) g*. 

Solucion. De acuerdo con nuestra convention respecto al dominio de 
una funcion descrita por solo una regia de correspondencia. tenemos: 
‘■Of = [0, co> y 3) g = 31. 

a) [fog] (x) = Affix)) = /(2x+3) = a/2x + 3 y = [~f, co>. 

b) [gof] (x) = g{f(x)) - g(yfi) = 2 Vx + 3 y = [0, oo>. 

c) Sea y = f(x) = yfx, donde xe[0, oo>. Entonces 

y = v* => x = y 2 . 

Asi pues, / es univalente: si j, = /(x,) y y 2 = f(x 2 ), 

y\ = y 2 ^ x i ~ y\ 2 = y 2 = x i- 

Ademas, f*(y) = y 2 y Sly, = 3i f — [0, co>. 

Podemos determinar /* en otra forma. Como 

/ = {(x, ^/xjlxefO, co>} 
f* = {(yfx, x)|xe[0, co>}. 
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Si hacemos y = yfx, entonces 

/* = {(y,y 2 )\ye [0, qo>}. 
d) Sea y = g(x) = 2x+3, dondexeR. Entonces, 
y = 2 x + 3ox = i(y- 3). 

Es claro que g es univalente. La regia de correspondencia para g* es 
g*(y) = iO—3) y = R. 

Las graficas de /* y < 7 * estan construidas en la figura 16. 



6.12 Ejemplo. Restrinjase el dominio de / 2 de tal forma que la funcion 
asi obtenida sea univalente y encuentrese la funcion inversa. 

Solution. De la grafica de I 2 , ilustrada en la figura 17, puede deducirse 
que obtendriamos una funcion univalente restringiendo el dominio a 
< - 00, 0] y a [0, 00 >. Sea 

/+ = {(x, x 2 )|xe[ 0 . co>} e ll = {O, x 2 )|xe<-oo, 0 ]}. 

Para encontrar la inversa de /+, sea y - x 2 . Entonces 
y = A ' 2 y x 6 [ 0 . oo> o x = Oy. 

Por tanto, / 2 es univalente y su inversa es la funcion raiz cuadrada 
{(j’> v ">’)I e [°’ °°>}- La inversa de 11 se obtiene en forma similar: 

y = -v 2 y ,ve < - oo, 0 ] <=> x = —yfy . 

Asi pues, /i es univalente y su inversa es la negativa de la funcion raiz 
cuadrada. 


150 Cap. 3 Funciones 



X 



Problemas 

1. Determinense f°gyg u fe ilustrense como mapeos: 

a) / = {(1,2), (2, 3), (3, 5), (4, 7)} 
g= {(0,3), (1,2), (2,1), (3,4)} 

b) f = {(1, 2), (0, 1), (3, 10), (4, 17), (-1, 2)} 
g= {(0,1), (1,0), (3, 3), (-1,4), (2, 7)} 

c) /= {( 1 , -2), (2, -5), (3,0), (4,-1)} 

g = {(0, 1), (1,0), (3, 3), (-1,4), (2, 1)}. 

2. Determinense /»g y g °/ cuando 

a) f = f 2 + 3 y g = 1-6 

b) f{x) = x 2 -4 y g(x) = Jx 

C) fix) = , ‘S) } = <-00, QO> 

x 2 + l 

#(x) = 2x—3, 9) s = [0, 5] 

rf) / = {(x, N /x = ^)l^e[U oo>} y g = (x, 3-x)|xe<-oo, co) 
e) / = {(x, ,/x)|xe[0, oo>} 

g = {(0, 1), (2, -3), (4, 7), (8, -1), (3,1)} 

/) / = / 2 -3/+5 y g — 3 

g) f = / 3 4 + 4 y ^ = 3/+1 

h) f = -y—j- y g = / -2/ 


3. Construyanse las graficas de / ■ g y g ° j partiendo de las graficas 
de / y <7 cuando f y g son las funciones en 

a) Problema 2a b) Problema 2b 

c) Problema 2/ d) Problema 2 g. 

4. Pruebese D 2 del teorema 6.5. 
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5. 

a) 

c) 
e ) 
9) 


Determinense /* y g* (si existen) para las funciones en: 


Problema 1 a 
Problema 2 a 
Problema 2d 
Problema 2 g 


b) Problema 1 b 
d) Problema 2e 
/) Problema 2/ 
h) Problema 2 h. 


6. C'onstruyanse las graficas de f* y g* (cuando existan) partiendo de 
las graficas de / y g cuando / y g son las funciones en 

a) Problema 2 a b) Problema 2b 

c) Problema 2 c d) Problema 2 g. 

7. Determinense /* (si existe) si 

a) j = {(x, x 2 ) |xe[0, 2]} b) f = {(.v, .v 2 )| xe[-2, 2]}. 

8 - Si f y g son funciones univalentes, demuestrese que / o g es univalente 
yque(/o g)*=g* a f*. 


7. Algebra de funciones 

Hemos visto que el conjunto 8 de todas las funciones reales de variable 
real con las operaciones de adicion, multiplicacion y composicion tiene 
muchas de las propiedades algebraicas fundamentales del sistema de los 
numeros reales (teoremas 5.4 y 6.5). Como las reglas desarrolladas en el 
algebra para la operacion de los numeros reales se basan sobre estas 
propiedades fundamentales, es de esperar que sean aplicables reglas 
semejantes para la operacion de funciones. Sin embargo, debe tenerse 
cuidado cuando interviene la composicion, pues esta operacion no es 
conmutativa. 

En esta seccion consideraremos algunos ejemplos de operacion de 
funciones que pueden obtenerse efectuando operaciones sobre la funcion 
identidad y las funciones constantes. Recuerdese que las funciones poli- 
nomiales son funciones que pueden construirse partiendo de estas funciones 
basicas mediante las operaciones de adicion y multiplicacion. Si la operacion 
de division es tambien permisible, entonces obtenemos la clase de las 
funciones racionales. 

Aparte de las propiedades basicas de las funciones reales enunciadas 
en los teoremas 5.4 y 6.5, usamos las siguientes propiedades de la funcion 
identidad: 

7.1 /"■/”' — /" + m , donde n y m son enteros positivos. 

7.2 I n a [ m = / nm , donde n y m son enteros positivos. 

7.3 /" «(/ +g) = (/+#)", donde n es un entero positive. 
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La formula 7.1 es un caso especial de la formula mas general /"■/'" =/" +m 
que vimos en la seccion 5. La formula 7.2 puede probarse como sigue: 
es evidente que tanto / rt «/ m como l" m tienen R como dominio, y para 
cualquier xeR, [/" - I m ] (x) = /"(I m (x)) = /'’(x m ) = (x"T = v" m = I nm (x). 
Dejamos al estudiante la prueba de 7.3 (problema 2). 

7.4 Ejemplo . Dadas las funciones polinomiales 

/ - / 3 + 8 / 

9 = / 2 + 2 / 

determlnense: a) /+#, b) fg. 


Solucion. 

а) f + g = (/ 3 + 8/) + (/ 2 +2/) 

= / 3 + / 2 + 8 /+ 2 / [ 5.4 A 3 , A 2 ] 

== / 3 + / 2 +(8 + 2 )/ [ 5.4 D ] 

= / 3 + / 2 + 10 / 

б ) / 9 = (/ 3 + 8/)(/ 2 + 2 /) 

= / 3 (/ 2 + 2 /) + 8 /(/ 2 + 2 /) [ 5.4 D ] 

= 7 3 / 2 + / 3 2 /+ 8 / 7 2 + 8 / 2 / [ 5 . 4 D,Mjl 

= 7 3 / 2 + 2 / 3 /+ 8 // 2 + 16 // [ 5.4 M 2 ] 

=/ s + 2/ 4 + 8 / 3 + 16/ 2 [ 7 - 1 ] 


Notese que los resultados son los mismos que los que se tendrian si / 
representase un numero real en vez de una 1 uncion. En general, en 
expresiones que implican tan solo operaciones de adicion, sustraccion, y 
multiplicacion de funciones podemos operar exactamente como si las 
funciones se reemplazasen por numeros reales. Sin embargo, como antes 
senalamos, debemos tener algun cuidado en la division de funciones. Por 


2 / 

ejemplo, — # 2, ya que las dos funciones no tienen el mismo dominio. 

En el siguiente ejemplo justificamos solamente aquellos pasos en que 
aparece alguna composicion. 


7.5 Ejemplo. Dadas las funciones polinomiales 

/ = / 3 + 8/+3 
9 = 7 2 — 2 / 

determlnense: a) f g, b)gof. 


Solucion. 

a) f og = (/ 3 + 8/+3) ° {I 2 —21) 

= I 3 o(/ 2 — 2/) + 8/°(/ 2 —2/) + 3 o (/ 3 —2/j [6.5 D,[ 

= (/ 2 -2/) 3 + 8(/ 2 -2/) + 3 [7.3] 

= / 6 —6/ s + 12/ 4 —8/ 3 + 8/ 2 — 16/+3 
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b) 9"f= (/ 2 - 2 /) o (/ 3 + 8/+3) 

= I 2 (y 3 + 8/+3)-2/->(/ 3 + 8/+3) 

= (/ 3 + 8/+3) 2 —2(/ 3 + 8/+3) 

= / 6 + I6/ 4 + 6f 3 + 64/ 2 + 48/+9-2/ 3 - 16/-6 
= / 6 + 16/ 4 + 4/ 3 + 64/ 2 + 32/+3. 

Consideremos ahora el problema de determinar la inversa de 

r = {(x. x")|xeR}, 

donde n es un entero positivo. Si n es un entero impar, /" es univalente y 
tiene por ello una inversa. Si denotamos la inversa de /" por entonces 

I' 1 " = {(x\ x)|xeR} = {(x, ^x)|xeR} (// impar). 

Es decir, si n es impar, entonces I' ” es una funcion con dominio R y regia 
de correspondencia l Un (x) = ”/x. Notese que estamos usando el hecho de 
que si // es un entero impar, entonces hay un numero real unico, al que 
representamos con y'x, tal que {ffx )" = x. Por el momento, este hecho lo 
admitimos sin demostracion; mas adelante lo probaremos basandonos en 
el axioma del supremo. 

Si n es un entero par, entonces la funcion /” no es univalente, pues 
contendra los pares ordenados ( — 1, I) y (1,1). Sin embargo, partiendo 
de la l" podemos obtener una funcion univalente por restriccion del 
dominio. Sea 

V = !(.v,x")|xe[0, oo>}. 

Entonces I + n es univalente y tiene, por tanto, inversa. Si n es un entero par, 
entonces denotamos a la inversa de I + n por l' 1 ". Por tanto 

I' ,n = {(x", x)|xe[0, co>} = {(x, "/x)|xe[0, oo>} (n par), 

donde " N x es el unico numero real no negativo tal que ("'x)" = x. Notese 
que esta definicion para I' 2 es la misma que la definicion previamente dada 
para la funcion raiz cuadrada (definicion 4.4, pag. 132). 

Hemos definido asl, para cualquier entero positivo /?, la funcion raiz 
/7-esima I' 1 ". La clase de funciones que pueden obtenerse a partir de la 
identidad y las funciones constantes efectuando las operaciones de adicion, 
multiplicacion, division y extraccion de ralces se llama clase de funciones 
algebraicas simples. 

Como para n impar, f' h es la inversa de I", tenemos (usando 6.8 y 6.9): 

7.6 /'/" o /" = / = /" I' 1 " (//impar). 

Sin embargo, para /? par, [ l/n no es la inversa de /". Las formulas que 
corresponden a 7.6 para este caso, son: 

7.7 = y = / + (//par). 


[6.5 D,) 
[7.3] 
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Tanto I u " o/" y la funcion valor absoluto, | |, tienen R como dominio. 
Para cualquier xeR, tenemos: 

[/■/» „ /»] (*) = /'/"(/"(x)) = / ,/n (x") = = |*|. 

Adviertase que "oc" = |*|. Como “/? es el numero no negativo que, 
cuando es elevado a la «-esima potencia nos da *", tfx" debe ser * o — *, 
aquel de los dos que sea no negativo. 

Para probar la segunda parte de 7.7, observese que 7" 7 1/n e 7 + tienen 
ambos como dominio a [0, co). Ademas, para cualquier *e[0, co), 

[/", / 1/n ] (*) = r(/' /n (*)) = r(tfc) = = x = / + (*). 

7.8 Ejemplo. Si / = 7 4 + 27 2 + 4 y g = 7 1/2 , determinese 
a) /°0 y b)g of. 

Solucion 

a) /oc? = (7 4 + 27 2 +4) e7 ,/2 

= 7 4 uf l/2 + 2I 2 c/ 1/2 + 4 o/ 1/2 
= (/ 2 »7 1/2 )(7 2 o I ,/2 ) + 2I 2 o / 1/2 + 4 
= 7 + 2 + 27 + + 4. 

Es decir, / o g es la funcion con dominio [0, co> y regia de correspondencia 
[./ 7/] (a) = * 2 + 2 * + 4. 

b) g f= l' /2 o (7 4 + 27 2 + 4). 

Asi pues, # / es la funcion con regia de correspondencia 
[<7 o/j (*) = n /* 4 + 2* 2 + 4 

y dominio el conjunto de todos los numeros reales, ya que * 4 + 2* 2 + 4 es 
positiva para todo los numeros reales *. 

Es interesante observar que 

[ I = / + u(-7_) 

donde 

/_ = {(*, *)|*e<-co,0]}. 


Problemas 

1. Determlnense f + g y fg si 

a) / = 37 2 + 4/-4, g = I 2 -21+5 

b) f = 7 3 —37-9, g = I 2 + 1 

c) f = 7 5 -47 3 + 37, gr = 7 4 + 7 3 + 4 

d) f = 47 7 -57 4 + 67 2 + 5, g = 57 4 -67 2 -37. 
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2. Demuestrese que /” o (f+g) - 

3. Determinense f g y g of si 

a) f = /+ 2, g — I 1 

c) / = I 2 + 21-3, g = / 2 + 4 

4. Determinense el dominio y 
siguientes funciones: 

a) 

c) / ,/2 . / 2 

e) / 2 .(/+/ 1 ' 2 ) 

*) (/ 3 +/ 2 ) o /‘/ 3 


(/ +#)" donde /? es un entero positivo. 


A) / = 3/ 2 + 4, g = /— 3 
£/) / = / 3 , g = I 1 -31. 

la regia de correspondencia de las 

b) I'i 2 oI 1 ' 2 

d) /*/' 3 -/i/2 

/) (/+/ 1 '' 2 ),/ 2 
A ) (/ 3 + / 2 )-/ l/3 . 


8. RESUMEN 

En este capitulo se introdujeron las funciones y las operaciones 
algebraicas sobre las funciones. Se definio una funcion como un conjunto 
de pares ordenados de elementos tal que ninguno de dos pares ordenados 
distintos tenia el mismo primer elemento. Esto equivale a decir que una 
funcion es una correspondencia o mapeo del dominio al rango de la funcion. 

Si una funcion es una funcion real de variable real, es decir, un conjunto 
de pares ordenados de numeros reales, entonces la grafica de la funcion 
es el conjunto de pares ordenados de numeros considerado como un 
conjunto de puntos en R 2 . La representacion de la grafica como un conjunto 
de puntos en el piano es un procedimiento adecuado para dar una imagen de 
la funcion tanto cualitativa como cuantitativamente. Sin embargo, solo 
despues de que hayamos estudiado calculo tendremos a nuestra dis- 
posicion herramientas adecuadas para trazar las graficas de la mayor 
parte de las funciones. Como hemos visto por algunos ejemplos, el proce¬ 
dimiento de marcar unos cuantos puntos de la grafica y dibujar despues 
una curva lisa que pasa por estos puntos, no siempre da una buena 
representacion de la grafica de una funcion. 

Despues de haber definido las operaciones de adicion, multiplicacion y 
composicion, probamos que el conjunto de las funciones reales de variable 
real con estas operaciones tiene la mayor parte de las propiedades 
algebraicas del sistema de los numeros reales (teoremas 5.4 y 6.5). Las 
excepciones son que algunas funciones tienen una inversa con respecto a 
estas operaciones solo en un sentido restringido o, en el caso de la 
composicion, no tienen inversa alguna, y que la composicion no es con- 
mutativa. Por ello, teniendo presente siempre estas excepciones, podemos 
manipular las funciones casi como si fueran numeros reales. 

Como en la primera parte del calculo solo nos ocupamos de funciones 
reales de variable real, en este capitulo hemos subrayado tal tipo de 
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funciones. Aparte de algunas funciones reales de variable real especiales, 
obtuvimos la importante clase de funciones algebraicas simples. Esta clase 
de funciones incluye a las funciones polinomiales y racionales como casos 
especiales. 


Problemas de repaso 

i. Si / es la funcion definida por 

[2x], x e [0, 3] 

/(x) = 

2[x], xe<3, 5 ], 


determinense /(■£), /(f), /(!),/(4), /(- r )- Tracese la grafica de /. 


2 . 

3. 

4. 


Tracese la grafica de /‘ 3 . 

Si / = / 1/3 (2/ 2 +3/), determinese /(0), /(—l), /0), /(?)• 


Si 


| 3x + 4, x e [0, 2] 
| — x+1, x6f2, 5] 


xe [0, 3> 
x € [3, 6] , 

determinense f + g, fg , f c g, y g f en l°s puritos 1, 4 , 4. Tracense las 
graficas de f,g,yf+g- 

5. Determinese una funcion univalente que mapee <0, 4> sobre <0, 1>- 
Como una funcion tal da una correspondencia uno-uno entre los intervalos 
<0,4> y <0, 1>, podemos decir que estos intervalos tienen el mismo 
numero de puntos. 

6. Determinese una funcion univalente que mapee <a, b > sobre <0, 1>, 
donde a < b. 

7. Si una particula esta en el punto (1, 3) de R 2 en el tiempo t = 0 y 

se mueve en la direccion ~p(2, 1) a una velocidsid constante de 5 unidades 
v ^ 

por segundo, determinese una funcion que describa la posicion de la 
particula en cualquier tiempo positivo. 

8. Si / = I 1 - 3 y g = / 3 +4/ 2 + /, determinense f + g, f-g, f 2 , f°g, 
g of, fof. Tambien proporcionense el dominio y la regia de correspon¬ 
dencia de cada una de estas funciones. 



9. Pruebese que 

a) [x + m) = [x] + m, si m es un entero 

b) [x] T [ x] = 0 o -1 

c) W + b] < [x+y]. 
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Capitulo 



Transformaciones 

rigldas 


1. INTRODUCCION 

En el capitulo anterior, aunque dimos una definition general de funcion, 
nos ocupamos fundamentalmente de las unciones freales de variable real. 
En este capitulo estudiaremos funciones cuyo dominio es el piano 
euclidiano R 2 y cuyo rango esta en R 2 . Tales funciones son llamadas 
“transformaciones”. Una transformation T es un conjunto de pares 
ordenados de puntos de R 2 . T - {(P, r(P)|PeR 2 }, con ninguno de dos 
distintos pares de Tcon el mismo primer elemento. Una transformacion T 
asigna a cada punto P la nueva position P' = T(P) y es un conjunto de 
instrucciones para mover R 2 . 

Las transformaciones “rigidas” son las transformaciones que preservan 
la distancia. En general, las transformaciones estiran el piano o le dan 
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vuelta sobre si mismo o lo deforman de algiin otro modo. Bajo una trans- 
formacion rigida, el piano se mueve sin deformacion como si fuese un 
cuerpo ngido. El piano no es estirado ni contraido, ni ninguna parte del 
piano se dobla sobre si misma. A1 pensar en esto podemos concebir solo 
tres tipos de transformacion rigida: traslaciones, rotaciones alrededor de 
un punto, y una rotacion de 180° del piano alrededor de una recta del 
piano. Esta ultima transformacion se llama “reflexion” alrededor de la 
recta. Veremos como se representan estas transformaciones analiticamente 
y tambien que, basicamente, estas son los unices tipos de transformaciones 
rigidas. Queremos, tambien en este capitulo, identificar las propiedades del 
piano euclidiano que permanecen sin cambio en las transformaciones 
rigidas. 


2. TRANSFORMACIONES 

En la introduccion seiialamos que una transformacion del piano 
euclidiano R‘ es una funcion con dominio R 2 y rango en R 2 . 

2.1 Definicion. Una funcion T con dominio R 2 y rango en R 2 se llama 

transformacion del piano euclidiano R 2 . 

Por ejemplo, 

HP) = 3P. para todo PeR 2 , 

es una regia que define la transformacion T = {(P, 3P)|PeR 2 }. La regia 
puede tambien expresarse por un par de ecuaciones: T(x, y) = <x' >-') 
donde ’ 

x’ = 3.Y 
y' = 3j. 

Asi pues, HO) = O, HE 0) = (3, 0), T{2, 5) = (6, 15), T{- 1,3) = (-3, 9) 
y asi sucesivamente (figura 1). Esta transformacion agranda el piano por 
el factor 3. 1 


inP,)-HP 2 )l = |3P, —3P 2 | = 31P, —P 2 |. 
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2.2 Ejemplo. Sean P,, P 2 , P 3 y P,', P 2 ', P 3 ', vertices de un par de 
triangulos. Los triangulos se dice que son semejantes si 

IP/-P/1 = |P 3 '-P 1 , 1 = IPj-P/I 
|P 2 -P,| |P 3 -P,| IP 3 -P 2 I ' 

Demuestrese que la transformacion definida por 7~(P) = aP para cada 
PeR 2 , donde a es un numero real distinto de cero, transforma un triangulo 
en un triangulo semejante. (Una transformacion T de este tipo se llama 
transformacion de semejanza.) 

Solucion. Lo que deseamos demostrar es que el triangulo con vertices 
7’(P 1 ), r(P 2 ), r(P 3 ) es semejante al triangulo con vertices P,, P 2 , P 3 . 
Tenemos, en efecto, 

| r(P)- r(Q)| = IflP-flQI = \a\ |P-Q|, 

y vemos que la razon de distancias despues de la transformacion a distancias 
antes de la transformacion es la misma para todos los pares de puntos 
distintos. El triangulo r(P,) 7’(P 2 ) 7'(P 3 ) es, por tanto, semejante al 
triangulo P,P 2 P 3 . 

2.3 Definicion. Una transformacion de R 2 se dice que es no singular si 
I) es univalente (uno-uno), y 2) su rango es R 2 . Una transformacion que no 
es no singular se dice que es singular . 

2.4 Ejemplo. <,Es no singular la transformacion definida por 
(T{x,y) = (*',/))? 

x' = .y+5 
T: 

y' = y- 

Solucion. Para cada punto P' = ( x',y ') de R 2 , las ecuaciones que 
definen T tienen la solucion unica (v, y) — T*(x',y') = {x' — 5,y')\ 

x = x'— 5 

Y* • 

y = y' • 

Por lo tanto, T es univalente y el rango de T es R 2 . De donde T es no 
singular, y las anteriores ecuaciones son las ecuaciones para la trans¬ 
formacion inversa T*. Notese que 

2.5 7XP) = P' = P+a, 

donde a = (5, 0). Todo punto del piano se mueve (desplaza) 5 unidades 
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FIGURA 2 


horizontalmente (figura 2). La transformacion inversa T* esta definida por 
la regia 

2.6 T*( P') = P'-a. 

La transformacion T* mueve cada punto horizontalmente 5 unidades en la 
direccion opuesta. 

La transformacion definida por las ecuaciones 

x' = 0 

2.7 T: 

y' = y 

es la “proyeccion ortogonal" de R 2 sobre el eje Y. Todos los puntos que 
se encuentran sobre la misma recta horizontal se transforman en el mismo 
punto sobre el eje Y (figura 3). La transformacion no es univalente y es, 
por tanto, singular. 

Las transformaciones no singulares estan caracterizadas por dos 
propiedades. La primera de estas, univalencia, nos dice que bajo la trans¬ 
formacion ningun punto tiene mas de un punto colocado encima de el; 
el piano no se dobla sobre si mismo. La segunda propiedad es que el rango 
es R 2 . Esto quiere decir que cada punto de R 2 tiene, al menos, un punto 
colocado encima de el por la transformacion. Toda transformacion no 
singular T, por ser univalente (uno-uno), tiene una inversa T*. Como el 
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dominio y el rango de T es R 2 , el dominio y el rango de T* es tambien R 2 . 
Por tanto, T* es una transformacion. Si r(P) = P', entonces J*(P')=P; 
es decir, si T lleva P a P', entonces la transformacion inversa T* lleva de 
vuelta P' a P. 


2.8 Lema. La inversa de una transformacion no singular es una trans- 
formacion no singular. 


Prueba. Como senalabamos anteriormente, si T es no singular, 
entonces T* es una transformacion con rango R 2 y dominio R 2 . Como la 
inversa de una funcion univalente es una funcion univalente, T* es 
univalente, y, por tanto, no singular. 


Problemas 


Considerense las siguientes transformaciones de R 2 definidas por las 


reglas: 

1) r,(P) = P + (l,3) 

2) T 2 (x,y) = (a- 1,^-3) 

3) T 3 (x,y) = (x', y') 

x' = x+l 

y = ^+3 

4) T 4 (x,y) = (x',y') 

x' = \x\ 

y = J 

1. Determlnese 


a) Tf 0,0) b) 

d) r 4 (5,3) e) 

g) t 6 ( o, 5) h) 

j) r 7 (r 3 (o,i)) k) 


m) T 4 (T 6 (-5, 1)) 


5) T s (x,y) = x(2, 0)+j(0, 2) 

6) T b (x,y) = {x’,y'), 

x' = x 

y = x 

7) T 7 (x,y) = (x',y’), 

x' = -y 

y' = *• 


TA 2,5) c) TATA2,5)) 

TA~ 5,3) f) TA- 3,-2) 

r 7 (3,8) i) TAT AX 8)) 

TAT 7 (0, 1)) /) TATA-5, 1)) 


2. Proporcionese una descripcion geometrica de cada una de las trans¬ 
formaciones Ty , T 7 . 

3. Demuestrese que: 


a) Ty = T 3 b) Ty es no singular c) T x — T 2 . 

4. Demuestrese que T 5 es no singular. 

5. Determinese 


a) TAi-U -3) b) T,*(0, 0) c) 7\*(1, 3) 

d) T s *{ 2,0) e) T s *( 0,2) /) T 5 *(2, 2). 

6. Demuestrese que T 7 es no singular, y proporcionese una regia 
para T n *. 
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7. Demuestrese que 7 4 y T 6 son singulares. 


8. Encuentrense todos los puntos P con la propiedad de que 


a) 7’ 1 (P) = (1,3) 
c) r 4 (P) = (1,2) 
c) r 5 (P) = (-2,4) 

<?) r 6 (P) = (-2, -2) 

9. Demuestrese que: 


7) r,(P) = (o, o) 

d) r 4 (P) = (- 1 , 2 ) 
/) r 6 (P) = (2,2) 
h) T 6 ( P) = (-2,2). 


а) Toda transformacion de semejanza es no singular (vease el 
ejemplo 2.2). 

б) La inversa de una transformacion de semejanza es una transformacion 
de semejanza. 


10. Proporcionese una description geometrica de: 

a) Una transformacion univalente que no sea no singular. 

b) Una transformacion de rango R 2 que no sea no singular. 

*11. Proporcionense representaciones analiticas para las transforma- 
ciones del problema 10. 


3. TRANSFORMACIONES RIGID AS 


En esta seccion estudiaremos las transformaciones “rigidas” y apren- 
deremos como representarlas analiticamente. 

En fisica, se entiende por un “cuerpo rigido” un sistema de particulas 
interconectadas de tal forma que las distancias entre las particulas no 
cambian. Por analogia, las transformaciones que preservan las distancias 
entre puntos se llaman transformaciones “rigidas”. 


3.1 Definicion. Una transformacion T de R 2 se dice que es rigida si T 
preserva la distancia; es decir, si 

17'(P)—7’(Q)| = |P — Q| para todo P, QeR 2 . 


La transformacion T definida por E(P) = P+a (ecuacion 2.5) es un 
ejemplo de transformacion rigida: 

|r(P)-r(Q)l = |P+a-(Q + a)| = | P — Q | 

para todo P, QeR 2 . La proyeccion ortogonal definida por 2.7 es un ejemplo 
de una transformacion que no es rigida: Sea P = (0, 0) y Q = (1,0); 
entonces 7XP) = T(Q) = (0, 0) y 

|r(P)-r(Q)| = o, 

mientras que 

IP — Ql = 1(0, 0) —(1, 0)| = 1. 
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Ciertamente, es claro que ninguna transformation que lleva puntos distintos 
sobre un mismo punto puede preservar la distancia (problema 4). 

Los tres tipos basicos de transformaciones rigidas son las “traslaciones”, 
las “rotaciones”, y las “reflexiones”. La transformation definida por 

3.2 T: T( P) = P+a, 

donde a = (a,, a 2 ) es un vector dado, se llama una traslaciort (figura 4). 

|y’ 



I 

i 



En lugar de la ecuacion vectorial (3.2) podemos describir T por las ecuaciones 
componentes (T(x, y) = ( x',y ')) 

x’ = x + a j 

3.3 T: 

y' = y+a 2 - 

Sea u = (u 1 ,u 2 ) un vector de longitud la unidad (wj 2 + w 2 2 = 1). 
Entonces u 1 = (-« 2 > w i)- 

La transformacion U definida por 

3.4 U: U(x,y) = xa+yu x , |u| = 1, 

se llama rotation alrededor del origen o, simplemente, rotation (figura 5). 
La transformacion V definida por 

3.5 V: V(x,y) = xu-yu 1 , |u| = l, 

se llama reflexion alrededor de una recta que pasa por el origen o, simplemente, 
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FIGURA 6 


reflexion. La reflexion V definida por 3.5 es la reflexion alrededor de la 
recta C que pasa por el origen en la direction c = i + u = (l+u, ufl 
(figura 6). 
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Sea (J(x, y) = (x', y'). Entonces 

x' = u l x—u 1 y, 

3.6 U: u i 2 +u 2 1 = 1, 

y' = u 2 x + u i y, 

son ecuaciones de una rotacion. 

Sea V(x, y) = ( x',y ')■ Entonces 


x' = u l x + u 2 y , 

3.7 V: u 2 + u 2 2 = I, 

= u 2 x — u t y, 

son ecuaciones de una reflexion. 

La relacion entre la descripcion analitica (ecuacion 3.2) y la imagen 
geometrica (figura 4) de una traslacion T es sencilla. La traslacion T 
desplaza cada punto P horizontalmente la distancia dirigida a, y verti- 
calmente la distancia dirigida a 2 ; es decir, T desplaza cada punto P por 
a = (a 1 ,a 1 ). 

La rotacion U esta ilustrada en la figura 5. De acuerdo con la 
ecuacion 3.4 

t/(i) = u y L(j) = u 1 , u| = I , 


y 


t/(P) = U{x\+y\) = x(J{i)+yU(\) = xu+ju 1 . 


Es la figura 5 la que sugiere la representacion analitica de las rotaciones. 

La reflexion V alrededor de una recta C que pasa por el origen esta 
ilustrada en la figura 6. Aqui 

y (i) = u y V (j) = -u\ |u| = 1 

y 

y( P) = V(xi+y'i) = xV{i)+yVQ) = xu-ju 1 . 


La recta 11 es la mediatriz del segmento rectilineo que une a / y K(i) = u y es, 
por tanto, la recta que pasa por el origen y el punto medio |-(i+ u) del 
segmento rectilineo; es decir, 11 es la recta que pasa por el origen paralela 
a c = (i+u). La figura 6 sugiere la representacion analitica 3.5 de una 
reflexion V alrededor de 11, y no es dificil demostrar que 3.5 implica que K(P) 
es la imagen refleja respecto a 11 de P (problema 12). 


3.8 Ejemplo. Identifiquense cada una de las siguientes transformaciones 
y determinese la inversa de cada transformacion 

1) T|(P) = P + ( —3, 1). 

2) T 2 (x, y) — - |_ (— 2x —3 y, 3x —2 y). 

x/13 
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3) r 3 : 


r \3 


(2x + 3y) 


V 


1 


'■'Tb 0 ^ 2 ”' 


Solucion. 1) ^ es una traslacion; a = ( — 3, 1). Correspondiendo a 
cada P', la solucion unica de 

P' = T,( P) = P + (-3, 1) 

es P = P' —( —3, 1). De aqul que 7’,* es la traslacion 

7’,*(P') = P' + (3, -1). 


2) 7 2 (x,y) = x 


( -2 3 

w yn 

-2 3 

V>3’ s/T3 


+ >’ 


+ >’ 


-3 -2 

V '13 

-2 3 

v/TT V /T3>/ ' 


Por tanto, como 


Resolviendo 


— 2 , J_\) 

■s/13 /13 i = ^2 es ‘ Otacion con 

= r ; ( i) = ( — 2 ,3). 


p< = (*'> /) = T 2 (P) = xu + y u\ u = -L ( - 2, 3), 

V 13 


obtenemos 


x = P' u = (x\ /) ■ — (-2, 3) 

Vl3 


VT3 


( —2x' + 3/) 


J' = P'-u x = (x\/)~ (-3, -2) 


V13 


“yn 


(3x' + 2/). 
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Por tanto 


T 2 *( P') = x' 4 = (“2. "3) + / 4 = (3, -2) 

V 13 v 13 


= X U* +>’' u * 1 


donde 

n *-r 2 <(i ) = ^ 5 (-2,-3 ) . 

La inversa T 2 * de la rotacion T 2 es ella misma una rotacion. 

3, HO.,)--^(2,3)+ ^(3.-*) 


= XU —yU 


donde u = 4= (2, 3). 

713 

Como |u| = 1, T 3 es la reflexion alrededor de la recta que pasa por el 
origen paralela a c = i + u = (0, 1)4— j= (2, 3) = -^== {2 + yfl3, 3). Para 

cada P' = ( x',y '), la solucion unica de 

P' = T 3 ( P) = xu-yu 1 

x = u P' = —p= (2, 3)-(x', y') 

Jl 3 


es 


1 


>/l3 


(2x' + 3y') 


u 1 P' 


V /13 


(-3, 2)-(x',y') 


1 

% /l3 


Ox'- 2/). 


Por tanto, r 3 * = T 3 ; esta es una propiedad que esperamos tengan todas las 
reflexiones —que la inversa de una reflexion sea una reflexion (problema 7). 

Deseamos ahora demostrar que las traslaciones, las rotaciones y las 
reflexiones son transformaciones rigidas. Lo probamos para las rotaciones. 
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A1 final de Ia seccion aparecen como problemas resultados analogos en Io 
que respecta a traslaciones y reflexiones (problemas 5 y 7). 

3.9 Lema. a) Las rotaciones abecleclor del origen son transformaciones no 
singulares. 

b) La innersa de una rotacion es unci rotacion. 

c) Las rotaciones son transformaciones rigidas. 

Prueba. Sea U la rotacion 

P' = i/(P) = xa+ya x , |u| = 1, 

P = (x,y), P = (x'.y'f y u = (u t ,u 2 ). 

(a) y ( b). Para cada P'eR 2 sabemos que la ecuacion P = f/(P) tiene la 
solucion unica 

x = u-P' = u t x' + u 2 y' 
y = u 1 P' = -u 2 x' + u l y'. 

De donde U es no singular y 

U (P ) = x {u |, u 2 )b}’’(u 2 , u t ) 

= x'(u ,, -u 2 )+y'(u ,, -u 2 ) l . 

U* es una rotacion y esto completa la prueba de (a) y (b). 



FIGURA 7 


c) Sea Pj = (x i ,y 1 )yP 2 = (x 2 ,y 2 ). 
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Entonces 


|(/(P,)-(/(P 2 )| 2 = |(x 1 -x 2 )u + (j 1 -j 2 )u ± | 2 
= (x i -x 2 ) 2 + {y l -y 1 ) 2 
= IPi-Pil 2 - 

Por consiguiente, U preserva la distancia y es una transformacion rigida. 

En la prueba del anterior lema demostramos que, si U es la rotacion 
con U(i) = u = («,,u 2 ), entonces la inversa U* es facilmente obtenible: 
es la rotacion con (figura 7) 

3.10 (/*( i) = u* = (m,, — u 2 ) ■ 

Posteriormente veremos que esto significa que si U es la rotacion de 
direccion contraria a la de las manecillas del reloj y de angulo 0, entonces 
la inversa U* es la rotacion en direccion igual a la de las manecillas del 
reloj y de angulo 6; es decir, U* es la rotacion contraria a la de las 
manecillas del reloj de angulo —6. 

3.11 Teorema. Si U es una rotacion , entonces 

a) U(a)-U(b) = a b 

b) a - (7(b) = (/*(a)'b 

c) (/(a 1 ) = [(/(a)] 1 . 

Prueba. Sea u = C/(i). Entonces U(x,y) = xu+yu. 

a) Como u es un vector unitario, 

(/(a)-(7(b) = (a 1 u + a 2 u i )-((7,u + ft 2 u 1 ) 

= a t b ^-11 +( 0^2 +a 2 b x )u-n x +a 2 b 2 u l -u 1 
= a i b i +a 2 b 2 = a- b. 

b) Segun el lema 3.9, U* es una rotacion. Por lo que segun la parte (a) de 
este teorema 

a-(/(b) = (/*(a)-(/*((/(b)) = (/*(a)-b. 

c) (/(a 1 ) = U(-a 2 ,a { ) = —ajU + ajU 1 . 

Como u 11 = — u, 

[(/(a)] 1 = (aiU + ajU 1 ) 1 = ajU 2 - — a 2 u = (/(a 1 ). 

La parte ( a ) del teorema 3.11 nos dice que el producto escalar no queda 
afectado por una rotacion. Se dice por elio que el producto escalar es 
invariante respecto a las rotaciones. La propiedad enunciada en la parte ( b ) se 
demostro que era una consecuencia de la invariancia del producto escalar. 
Reciprocamente, vemos que la propiedad (b) implica que 

(7(a)-(/(b) = (/*((/(a)) -b = a -b; 

es decir, la propiedad (b) es equivalente a la invariancia del producto 
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escalar. La propiedad ( c ) nos dice que la operacion de hacer girar un vector 
en direccion contraria a la de las manecillas del reloj un angulo de 90° es 
invariante respecto a las rotaciones. Es esta operacion a L sobre el vector a 
la que posteriormente nos permite distinguir entre una direccion dextrogira 
(igual-a la de las manecillas del reloj) y una direccion levogira (con¬ 
traria a la de las manecillas del reloj) sobre un circulo, y la invariancia de 
esta operacion esta relacionada al hecho de que una rotacion no hace que el 
piano de la vuelta sobre si mismo. Si V es una reflexion, K(a x ) = -[K(a)] x 
(problema 15 c). El significado geometrico de esto es que, bajo una reflexion, 
el piano da una vuelta sobre si mismo y lo que previamente aparecla como 
levogiro aparece ahora como dextrogiro. 

3.12 Ejemplo. Determinese la traslacion T que transforma el punto P 0 en 
el punto Q 0 . 


Solucion. La regia para una traslacion es 

T( P) = P+a. 

Queremos que 


Esto es equivalente a 
es decir, 


T’(Po) — Po + a — Qo- 
a = Qo~Po i 
r(P) = p+(Q 0 -p 0 ). 


3.13 Ejemplo. Determinese la rotacion U alrededor del origen que 
transforma 

a) (1, 0) en -p (1, 1). 

V2 

b) (l,0)en(-l,i). 

c) (2, 4) en (4, 2). 


Solucion. a) Como u = C/(l, 0) =—= (i ; i) y 

yJ2 

rotacion deseada tiene la representacion analitica 


V2 


0 . 1 ) 


= 1, la 


u - Js <U) + Tft ( “ M) ( *~ y ' x+,) - 

b) Toda rotacion U alrededor del origen es una transformacion rigida. 
Por tanto 

|C/(P)—C/(Q)| = IP-OI, 
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lo que significa (como U{ O) = O) 

\U(P)\ = |P|. 

Las rotaciones preservan las distancias de los puntos al origen. Como 

|(1,0)| = 1 y |(-M)i = y> 

no hay ninguna rotacion alrededor del origen con la propiedad 

1 /( 1 , 0 ) = (- 1 , 1 ). 

c) Supongamos que una tal rotacion existe. Entonces 

U(x, y) — x(u t , u 2 ) + y( — u 2 , u,), u 2 +u 2 2 = 1 

y 

(4,2) = (7(2, 4) = 2(k 1 ,« 2 ) + 4(-m 2 ,« 1 ) 

- u i (2, 4) + m 2 (—4, 2). 

Resolviendo esta ecuacion obtenemos 

_ (2, 4)-(4, 2) = 16 = 4 
*" (2, 4)-(2, 4) 20 5 

( — 4, 2)• (4. 2) _ -12 _ -3 


Como u, 2 + « 2 2 = 1, la rotacion deseada es 

C(x, y) = *(f, -4)+L(|,f) 

= j(4x + 3y, -3x + 4>>). 

Comprobacion . U { 2, 4) = 1(20, 10) = (4, 2) 


y 


(l) 2 +(-l ) 2 


16 + 9 
25 


3.14 Ejemplo. Determlnese la rotacion U alrededor de O que transforms 
el eje X en £ = {f(l, 3)}. 

Solucion. Supongamos que U es una rotacion tal. Entonces para 
alguna t 

u = C(1,0) = 1(1, 3). 

Sin embargo, como |t/(l, 0)| 2 = 101 2 = 1 , t = + l/^/lO. (Figura 8.) 
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Las unicas rotaciones posibles corresponden a u 
decir, 


] 


V 


10 


(L 


3); 


m 

\ 

si 

11° 

IS 

II 

, 1 

x = - — (x-3v) 

V'lO 


U 2 : 

y ' - jm (3x+y) ' 

y' = - - (3 x 4 y) 

v/To ' 



Es facil verificar ahora que estas son las rotaciones pedidas. 

0) = -^=(l,3.)eC 

v ^ 


y 


U 2 (x,0) = - —=. (1, 3)e C. 
v'lO 

3.15 Ejemplo. Determinese la reflexion respecto de la recta £ de pen 
diente 1 que pasa por el origen. 
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Solucion. (Figura 9.) En esta solucion usamos el hecho de que P y K(P) 
son simetricos respecto a C. 

La recta C es paralela al vector unitario a = -=(1,1). Como para cada 

V 2 

punto P 

P = (P-a)a + (P-a i )a- L , 

la regia de correspondence para la reflexion V respecto de C es 

K(P) = (P-a)a —(P-a ± )a i 

= *[(*+*) (1, l)-(-.v+y)(-l, 1)] 

= (y, x ) = vj ->j 1 . 

Vemos que esta es la reflexion respecto de la recta que pasa por el origen 
paralela a i + j = (1, 1). 

Nota. Vemos, por el ejemplo 3.15, que la reflexion V respecto a la 
recta de pendiente 1 que pasa por el origen, intercambia las abscisas 
y las ordenadas (las coordenadas respecto a X con las coordenadas 
respecto a Y): V(x, y) = {y,x). Sea / una funcion real de variable real. 
Si/es univalente, entonces la grafica de/—la inversa de /*— se obtiene 
a partir de la grafica de / intercambiando las abscisas con las ordenadas. 
Significa esto que la grafica de / puede obtenerse geometricamente de la 
grafica de /* por reflexion respecto de la recta de pendiente 1 que pasa 
por el origen. 

3.16 Ejemplo. Determlnese la rotacion alrededor del origen que trans¬ 
forma P 0 # O en un punto sobre la parte positiva del eje X. 
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Solucion. Supongamos que U es la rotacion pedida. Entonces 

(Po = Uo.J'o)) 

U(Po) = |Po!‘ = XqU + ^oU 1 , 


y 



X ( 

|P 0 


0 u + -^u x 


|Po! 


De donde 


^*(0 = —-°- = -4 (x 0 , y 0 ). 

|Pol fPo! 


Por tanto, por 3.10 




Entonces es facil verificar que la rotacion U con 

u = U(i) = 4’ 

iPol 

es la rotacion alrededor del origen que transforma P 0 en un punto sobre la 
parte positiva del eje X: 


U(P 0 ) = x 0 u + y 0 u x - -~-(x 0 2 + y 0 2 , — x 0 y 0 + _y 0 x 0 ) 

I* ol 

= IPol i - 

Problemas 

1. Para cada transformation T determinese si T es 1) no singular, 
2) rigido; si es no singular determinese la inversa T*. 

a) T(x, >•) = ( ->’, x) 

b) T(x,y) = x(l, !)+>’(— 1. I) 

c) T(x, y) = -4(1, 1) + -^(-1. 1) 

d) T(x, y) = (3x + 2, y 2 — 1) 

e) T (x, y) = (2 x ■- 4 y, -x + 2y) 

f) T(x, y) = (y, x) 

g) T(x,y) = (2y,2x) 

n ) T{x, y) = (x + y, x — y) 
i) T(x, y) = — (x+y, x-j) + (3, 5). 
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2. Identifiquense las traslacion.es, rotaciones, y reflexiones del 
problema 1. 

3. Tracese la grafica de cada una de las funciones /. Demuestrese que 
cada una de ellas es univalente y, por reflexion respecto de la recta {(x, x)}, 
tracese la grafica de /*, inversa de /, para cada /. 

a) f(x) = A- 2 , X>0. if* = I 112 ) 

b) fix) = X 2 , x < 0. if* = -I 112 ) 

c) f = I 3 if* = / 1/3 ) 

d) fix) — 3x —x 3 , xe[—1, 1]. 

4. Pruebese que: toda transformation rigida es univalente. 

5. Pruebese que: 

a) Las traslaciones son transformaciones rigidas. 

b) La inversa de una traslacion es una traslacion. 

c) Las traslaciones son no singular es. 

6. Demuestrese que: toda transformation T de la forma 

Tix,y) = xa + yb, 

donde |a| = |b| = 1 y a b = 0, es una transformation rigida. 


7. Pruebese que: 

a) Las reflexiones respecto a una recta que pasa por el origen son 
transformaciones rigidas. 

b) Toda reflexion respecto a una recta que pasa por el origen es su propia 
inversa. 

c) Las reflexiones son no singulares. 

8. Determinense cuatro traslaciones sabiendo que, respectivamente, 
llevan: 

a) (0,0) a (4, 3) b) (4, 3) a (0, 0) 

c) (1, -3) a (40, -23) c) (-3, 2) a (13, -7). 


9. Determinense 1) cada una de las rotaciones alrededor del origen, 
2) cada una de las reflexiones respecto a una recta que pasa por el origen, que 
transforman 


a) (l,0)en(i,V3/2) 
c) (0, 1) en H, V3/2) 
e) (1, 3) en ( — 3, 1) 

9 ) (1, 3) en (3, -1) 


b) (0, 5) en (3, 4) 

d) (l,0)en(i,i) 

/) (1, 1) en (1, 1) 
h) (3, — 1) en (1, 3). 


10. Si S es un subconjunto de R 2 y T es una transformacion de R 2 , 
entonces 7’(£) —llamado transformado de 6 por T — es el conjunto 


r(S) = {r(P)|PeS}. 
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Determinense: 


a) T(X); T( P) = P + (0, 5) 

b) T(Y ); T(P) = P + (0, 5) 

c ) d’iC); T’(P) = P + (l, — 2) y C es la circunferencia de radio 1 
alrededor del origen 

d) L(X); L{x,y) = xa + yb 

e) L(Y); L(x, y) = xa+yb. 

11. Determinense todas las rotaciones alrededor del origen que trans- 
forman la recta C, en la recta C 2 . 

a) C x = {(x,x)}, C 2 = {(*, —2x)} 

b) C, = {(x, -2x)}, C 2 = {(x,x)} 

c) Cj: 2x — 3y = 0, C 2 : { X y Z]‘ t 

d) Ci = {(0 ,y)}, C 2 :y= - x . 

12. Sea C. la recta que pasa por el origen y es paralela al vector unitario a. 
Pruebese que: la transformacion V definida por 

V (P) = (P-a)a-(P-a i )a 1 

es la reflexion respecto a t (figura 9). 

13. Determinese la reflexion respecto a la recta C que pasa por el origen 
cuando: 

a) C es el eje X b) C es el eje Y 

c) C es la recta de pendiente - 1 d) C es la recta de pendiente 2. 

14. Una transformacion C se dice que es lineal si 

L(aP + bQ) = aL(P) + bL(Q) para todo a. 6eR y para todo P, QeR 2 . 

Muestrese que: las rotaciones alrededor del origen y las reflexiones respecto 
a una recta que pase por el origen , son transformaciones lineales. 

15. Muestrese que: si V es una reflexion, entonces 

a) K(a) K(b) = a b 

b) a - V(b) = R*(a)-b 

c) Via 1 ) = -[U(a)] x . 

16. Muestrese que: las unicas transformaciones lineales que dejan 
invariante el producto escalar , son las rotaciones y las reflexiones. (A estas 
se les llama transformaciones lineales ortogonales porque preservan la 
ortogonalidad de los vectores.) 
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4. COMPOSICION DE TRANSFORMACIONES 


Tenemos, a menudo, oportunidad de aplicar una transformacion U al 
piano euclidiano R 2 y luego continuar el proceso aplicando una segunda 
transformacion T. Por ejemplo (figura 10) primero podemos hacer girar 


V 


\ 


\ 



X" 

/ 


a R 2 y luego aplicar una traslacion a R 2 . Esta es la composicion To U 
de T y V. La regia de correspondence para T U es 

4.1 [T ■> C](P) = T(U(P)). 

Primero, se aplica la transformacion U que mueve P a P' = l/(P). A 
continuacion, la transformacion T mueve P' a P = 7’(P'). La composicion 
T V de las dos transformaciones Ueva P a P”. En el siguiente ejemplo, 
primero aplicamos una rotacion de 45° a R 2 , y luego una traslacion. 

4.2 Ejemplo. Determinese T ■■ U, donde 

U(x,y) = ^r(l, 1) + -p(-L 1) = ~(x-y, x + y) 

V2 J2 J2 


y 

7XP) = P + (3, -1). 
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SoluciOn. (Tigura 10.) 


[T-U] (x, y) = T(U(x, >0) = T[~(x-y, x+v) 

W2 

= (x — y, x + y) + (3, — 1). 

V 2 

Por ejemplo 

IT-UU 1,|) = T(C/(l,i)) = r0=Q, f) 

= + -D = (-4 

v"2 \2 V : 

Podemos representar la composicion de transformaciones mediante 
diagramas tales como ios de las figuras 11 y 12. Por ejemplo, la figura 12 
ilustra la ley asociativa 

4.3 S [T o U] = [S T] o U 

para el producto de transformaciones. El diagrama representa el hecho de 
que 

[S = (T o U)] (P) = S([T o t/J (P)) = S(T(U(P))) 
y 

[(S o D <> t/](P) = [5 o T] W( P)) = S(T(U(P))). 



P" 


FIGURA 11 FIGURA 12 





El siguiente ejemplo muestra que el producto de transformaciones 
rlgidas no es, en general, conmutativo. En nuestro estudio de funciones 
reales de variable real vimos que fog no es en general lo mismo que g ° f. 
Las operaciones no conmutativas son realmente comunes. No es lo mismo 
cortarse el pelo y ponerse (luego) el sombrero, que ponerse el sombrero y 
(luego) cortarse el pelo. 
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4.4 Ejemplo. Sea U la rotation U(x, y) = (y, — x) y sea V la reflexion 
respecto al eje X. Determinense V ° U y U <■ E. 

Solucion. V(x, y) = (a, —y). Entonces 

V{U(x,y)) = V (j\ - a) *= 


Por tanto 

[E (V](A-,y) = 

y E o U es la reflexion respecto a la recta {(a, x)}. Invirtiendo el orden de 
las transformaciones, obtenemos 

V(V{x,y)) = U(x, -y) = (~y, -x). 

Por tanto 

[U ' E] (a, y) = -O’, a) 

y t/ ° E es la reflexion respecto a la recta {(a, - a)}. (/ = E # E t/. En 
realidad, U « E es igual a E»(i seguido de la rotation de 180° alrededor 
del origen. 


Problemas 

Considerense las transformaciones definidas por 


1) T t (x,y) = -(a ,y)- 

2) T 2 (a, y) = (a —2, y + 3). 


3) T 3 : 


a' = -7: (a —y) 


/ = -7= (* + >’)• 

V 2 


4) T 4 (a,j/) = ^(1, 1) + -7^(1, -•). 

5) T 5 (a, y) = 2 (a + \/3~ v'3a + >’)• 

6 ) T ( ,(a, >’) = (a a 0 , y-y 0 )- 

7) T 7 {x , v) = xa+vb, a y b linealmente independientes. 

1. Identifiquese cada una de las anteriores transformaciones. Hagase 
un esquema en que se muestre como se transforman los ejes X y Y. 

2. Determinese cada transformation y provease un esquema como en el 
oroblema 1. 
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«) t i° t 2 b) r 2 oT, C) T 4 cT 5 . 

d ) T i ° 7 4 e) 'T,* /) T* T s 

9) T 2 * h ) T 3 * i) (T 2 cT } )* 

J) T ' oT b k ) t. i) /•. 7 ;.. 


3. Demuestrese que: 

a) La composition cle traslaciones es una traslacion. 

b) La composicion de rotaciones alrededor del origen es una rotation 
alrededor del origen. 

c) Si U x y U 2 son rotaciones, entonces U l U 2 = U 2 => . 


4. Demuestrese que: toda reflexion respecto a una recta que pasa por 
el origen , es la composition de una rotation alrededor del origen y una reflexion 
respecto al eje X. 


5. TRASLACION Y ROTACION DE EJES 

En las secciones precedentes hablabamos de transformaciones como 
transformaciones de puntos. Visualizabamos la situacion como si el piano R 2 
se moviese con respecto a el mismo y como si una transformacion fuese 
un conjunto de instrucciones para mover el piano. Esta es la interpretacion 
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activa de una transformacion. La transformation T mueve el punto P a la 
nueva position LfP). En esta section consideraremos las transformaciones 
como si fueran transformaciones de coordenadas, y nos limitaremos a las 
rotaciones y a las traslaciones. (En la section 9 se da una discusion mas 
general de los sistemas de coordenadas.) Aqui, la interpretation de una 
transformacion es pasiva. El piano R 2 no se mueve. La transformacion 
define un nuevo juego de ejes coordenados y asigna un nuevo par de 
coordenadas a cada punto del piano. 

Designemos con X, Y los ejes de coordenadas originales, y con X', Y' los 
nuevos ejes de coordenadas (figura 13). Suponemos que los ejes X', Y' se 
han obtenido por una rotation y una traslacion de los ejes originales. 
Sea u el vector unitario en la direccion positiva del eje X', y sea P 0 el origen 
del nuevo sistema de coordenadas. Entonces u 1 es un vector unitario en 
la direccion positiva del eje Y‘. El vector u = (u i ,u 2 ) — u 1 i + u 2 i es la 
description de u respecto a los ejes de coordenadas originales; u l y u 2 son 
los componentes de u respecto a los ejes de coordenadas originales. 
p 0 = (x 0 ,y 0 ) y x 0 , y 0 son las coordenadas del nuevo origen respecto a los 
ejes originales de coordenadas. Las nuevas coordenadas P' = (x 1 , y’) del 
punto cuyas coordenadas originales eran P = (x, y) estan relacionadas con 
las coordenadas originales por 

5.1 P = (x, y) = r(P') = x’ u+ZiE+Pq ; 

es decir, 

x = u l x' — u 2 y’+x 0 


5.2 

y = u 2 x' + u l y' + y 0 . 

El numero x' es la distancia dirigida desde el eje Y' al punto y el numero y' 
es la distancia dirigida desde el eje X' al punto. Estos numeros x', y' son las 
nuevas coordenadas del punto que en el sistema original de coordena¬ 
das tenia las coordenadas x, y. Con referencia al nuevo sistema de coordenadas 
denotamos al punto por P' = y 1 ). Las nuevas coordenadas podian 

tambien ser descritas como .los unicos numeros con la propiedad de que 
P —P 0 = x'u+j'u 1 . Los numeros son unicos puesto que u y u 1 son, 
ciertamente, linealmente independientes. 

La transformacion T representando el cambio de coordenadas es la 
composition de la traslacion 

S(Q) = Q + P 0 


y la rotation 

U(x',y') = x'u+y'a 1 . 

T = S ° U. Primero se hacen girar los ejes, y luego se les traslada. Como 
los nuevos ejes de coordenadas son ortogonales, el nuevo sistema de 
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coordenadas se llama, tambien, sistema de coordenadas rectangular o 
cartesiano. Invirtiendo (5.1) obtenemos las ecuaciones para las nuevas 
coordenadas en terminos de las coordenadas originales (T* = U*HS*) 

5.3 P' = r*(P) = V* (P - P 0 ) = (x - x 0 ) u* + (y-y 0 ) u* 1 
donde u* = (w,, — u 2 ); es decir, 

*' = u i(x~X 0 ) + u 2 (y-y 0 ) 

5.4 

y' = - u 2<x-~X 0 ) + u t (y-y 0 ). 


5.5 Ejemplo. Describase 
denadas definida por 


geometricamente la transformacion 


x= 7ro (x '- 3/)+4 


= (3x' + y')-3. 


J 10 


de 


coor- 


Solucion. Vemos que u= 17(1,0) = -= (1,3) y P 0 = T(0, 0) = (4, - 3). 

V 

Los nuevos ejes de coordenadas tienen la direccion ~4= (1 3) v - 4 = 1-3 I) 

N ./10 ’ ^ v 10 l ’ ’ 

respecto a los ejes originales, y en las coordenadas originales el nuevo 
origen es (4, —3). 


5.6 Ejemplo. Las coordenadas del punto P = (x,y) satisfacen la ecuacion 

x 2 + .r>’+_v 2 = 8. 

Giramos los ejes de coordenadas y la direccion positiva del eje A" es (1, 1). 
iCual es la ecuacion satisfecha por las nuevas coordenadas del punto? 


Solucion. Aqui u = — j =. (1, 1) y 

v 2 


1 , , , 

x = -i=(* -y) 

V 1 

y = -4 (*'+/) 

V 2 


-V 2 = }(x' 2 -2 x'y' + y' 2 ) 
xy = i(x' 2 -/ 2 ) 
y 2 =}(x' 2 + 2x'y' + y' 2 ). 
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Por tanto 


x 2 + xy+y 2 = | x' 2 + iy' 2 


y 


x 2 + xy+y 2 = 8 


implica 

3 x ,2 +y' 2 = 16. 

5.7 Ejemplo. Consideremos la rotacion U de coordenadas defiruda por 

P = = U( P')- 

Sea 

n-P = c 

una ecuacion en las coordenadas originales de una recta C. Muestrese que 

L*(n)-P' = c 

es una ecuacion en las nuevas coordenadas de £. 

Solucion. Como el producto escalar es invariante respecto a las rotaciones, 
n-P = c si y solo si U*( n)- U*( P) = c 

es decir, 

n-P = c si y solo si l/*(n)-P' = c. 

Esto quiere decir que en las nuevas coordenadas la recta es ortogonal 
a C*(n). 

Nota. La interpretacion del ejemplo 7.5 en terminos de una rotacion 
de puntos en vez de una rotacion de coordenadas es de interes. La 
rotacion U* lleva el punto P al punto P' = t/*(P). Si C es una recta, 
entonces tiene una ecuacion de la forma 

n-P = c. 

Bajo la rotacion U*, la recta £ se transforma en el conjunto de puntos P' 
que satisfacen 

t/*(n)-P' = c; 

es decir, t/*(C) es una recta. Las rotaciones transforman las rectas 
en rectas. 


Problemas 

1. Dibujense los ejes coordenados y describase cada uno de los cambios 
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de coordenadas abajo definidos. 


a) x — x' + 3 b) x = —~{x' + y') 

y — y—2 y/2 

1 , , , 
y = —r- (- A: + V ) 

V 2 

c ) x = y'-l d) X = j (x — yj3y) — 2 

y = ~x' + 2 y' = i( % /3jc + >0- 1. 

2. Para cada lino de los cambios de coordenadas del problema 1 
proporcionense ecuaciones en las nuevas coordenadas para la recta cuya 
ecuacion en las coordenadas originales es 

2x—3y = 5. 

3. Determlnese la traslacion de coordenadas bajo la cual la ecuacion 

2x z + y 2 — 16a' + 4>’ = -35 

se hace 

2 x' 2 +y' 2 = 1. 

4. ^Que rotaciones transforman la ecuacion 

2 A' 2 + 3.\'v+ 2r 2 = 4 

en la ecuacion 

7a-' 2 + _>>' 2 = 8? 


6. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES 

Hemos visto ejernplos de sistemascon operaciones que son analogasala 
adicion y a la multiplication de los numeros reales. Por ejemplo, la adicion 
de vectores, la composition de funciones, la multiplication y adi¬ 
cion de funciones reales, todas tienen propiedades que son semejantes a 
las propiedades aditivas o multiplicativas del sistema de los numeros 
reales. En el algebra moderna se presentan y estudian sistemas abstractos 
con operaciones de esta clase. Uno de los sistemas algebraicos basicos es el 
de grupo. El concepto de grupo nos permite subrayar la unidad de ideas y 
metodos que entran en el estudio de muchos tipos diferentes de sistemas 
y nos da un lenguaje sencillo con el que se pueden expresar resultados 
basicos en nuestro estudio de las transformaciones. 

Considerese un conjunto S de elementos a,b,c,... Una funcion o de 
SxS en S se llama una operation binaria sobre S; es decir, para cada 
a y b en S esta asociado un elemento o{a, b ) de S. En lugar de o(a, b) 
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escribimos a o b. Por ejemplo, a + b y ab son operaciones binarias sobre 
el sistema de los numeros reales R. La adicion a + b de vectores es una 
operacion binaria sobre el espacio vectorial V 2 . El producto escalar a-bno 
es una operacion binaria sobre V 2 ; a b es una funcion de V 2 * V 2 en R. 
La adicion f+g, la multiplicacion fg , y la composicion / > g de funciones 
reales de variable real son operaciones binarias definidas en el conjunto 
de todas las funciones reales de variable real. La composicion U ° T de 
transformaciones es la operacion binaria que estudiamos en esta seccion. 

6.1 Definicion. Un conjunto 8 con una operacion binaria o se llama grupo 
bajo la operacion o si 

1. a o (b o c) = (a o b) o c para cualquier a, b, c e 6 (ley asociativa). 

2. Hay un (unico) elemento e e 8 con la propiedad de que 

a o e = e o a = a 

para todo ae 8. (a e se le llama identidad o elemento neutro). 

3. Para cada elemento a e 8 hay un elemento (unico) a* e 8 con la 
propiedad de que 

a o a* = a* o a — e 

(a* se llama inverso de a). 

Si, ademas, 

4. a o b — b o a para todo a, be *3 (ley conmutativa), el grupo 8 se dice 
que es conmutativo. Si la ley conmutativa no se verifica, decimos que el grupo 

es no conmutativo. 

Nota. En 2 y 3 la palabra “unico” esta entre parentesis porque puede 
omitirse y demostrarse que es (la unicidad) una consecuencia de los 
postulados. (Vease la prueba del teorema 6.2.) 

Los axiomas A, — A 5 para el sistema de los numeros reales, pag. 25, son 
equivalentes a decir que los numeros reales son un grupo conmutativo 
respecto a la adicion. Los axiomas — M 5 nos dicen que los numeros reales 
distintos de cero son un grupo conmutativo respecto a la multiplicacion. 
En el teorema 3.8 del capltulo 2, pag. 58, las propiedades — A 5 equivalen 
a mostrar que el espacio vectorial V 2 es un grupo conmutativo respecto a 
la adicion. Mostramos ahora que el conjunto de todas las transformaciones 
no singulares es un grupo no conmutativo respecto a la composicion. Asi 
pues, la composicion de las transformaciones no singulares de R 2 tiene, 
con excepcion de la conmutatividad, las propiedades multiplicativas de los 
numeros reales distintos de cero. 

6.2 Teorema. El conjunto G de todas las transformaciones no singulares es 
un grupo no conmutativo bajo la composicion. 
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Prueba. Demostraremos, primero, que la composicion de trans- 
formaciones no singulares es una operacion binaria enS. Esto quiere decir 
que debemos mostrar que la composicion de un par de transformaciones no 
singulares es una transformacion no singular. Como el rango y el dominio 
de un par de transformaciones no singulares U y T es R 2 , el rango y el 
dominio de U T es tambien R 2 . La composicion de cualquier par de 
funciones univalentes es univalente, y, por tanto, U , T es univalente. 
De donde U o T es una transformacion no singular de R 2 . Probamos ahora 
una tras otra las restantes propiedades. 

1. La ley asociativa es una propiedad general de la composicion de 
funciones (vease tambien 4.3, pag. 180). 

2. La transformacion identidad es, ciertamente, una transformacion no 
singular y T °I = 1 oT = T para todas las transformaciones. La unicidad 
de la identidad es una propiedad general de los grupos: Supongamos que 
en un grupo S cualquiera hay un elemento e' tal que e' o a = a para 
algun a e S. Entonces 

e — a o a* = (e' o a) o a* = e' o (a o a*) — e' o e — e'. 

Asi pues, una vez que demostremos que 5 es un grupo, sabremos que 1 es 
la unica identidad deo. 

3. Hemos probado ya (lema 2.8, pag. 163) que la inversa T* de una 
transformacion no singular T es una transformacion no singular. Asi pues, 
para cada 7"eS, T* satisface 3. De nuevo la unicidad es una propiedad 
general de los grupos: Supongamos a o a' = e. Entonces 

a* = a* o ( a o a’) = {a* o a) o a' — e o a' = a'. 

En un grupo el inverso de cada a es unico. 

El ejemplo 4.4, pag. 181, muestra que la ley conmutativa no se verifica. 
De donde S resulta ser un grupo no conmutativo respecto a la composicion. 
Y esto completa la prueba. 

Hemos visto que 1) ( ab ) 1 = b~ l iC 1 para numeros reales distintos de cero, 
2) —(a + b) = -b + (-a) para numeros reales, y 3) -(a + b)= -b+(-a) 
para vectores. Queremos demostrar que para transformaciones no singulares 

6.3 (T o U)* = U* o T*. 

Estos resultados son casos particulares de la siguiente propiedad general 
de los grupos. 

6.4 Teorema. Si S es un grupo bajo una operacion o , entonces 

[a o b)* = b* o a* 


para todo a, b e S. 
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Prueba. Se sigue, de la definicion de grupo, que 

(b* o a*) o{a o b) = b* o [a* o (a o b)] 

= b* o [(a* o a) o b] 

= b* o[e o b] = b* o b = e. 

Por lo que, del problema 1 c, se sigue que b* o a* = (a o b)*. 

Concluimos esta section demostrando que el conjunto de todas las 
rotaciones alrededor del origen es un grupo conmutativo. Este grupo 
conmutativo es un subgrupo importance del grupo <3 de todas las trans- 
formaciones no singulares. 

6.5 Teorema. El conjunto .11 de todas las rotaciones alrededor del origen es 
un grupo conmutativo respecto a la composicidn. 

Prueba. La transformation identica / es una rotacion y esta, por tanto, 
en ,11. Por el lema 3.9 (pag. 170) sabemos que .‘(1 e 5 (toda rotacion es no 
singular) y que U e .11 implica U* e .11 (la inversa de una rotacion es una 
rotacion). Entonces, esto implica que las propiedades de grupo 1, 2, y 3 se 
satisfacen en IE Queda por demostrar que la composicion de rotaciones es 
una rotacion (es decir, que la composicion es una operacion binaria sobre .11) 
y que las rotaciones conmutan. Sean 

Ui(x,y) = x(r? 1 .*,) + >’(tf,,i' l )- L 
U 2 (x,y) = x(a 2 , b 2 )+y(a 2 ,b 2 ) 1 , 

donde af + bt 2 = 1 y a 2 2 + b 2 2 = E un par de rotaciones. Entonces 

U 2 (U l (x, yj) = U 2 (a lX -b iy , b t x + a,y) 

= (a, x — b x y ) (a 2 , b 1 ) + (b l x + a i y) (— b 2 , a 2 ) 

= x(a t a 2 — b x b 2 , a.b 2 + b s a 2 ) 

+ y( — b 1 a 2 —a l b 2 , —b t b 2 +a^a 2 ) 

= xu + ju 1 , 

donde u = (a i a 2 — b i b 2 , a ] b 2 + b 1 a 2 ). Como 

| u| 2 = a 2 a 2 —2cf, a 2 b l b 2 + b 2 b 2 +a 2 b 2 2 -\-2a l b 2 a 2 b l +a 2 b , 

= a 2 (a 2 + b 2 ) + b 2 {a 2 + b 2 z ) 

= (a 2 + b 2 ) {a 2 +b 2 ) = 1, 

U 2 o t/, es una rotacion. El calculo para U x ° U 2 es el mismo con los 
subindices 1 y 2 intercambiados. Vemos que esto da el mismo resultado 
que antes y, por tanto, t/j ° U 2 = U 2 ° V Esto completa la prueba. 

Problemas 

1. Pruebese que: si S es un grupo respecto a o, entonces 

a) (a*)* = a para todo ae S. 

b) a o x = c si y solo si x — a* o c. 

c) x o a = c si y solo si x — c o a*. 
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2. Demuestrese que: el conjunto de todas las traslaciones es un grupo 
conmutativo respecto a la composition. 

3. Es cierto que toda transformacion rigida es no singular. Aceptese 
este resultado y demuestrese que: el conjunto de todas las transformations 
rigidas es un grupo no conmutativo respecto a la composition. (A este grupo 
se le llama el grupo euclidiano.) 

4. i,El conjunto de todas las reflexiones respecto a una recta que pasa 
por el origen es un grupo respecto a la composicion? 

5. Demuestrese que: 

a) El conjunto de todos los enteros es un grupo respecto la adicion. 

b) El conjunto de todos los enteros pares es un grupo respecto la adicion. 

c) El conjunto de todos los numeros racionales es un grupo respecto la 
adicion. 

d) El conjunto de todos los numeros racionales distintos de cero es un 
grupo respecto a la multiplicacion. 


7. TRANSFORMACIONES ORTOGONALES 

La experiencia geometrica nos induce a creer que las unicas trans- 
formaciones rigidas son las translaciones, las rotaciones, las reflexiones o 
alguna combinacion de estas tres. Queremos ahora demostrar que esto es 
cierto, y comenzamos por estudiar las transformaciones rigidas que no 
mueven el origen. Estas se Hainan transformaciones “ortogonales”. 

7.1 Definicion. Una transformation rigida T que deja el origen fijo —es 
decir. T{ O) = O — se llama transformacion ortogonal. 

Las rotaciones alrededor del origen y las reflexiones respecto a una recta 
que pasa por el origen, son transformaciones ortogonales. El siguiente 
teorema muestra que toda transformacion rigida puede efectuarse aplicando 
primero una transformacion ortogonal al piano y despues una traslacion. 

7.2 Teorema. Si T es una trasformacion rigida, entonces T = S U, donde 
S es una traslacion y U es una transformation ortogonal, y esta descom- 
posicion de T es imica. 


Prueba. (Figura 14.) Supongamos que existen una traslacion S y una 
transformacion ortogonal U tal que T = S U. Esta hipotesis implica que 
T(O) = [A U\ (O) = S(O). S debe ser la traslacion que mueve O 
hasta 7X0). Sea P 0 = T( O). Entonces A(Q) = Q + P 0 . T = S U implica 
tambien U = S*°ScU=S* - T. Asi pues, si T puede descomponerse de 
esta forma, U = S* T donde la traslacion S esta definida por 
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S(Q) = Q + P 0 y5'*(Q') = Q' -P 0 . Queda entonces por demostrar que U es 
una transformacion ortogonal. Esto se verifica facilmente: 

t/(0) = [S* o 71(0) = S*(P 0 ) = O, 

y U es rigida como composicion de transformaciones rigidas. [Si T i , T 2 son 
rigidasentonces |7’ 1 (7 2 (P))-7’ 1 (7’ 2 (Q))| = |7’ 2 (P)— r 2 (Q)| = |P — QI-] Por 
tanto, U es ortogonal, y esto completa la prueba (en la figura 14, U es una 
rotation). 

Este teorema simplifica el problema de caracterizar las transformaciones 
rigidas al problema de caracterizar las transformaciones ortogonales. Lo 
que sospechamos es que las transformaciones ortogonales son o bien 
rotaciones alrededor del origen o bien reflexiones respecto a una recta que 
pasa por el origen. 

Una propiedad del piano euclidiano R 2 que no experimenta cambio por 
una transformacion, se dice que es invariante (o que es un invariante) 
respecto la transformacion o bajo la transformacion. Por definition, la 
distancia entre un par de puntos es un invariante bajo las transformaciones 
rigidas. Para las transformaciones ortogonales el origen es fijo; luego, la 
distancia de un punto al origen es invariante bajo las transformaciones 
ortogonales. Sea U una transformacion ortogonal. Para cualquier par 
ordenado («,,n 2 ) de numeros reales, esta definido U{a i ,a 2 )- Podemos 
pensar de a = (eq, a 2 ) y U(a) como de vectores en V 2 y podemos pensar 
de U como en una transformacion de V 2 o de R 2 . La distancia de un punto 
al origen es invariante bajo las transformaciones ortogonales: 

1<7(P)| = |£/(P)-£/(0)| = |P-0| = |P|. 
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Expresado en terminos de vectores, 

I E'(a)| = |a|; 

la longitud de los vectores es invariante bajo las transformaciones orto- 
gonales. Como una consecuencia directa de esta invariancia de longitud, 
tenemos 

7.3 Teorema. EI producto escalar es invariante bajo las transformaciones 
ortogonales [eT decir , si U es una transformacion ortogonal , entonces 
6'(a)- (/(b) = a • b]. 

Prueba. Como 

|a-b| 2 = |a| 2 — 2 a • b+ |b| 2 

y 

|(/(a)— (/(b)| 2 = |(/(a)| 2 —2 (7(a)- (/(b) + |(/(b)| 2 , 

vemos que 

2 (/(a) • (/(b) = |(/(a)| 2 +|(/(b)| 2 H(/(a)-(/(b)| 2 

= |a| 2 + |b| 2 -|a-b| 2 = 2a b. 

De donde (/(a) - (/(b) = a b, y esto completa la prueba. 

Una consecuencia inmediata de este teorema es que las transformaciones 
ortogonales preservan la ortogonalidad de los vectores. 

7.4 Corolario. La ortogonalidad de los vectores es invariante bajo las 
transformaciones ortogonales. 

Prueba. Como los vectores a y b son ortogonales si y solo si a b = 0, 
se sigue inmediatamente del teorema 7.3 que si U es una transformacion 
ortogonal y a y b son ortogonales, entonces (/(a) y (/(b) son ortogonales. 
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Es intuitivamente claro, si consideramos un piano rigido, que la position 
del piano queda fija si fijamos tres puntos no colineales. Hablando en 
terminos de transformaciones, esperamos que una transformation rigida T 
quede unicamente determinada por las imagenes (o transformadas) J’(Pj), 
J(P 2 ), 7'(P 3 ) de tres puntos no colineales P t , P 2 , P 3 . Esta es la idea que 
esta detras de la prueba de que toda transformacion ortogonal o es una 
rotacion alrededor del origen o es una reflexion respecto a una recta que 
pasa por el origen. Si U es una transformacion ortogonal, entonces U debe 
quedar unicamente determinada si conocemos t/(i) y U (j) (figura 15). 

7.5 Teorema. Toda transformacion ortogonal U es o una rotacion alrededor 
del origen o una reflexion respecto a una recta que pasa por el origen. 
[Sea u = t/(i) y v = (/(}). Si v = u x , entonces U es una rotacion. Si 
y = — u 1 , entonces U es una reflexion .] 

Prueba. (Figura 15.) Como i y j son vectores unitarios ortogonales y 
como tanto la Iongitud como la ortogonalidad son invariantes bajo las 
transformaciones ortogonales, u = (/(i) y t = U (j) son vectores unitarios 
ortogonales. De donde 

V = U X O V = — u x . 

Entonces, dado QeR 2 , sabemos que 

Q = (Q u)u + (Q v)v. 

Por consiguiente, 

P' = t/(P) = [C/(P)-u]u + [t/(P)-v]v 

= [[/(P)t/(i)]u+[(/(P)-t/(j)]v 

para todo P = (x, y) en R 2 . Como el producto escalar es invariante bajo 
las transformaciones ortogonales, 

P' = (/(P) = [P-i]u + [P-j]v 

= XU+JV. 

Si v = u x , U es una rotacion alrededor del origen (ecuacion 3.4, pag. 165). 
Si v = — u x , U es una reflexion respecto a una recta que pasa por el origen 
(ecuacion 3.5, pag.165). Esto completa la prueba. 

Tenemos, como consecuencia directa de los teoremas 7.2 y 7.5, 

7.6 Corolario. Toda transformacion rigida es o una traslacion, o una 
rotacion alrededor del origen, o una reflexion respecto a una recta que pasa 
por el origen, o la composicion de una traslacion y una rotacion o la composi- 
cion de una traslacion y una reflexion. 

7.7 Corolario. Toda transformacion rigida es no singular. 
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Prueba. Hemos demostrado que las traslaciones, las rotaciones y las 
refiexiones son no singulares. Luego, segun el corolario 7.6, toda trans¬ 
formation rigida es la composition de transformaciones no singulares y es, 
por tanto, no singular. 

7.8 Teorema. La iniersa de ima transformation rigida es una trans¬ 
formation rigida. 

Prueba. Sea T una transformacion rigida. Entonces 

|P-Q| = |T(T*(P))-7’(7*(Q))| = |T*(P)— 7*(Q)|. 

7.9 Corolario. La iniersa de una transformation ortogonal es una trans¬ 
formation ortogonal. 

Prueba. Se sigue, del corolario 7.7, que si U es una transformacion 
ortogonal, entonces U* existe. De acuerdo con el teorema 7.8, U* es una 
transformacion rigida. Como 7/(0) = O implica U*(0) = O, U* esuna trans¬ 
formacion ortogonal. 

Concluimos nuestro estudio de las transformaciones rigidas demostrando 
que el concepto de recta es un invariante respecto a las transformaciones 
rigidas. Si S es un subconjunto de R 2 y T es una transformacion de R 2 , 
T( S) denota el conjunto de todos los puntos 7(P) donde Pe£; es decir, 

7(8) = {7(P)|Pe8}. 

T{ 8) se llama transformado de S por T. Decimos tambien que T transforma C 
en 7X6). 

7.10 Teorema. Si T es una traslacion y C es una recta , entonces 7(11) es una 
recta par ale la a C. 

Prueba. Sea C = {P 0 + r(P, —P 0 )}, y sea 7’(P) = P + Q 0 . Entonces 
r(P 0 + r(P,-P 0 )) = P 0 +Q 0 + t(P 1 -P 0 ); 

es decir, 7(C) c: C', donde C' es la recta que pasa por 7(P 0 ) = P 0 + Q 0 
paralela a C. Como 7* es una traslacion y 7*(P 0 + Q 0 ) = P 0 , 7*(C') c:C. 
Esto implica 7(7*(C')) = C'<= 7(C). Por tanto, 7(C) = C'. 

7.11 Teorema. Si U es una transformation ortogonal y C es una recta , 
entonces (7(C) es una recta. 

Prueba. Sea C la recta cuya ecuacion es 

C: n-P = c. 
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y sea U una transformacion ortogonal. Como U preserva el producto 
escalar, PeC implica 

U(n)-U(P) = c . 

Como PeC implica P' = f/(P)e£\ donde 

U: C/(n)P' = c; 

es decir, [/(£) <=£'. Reciprocamente, si P'eC', entonces 
t/(n)-P' = n- t/*(P') = c; 

es decir, U*( C') c= C. Esto, a su vez, implica £' cz t/(C). De donde C' = U{ C). 

7.12 Corolario. Las transformaciones rigidas transforman las rectas en 
rectas. 

Prueba. Esta es una consecuencia inmediata de los teoremas 7.2, 7.10, 
y 7.11. 

Problemas 

1. Demuestrese qu t: el conjunto de todas las transformaciones ortogonales 
es un grupo respecto a la composicion (grupo ortogonal). 

2. Demuestrese que: el conjunto de todas las transformaciones rigidas 
es un grupo respecto a la composicion (grupo euclidiano). 

3. Una transformacion C se dice que es lineal si para cualesquier 
P, QeR 2 y a, beR 

L(aP + bQ ) = aL(P) + bL(Q). 

Demuestrese que: to da transformacion lineal es de la forma 

L(x,y) = Aa+jb. 

4. Demuestrese que: la transformacion lineal 

L(x, y) = xa+yb 

es no singular si y solo si a 1 • b ^ 0; es decir, si y solo si a y b son linealmente 
independientes. 

5. Demuestrese que: toda transformacion lineal no singular transforma 
las rectas en rectas. 

6. Demuestrese que: toda transformacion rigida T es de la forma 

T(x, y) = xu+jv+a 

donde |u| = |v| = 1 y u-v = 0. 
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7. Determinense todas las transformaciones rigidas 7 con la propiedad 
de que 

a) 7(0) = (3,5) 

b) 7(0) = (3,5), 7(i) = 4=0,l) + (3,5) 

\/2 

c) 7(0) = (3,5), 7(i) = -L(l, l) + (3,5),y 

V 2 

7 (j) = 4=(-1, l) + (3, 5) 

V 2 

d) 7(1, 1) = (2, -3), 7(i) = (3, -3) 

e) 7(1, 1) = (2, -3), 7(1) = (3, -3), 7(j) = (2, -4) 

/) 7(1, 1) = (2, -3), 7(i) = (3, -3), 7(j) = O. 

8. Demuestrese que: las transformaciones rigidas transforman las 

circunferencias en circunferencias. 

9. Demuestrese que: la pendiente es invariante bajo las traslaciones. 

10. Sea 7 una transformacion no singular y sea C = {P|/(P) = 0} 
donde/es una funcion de R 2 en R. /(P) = 0 se llama una ecuacion de C. 
Demuestrese que: el transformado C' = 7(6) tiene la ecuacion 

6': [/ 7*](P') = /(7*(P')) = 0. 


Sugerencia. P'e6' implica P' = 7(P) para algun Pe6. /(7*(P)) = 0 
implica P' = 7(P) para algun Pe6. 


11 . 6 es la grafica de la ecuacion y 7 es la transformacion que abajo 
damos. Determinese, en cada caso, una ecuacion de la transformada 
6' = 7(6), y dibujese una grafica de 6 y 6'. 


a) 6: 

(y~ 2) = m(x- 5) 

7: 

P' = 7(P) = P —(5, 2) 

b) 6: 

(x-x 0 ) 2 + (j-j 0 ) 2 = r 2 

7: 

1 1 

X fs 

II II 

c) 6: 

a 2 b 2 

7: 

(x, y') = T(x, y) = ? 
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d) C: 

T: 

e) C: 
T: 

f) e 

T 

9) e 

T 

h) e 

T 

i) C: 
T: 

i) e: 


x 2 - y 2 = 2 

T(x,y) = -4(1, 1) + -^(-1, I) 

V 2 \/2 

xy — I 

T(x, y) = 4=d, 1) + >) 

' V '2 >/2 

y 2 = 4x 

T es la reflexion respecto al eje X 

y 2 = 4x 

T es la reflexion respecto al eje Y 
y 2 = 4x 

T es la reflexion respecto a la recta {(x, x)} 
a 2 b 2 


T (P) = P 1 
4 25 


T: T es la rotacion con T'(i) = |(3, 4) 

k) C: 6x 2 + 4xy + 6y 2 — 16 v /2y + 4 = 0 

T: T*(x\ y') = (l, — 1) + ^-4- (1,1) 

V 2 V 2 

l) C: ax + by = c; T(x, y) = -L(3x-2y, 2x + y). 

V 13 


12. Demuestrese que: 

a) Si v = P 0 -Q 0 , entonces v = T(P 0 )-T(Q 0 ) para todas las tras- 
laciones T. i,Cual es la significacion geometrica de este resultado? 

b) Si T es una transformacion rigida y v es un vector entonces 

7-(P 0 + v)-:r(P 0 ) = 7’(P 1 +v)-7'(P 1 ) 

para todo P 0 , P, en R 2 . ^Cual es la significacion geometrica de este 
resultado? 

Sugerencia. Establezcase la propiedad para transformaciones ortogonales 
y usese Iuego la parte ( a) y el hecho de que toda transformacion rigida 
puede expresarse como la composicion de una traslacion y una trans- 
formacion ortogonal. 

13. Demuestrese que: /as transformaciones riqidas transforman segmentos 
rectilineos abiertos (cerrados) en segmentos rect 'dineos abiertos (cerrados). 
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14. Demuestrese que: 

a) Si U es una rotation alrededor del origen , 

[ 17(a)]- 1 -U(b) = a^b. 

b ) Si V es una reflexion respecto a una recta que pasa por el origen . 

[F(a)] x - V(b) = — a 1 b. 

15. Demuestrese que: las transformaciones rigidas transforman rectos 
paralelas en rectos paralelas. 

16. Demuestrese que: las transformaciones rigidas transforman pantos no 
co/ineales en puntos no colineales. 


8. APLICACIONES A LA GEOMETRIA 

El proposito de esta seccion es el de seguir ilustrando la potencia y 
simplicidad de los metodos analiticos aplicados a la geometria. Podemos 
ya, a estas alturas de nuestro estudio, senalar lo siguiente. En la anterior 
seccion hemos identificado algunas de las propiedades del piano 
euclidiano R 2 que son invariantes bajo las transformaciones rigidas. Se les 
llama propiedades euclidianas de R 2 , v es el conjunto de estas propiedades 
lo que constituye el objeto de estudio de la geometria euclidiana. Piense el 
lector, por un momento, en su geometria de secundaria y recuerde algunos 
de sus teoremas. Advierta que todos ellos versaban sobre propiedades y 
conceptos invariantes bajo las transformaciones rigidas. En esta seccion 
ilustramos las pruebas anallticas de algunos de estos teoremas. 

Un triangulo es una figura consistente en tres puntos no colineales 
A, B, C llamados vertices , y tres segmentos rectillneos <A, B>, <B, C>, 
y <C, A) llamados lados. Denotamos al triangulo por ABC (figura 16). 

El lado que no tiene uno de los vertices como 
extremo se llama lado opuesto al vertice. Por 
ejemplo, el lado <B, C> que une B y C es 
el lado opuesto a A. El lado que tiene un 
determinado vertice como uno de sus 
extremos se dice que es adyacente al vertice. 
Las transformaciones rigidas transforman 
puntos no colineales en puntos no colineales 
y segmentos rectillneos en segmentos recti¬ 
llneos. Todos los conceptos que aqul se 
mtroctucen son, por tanto, invariantes bajo las transformaciones rigidas. 
Dos triangulos se dice que son congruentes si uno puede transformarse en 
el otro mediante una transformation rigida. Es evidente que si los triangulos 
son congruentes entonces, bajo alguna correspondencia existente entre los 
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lados, las longitudes de los lados correspondientes son iguales. Recordemos 
que lo contrario es uno de los teoremas de Euclides, del que ahora daremos 
una prueba analitica. 

8.1 Ejemplo. Demuestrese que: si las longitudes de los lados de un 
triangulo son iguales, respectivamente, a las longitudes de los lados de otro 
triangulo, entonces los triangulos son congruentes. 

Solucion. Denotemos los triangulos por ABC y ABC'. Nuestra hipotesis 
esque |B-A| = |B' — A'|, |C —B| = |C'-B'|,y ! A — C[ = |A'-C'|. Podemos 
suponer que A = 0 y que B esta sobre la parte positiva del eje X, ya que 
esto puede lograrse por una transformacion rigida que no afecta las 
longitudes de los lados. Luego, por una transformacion rigida, podemos 
llevar A' en O y B' sobre la parte positiva del eje X. Esto coloca B' en B. 
Supongamos que C' se transforma en D. Sea C = (.v,, >’,), D = (x 2 , y 2 ) y 
B = (x 3 ,0). Como |C| - |D| y [C —B[ = )D-B|, xf+yf = x 2 2 +y 2 2 
y (x,-x 3 ) 2 +>’ 1 2 = (x 2 -x 3 ) 2 +.y 2 2 . Estas ecuaciones implican 

-2 x 3 x, = — 2x 3 x 2 
y i — >2 - 


De donde vemos que 


\ x ' =x > O 

[ j't = y 2 


I -X, = *2 

[>’l = ->’2- 


Asi pues, o C = D oD puede llevarse al punto C por una reflexion alrededor 
del eje X. Los triangulos son, por tanto. congruentes. 

Sean A, B, C, D cuatro puntos no colineales. A la figura consistente en 
los cuatro puntos A, B, C, D -llamados vertices — y los segmentos rectilineos 
abiertos <A, B>, <B, C>, <C, D>, <D, A) —llamados lados — se le llama 
cuadrilatero y se le denota por ABCD. De acuerdo con esta definicion, todas 
las figuras que se muestran en la figura 17 son cuadrilateros. Los vertices 
unidos por un lado se llaman vertices adyacentes. Por ejemplo, B y D son 
adyacentes a A. A y C no son adyacentes y vertices tales se dice que 
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son opuestos. Los lados que no tienen un punto extremo en comun se Daman 
lados opuestos. <A, B)> es opuesto a <(C, D) y <B, C) es opuesto a <A, D>. 
Si los lados opuestos son paralelos, ABCD se llama paralelogramo. Los 
segmentos rectilineos <A, C> y <B, D>, que unen vertices opuestos se 
Daman diagonales del paralelogramo ABCD (figura 18). 



8.2 Ejemplo. Demuestrese que: si ABCD es un paralelogramo , entonces 
D-A = C-B y B-A = C-D. 

Solucion. Como los cuatro puntos no son colineales, a = B —A y 
b = D — A no son paralelos (son vectores linealmente independientes). Como 
los lados opuestos son paralelos, 

C-B = jb y C-D = /a. 

Esto implica, como B—D = a — b, que B—D = a — b = ta — sb; es decir, 
(/ - 1) a + (1 - s) b = 0. Recordando que a y b son linealmente independientes, 
concluimos que t = 1 y j = 1; es decir, 

C — B = b = D — A y C-D = a = B-A. 

Esto completa la prueba. 

Probaremos ahora lo que se ilustra en la figura 18. D-A = C-B = b 
y B—A = C-D = a. Se sigue de ello que C = B+b = A + a + b y 
D = A + b = B-a + b. De donde C-A = a+byD-B = b-a. Esto esta 
de acuerdo con nuestra imagen geometrica de la adicion y sustraccion de 
vectores. 

El anterior ejemplo prueba, desde luego, que los lados opuestos de un 
paralelogramo son de igual longitud. Usamos ahora este ejemplo para 
derivar otra propiedad elemental de los paraleiogramos. 

8.3 Ejemplo. Demuestrese que: las diagonales de un paralelogramo se 
bisectan mutuamente. 

Solucion. (Figura 19.) Mediante una traslacion, que ciertamente deja 
nuestro problema invariante, podemos llevar A hasta el origen. (Esto no 
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cambia la prueba en forma esencial, pero simplifica su escritura.) Entonces, 
A=0, B = a, D = b, y C = a + b. Como a+b y a-b no son paraielos 
[si a + b = f(a-b), entonces (I -r) a = -(! + t)b; pero esto no puede ser 
ya que a y b no son paraielos], las rectas que contienen las diagonales se 
intersectan. Llamemos Q al punto de interseccion. Entonces 

Q = s(a + b) = a + /(b —a) 



y 

(.s+t- l)a+(s-r)b = 0. 

Como a y b son linealmente independientes (no paraielos) 

s + t -1 = 0 
s — t — 0. 

Por lo tanto s — t = As! pues Q = i(a + b) = a + £(b— a) es el punto 
medio de las diagonales. 

8.4 Ejemplo. Muestrese que: las rectas que contienen las alturas de un trian- 
gulo se intersectan en un punto. 

Solucion. Mediante una transformacion rigida podemos colocar el trian- 
gulo como se muestra en la figura 20. Sean A = ( a , 0), B = ( b , 0), y 
C = (0, c). Sea C, la recta que pasa por A ortogonal al lado opuesto a A, 
y C 2 la recta que pasa por B y es ortogonal al lado opuesto a B. (La altura 
desde el vertice A es el segmento rectilineo desde A hasta el punto Q, de 
interseccion de C, con la recta que pasa por B y C.) Las ecuaciones para 
estas rectas son 

Ci: — bx + cy = —ba 

C 2 : —ax + cy = —ba. 
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Como c(a — b) ^ 0 (porque los vertices no son colineales), estas rectas 

tienen el unico punto de interseccion ^0, - ~j. Este punto esta sobre el 

eje Y y es, por tanto, el punto de interseccion de las rectas que contienen 
las alturas. 

Problemas 

*!• Sin usar el ejemplo 1 demostrar que: triangulos congruentes a un 
mismo triangulo son congruentes entre si. 

2. Supongamos que a y b son vectores no paraielos. Entonces el 
triangulo P 0 (P 0 + a) (P 0 + b) se dice que es un triangulo con lados determi- 
nados por a y b. 

Demuestrese que: 

a) Cualesquiera dos tales triangulos (es decir, para diferentes elecciones 
de P 0 ) son congruentes. 

b) Si | a| = |a'|, |b| = |b'|, y a b = a' b', entonces los triangulos 
determinados, respectivamente, por a, b y a', b' son congruentes. 

3. Sea ABC un triangulo. Sea c un vector unitario en la direccion 
de B-A, y sea b un vector unitario en la direccion de C-A. Definase 
®i =A + c, Ci=A + b, y D =-}(Bi+Cj) = A + ^(b + c). Demuestrese 
que: los triangulos AB,D y AC,D son congruentes. [La recta C que pasa 
por A y D se llama bisectriz del angulo (interno) del triangulo con vertice A.] 
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4. Demuestrese que: las bisectrices de los angulos de un triangulo se 
intersectan en un punto. 

5. Demuestrese que: las medianas de un triangulo se intersectan en un 
punto. Describase el punto de interseccion analltica y geometricamente. 

6. Demuestrese que: la bisectriz del angulo recto en un triangulo 
rectangulo que pasa por el centro del cuadrado sobre la hipotenusa. 

7. Demuestrese que: los segmentos rectilineos que unen los punt os medios 
de los lados opuestos de un cuadrilatero se bisectan mutuamente. 

8 . Demuestrese que: toda recta que pasa por un punto en el interior de 
una circunferencia intersecta a esta en dos pantos exactamente. 

9. Demuestrese que: si A y B son puntos sobre una circunferencia, 
entonces el segmento rectilineo abierto que une A y B esta en el interior del 
circulo. 

10. Demuestrese que: si [A, B] es un diametro de una circunferencia y C 
es un punto de la circunferencia, entonces A — C es ortogonal a B — C. 


9. SISTEMAS DE COORDENADAS (CARTESIANAS) 
RECTANGULARES 

El concepto de sistema de coordenadas rectangulares se discutio en la 
seccion 2 del capitulo 2 y en la seccion 5 de este capltulo. Se sugiere que se 
vuelvan a leer estas secciones. 

En cuanto comenzamos a hablar de sistemas de coordenadas, surge la 
posibilidad de interpretar una transformacion no singular del piano eucli- 
diano R 2 como un canrbio de coordenadas. Hasta el momento hemos 
considerado usualmente una transformacion del piano como un mapeo del 
piano sobre si misnro. En esta seccion definimos primero el concepto 
de sistema de coordenadas y discutimos despues las dos interpretaciones de 
transformaciones no singulares de R 2 . 

Sea S un conjunto de elementos P, Q, ... Llamaremos a S “espacio” y 
a los elementos de 8 “puntos”. Una correspondencia uno-uno C de S sobre 
el piano euclidiano R 2 se llama sistema de coordenadas sobre S; es decir, 
C es una funcion univalente con dominio S y rango R 2 . As! pues, 
C(P) = P = („v, y). El punto P = (x, y) de R 2 se llama coordenado de P; 
los numeros xyyse llaman coordenadas del punto P respecto a los ejes 
X y Y, respectivamente [o la abscisa (x) y la ordenada {y) del punto P]. 
A cada punto P de S se le asigna un unico coordenado P por C, y cada 
punto P de R 2 es el coordenado de un punto y solamente un punto P de S. 

Podemos pensar en S, por ejemplo, como si fuera una hoja de papel de 
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FT 


P' 


C' ! °T°C 


P 

FIGURA 21 


P’ 


extension infinita. Visualizamos a R 2 
como si fuera un rejiila de rectas 
verticales y horizontales. El sistema 
de coordenadas C coloca R 2 encima 
de S. Las diferentes posiciones de R 2 
sobre S y los diferentes tipos de 
rejillas dan lugar a los diferentes 
sistemas de coordenadas sobre S. La 
introduccion del espacio subyacente 
S hace posible dos interpretacionesde 
una transformacion no singular T de R 2 : 1) una transformacion de puntos 
de S, y 2) una transformacion de coordenadas (un cambio de coordenadas). 

Sea T una transformacion de R 2 (no necesariamente no singular) y 
sea C un sistema de coordenadas. En la primera interpretacion nuestro 
punto de vista es que la transformacion T describe una transformacion de S 
sobre si mismo; cada punto P de S se mueve (transforma) hasta el punto P’ 
de S cuyo coordenado es P' = 7’(P); es decir. 


P‘ = C*(P') = C*(7\P)) = C*(T(C(P))\ 


y C* T o C es la transformacion de S definida por T. El caso general esta 
ilustrado por el diagrama en la figura 21. La figura 22 ilustra el caso especial 
cuando T es una traslacion (T( P) = P + (a,b)). Las rectas X, Y de S se 
mueven sobre las rectas X\ Y’. Las rectas X\ Y' no son los nuevos ejes de 
coordenadas. 

La segunda interpretacion de una transformacion es la de un cambio de 
coordenadas. Esta interpretacion queda restringida a transformaciones no 
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singulares de R 2 . En la figura 23, T es de nuevo la traslacion 

T{ P) = P + (fl, b). 

El diagrama de la figura 24 llustra el caso general. P= 7'(P)= T(x, y)=(x, y). 
El punto P = (x, y) es el nuevo coordenado asignado a P y C es el nuevo 
sistema de coordenadas. C(P) = T(C(P)) = T( P) = P; es decir, C = T C. 
Para el ejemplo particular T'(P) = P + (a, b) (figura 23), tenemos 
C(O) = O = (0, 0), el coordenado original del punto O de S. El nuevo 
coordenado del mismo punto O de S es C(O) = T(C(0)) = T( O) = (a, b). 
Si P = (x, y ) = C{P), entonces 

P = (x, y) = C(P ) = T(C(P)) = T( P) = (x + «,y + fe); 

x = x + a es la distancia dirigida de P desde el eje Y (figura 23). La recta X 
es el conjunto de todos los puntos P cuyas coordenadas respecto al sistema 
de coordenadas C son de la forma (x, 0). Al representar el cambio de las 
coordenadas C a las C (como, por ejemplo, en la figura 23) queremos 
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localizar los nuevos ejes de^coordenadas respecto a los viejos. La relacion 
entre las coordenadas C y C es r(P) = p. As! pues, P = T*( p); es decir, 
T^p^es el C coordenado del punto cuyo C coordenado es p. As! pues, los 
ejes X y Y quedan localizados al aplicar la transformacion inversa T* a 
los ejes X y Y. 

Reclprocamente, sean C y C un par de sistemas de coordenadas de 8. 
La transformacion T de coordenadas de C a C es, entonces, T = C ■_> C* 
(figura 25). p = 7'(P) = C(C*(P)). Si P es el coordenado de P respecto al 
sistema de coordenadas C y p es el coordenado de P respecto al sistema de 
coordenadas C, entonces la transformacion T de coordenadas de C a C es 
T(P) = P. 

Hay, por tanto, la siguiente equivalencia entre las transformaciones no 
singulares de R y los sistemas de coordenadas: Si S es un espacio (cualquier 
conjunto ahstracto de elementos) y C es un sistema de coordenadas de 8, 
entonces, toda transformacion no singular de R 2 define un nuevo sistema de 
coordenadas C = T C. Si P es el coordenado de un punto respecto a C y p es 
el coordenado del_ mismo punto respecto a C, entonces p = r(P). Recipro- 
camente, si C y C son dos sistemas de coordenadas de 8, entonces el cambio 
de coordenadas de C a C se describe por la transformacion no singular 
T = C o C* de R 2 . 



FIGURA 25 


La idea de una transformacion T de coordenadas sobre un espacio S es 
una idea relativa. Comenzabamos con la hipotesis de que habia un sistema 
de coordenadas C sobre 8, y el cambio de coordenadas era respecto a este 
sistema de coordenadas inicial. Este sistema de coordenadas inicial asigna 
una geometria al espacio 8. Para cada P y Q en 8, definimos la distancia 
d(P, Q ) desde P a Q por d(P, Q) = \C(P)— C{Q )\, que es la distancia entre 
los puntos coordenados correspondientes en R 2 . Una recta C 0 en 8 es la 
transformada C*(C) de una recta en R 2 , y asi sucesivamente. Todos los 
conceptos de R 2 que son definidos en terminos de puntos y distancia pueden 
en esta forma asignarse a 8. Cuando esto se hace llamamos a 8 un piano 
euclidiano y llamamos a C un sistema de coordenadas rectangulares (o 
cartesianas) sobre 8. Cualquier otro sistema de coordenadas que pueda 
obtenerse de este por una transformacion rigida de coordenadas se llama 
tambien sistema de coordenadas rectangulares. Por ejemplo, en la figura 26 
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las rectas X, Y son los ejes de coordenadas originales, luego el sistema de 
coordenadas C con X, Y como ejes de coordenadas tal como aparecen en 
la figura, no es un sistema de coordenadas rectanguiares. 

Comenzamos con un sistema inicial de coordenadas C sobre S, usamos 
este sistema de coordenadas para definir conceptos geometricos sobre S, 
y por transformaciones rigidas de coordenadas generamos un conjunto F de 
sistemas de coordenadas rectanguiares. Algunos de los conceptos definidos 
para S dependera sobre cual sistema de coordenadas rectanguiares entre 
los de T fue el sistema inicial. Un ejemplo seria el de la asignacion de 
pendientes a las rectas. Los invariantes euclidianos de S son aquellos 
conceptos de S que no dependen de cual de los sistemas de coordenadas 
de T fue el sistema de coordenadas iniciales. Vemos, por tanto, que los 
invariantes euclidianos corresponden a los conceptos sobre R 2 que son inva¬ 
riantes bajo las transformaciones rigidas. Distancia entre puntos; que 
un conjunto de puntos sea una recta, un segmento rectilineo, una circun- 
ferencia, un triangulo, etc.; la ortogonalidad y el paralelismo de rectas; etc.; 
son todos ejemplos de invariantes euclidianos. La geometria euclidiana es el 
estudio de los invariantes euclidianos. Otros tipos de geometrias se obtienen 
reemplazando el grupo de transformaciones rigidas por otros grupos de 
transformaciones. Esto nos proporciona un conjunto diferente de sistemas 
de coordenadas admisibles, y la nueva geometria es el estudio de los 
invariantes respecto al nuevo conjunto de sistemas admisibles. 

Problemas 

1. Para cada una de las transformaciones T abajo definidas propor- 
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cionese 1) un dibujo que ilustre la interpretacion de T como un cambio de 
coordenadas y 2) un dibujo que ilustre la interpretacion de T como una 
transformacion de puntos. 

a) T(x, y) = (x —2, y-5) 

b) T (x, y) = (x + 2, y + 5) 

c) T(x,y) = (x —2, —y) 

d) T(x, y) = -^(x + y, -x + y) 

x/2 

e) T(x, y) = (x + y, y). 

2. La transformacion 


(x, y)=^(l, — I) + ^( — 1,2) 


define un cambio de coordenadas. Dibujense las rectas correspondientes a 
x = —2, — 1,0, 1, 2 y las rectas correspondientes aj = —2, — 1,0, 1, 2. 


3. Sea C la recta cuya ecuacion es 3x + 4y = 2, y sea T la rotacion 


T(x, y) = — (x-y, x + y). 

V2 


a) Determinese T{t). 

b) Si T se interpreta como el cambio de coordenadas (x, y) = T(x, y), 
proporcionese una representacion analitica de L respecto al nuevo 
sistema de coordenadas. 

c) Haganse dibujos que ilustren (a) y ( b ). 


4. L es la recta que pasa por los puntos (1, - 1) y (2, 3) 

T(x,y) = ix (v^T) + iv( - 1V3) + (1,3). 

a) Determinese T( C). 

b) (x, y) = T(x, y) define un cambio de coordenadas. Hagase una 
representacion analitica de C respecto al nuevo sistema de coordenadas. 

c) Haganse dibujos que ilustren (a) y ( b ). 

5. Sea C la circunferencia C = {(x,y)|(x — x 0 ) 2 +(y—y 0 ) 2 = r 2 }. 

a) Determinese la traslacion T(x, y) = (x', y') con la propiedad de 
que T(C) — {(x\ y')\x ,2 +y' 2 = r 2 }. 

b) Determinese la traslacion (x, y) = T(x, y) de coordenadas con la 
propiedad de que respecto al nuevo sistema de coordenadas 

C = {(x, y)|x 2 + y 2 = r 2 }. 

c) Haganse dibujos que ilustren (a) y ( b). 
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6. Sea C = {(x, y)\y 2 = 4px} y sea T la traslacion 

T(x,y) = (x+h,y + k). 

Demuestrese que 

T((i) = {(x',y’)\(y'~k) 2 = 4 p(x'-h)}. 

7. Determlnese V(C), donde C es el conjunto del problema 6, y V es 
la reflexion respecto de la recta y = x. 


8. SeaC = jp|P = 

l \ 4 P 

Demuestrese que 



. Sea 1/la rotacion U(x, y) =xu+yu i . 


T(C) = 


P'|P' 


t 

= — u + tu\ teR 
4 P 


9. Sea C un sistema de coordenadas rectangulares de un piano eucli- 
diano S. Correspondiente a cada P, Q en S, el par ordenado de puntos pg 
se llama vector. La igualdad de vectores en S se define por 

pTQi = pTQz si y solo si CiQJ-CiP,) = C(g 2 )-C(P 2 ). 

Con esta definicion de igualdad el vector PQ se llama vector libre. Muestrese 
que: el concepto de vector libre es un invariante euclidiano. 

Sugerencia: Vease el problema 12, pag. 197 

*10. Definase un algebra para los vectores en S (es decir, definase la 
adicion, la multiplicacion por niimeros reales y el producto escalar) y 
establezcase que los conceptos algebraicos definidos son invariantes 
euclidianos. 


10. RESUMEN 

En este capitulo estudiamos un caso especial de funciones: las transfor- 
maciones de R 2 . Nuestro interes especial estaba centrado en las trans- 
formaciones rigidas de R 2 . Primero dimos representaciones anallticas de 
los tres tipos basicos de transformaciones rigidas —traslaciones, rotaciones 
alrededor del origen y reflexiones alrededor de una recta que pasase por el 
origen— y procedimos luego a demostrar que toda transformacion rigida 
es o una traslacion o una rotacion o una reflexion o una composition de 
una traslacion y una rotacion o una composicion de una traslacion y una 
reflexion. Significa esto que ahora sabemos como representar todas las 
transformaciones rigidas analiticamente. 

Identificamos algunas propiedades y conceptos del piano euclidiano R 2 
que permanecen, sin cambio, por las transformaciones rigidas. Son estos 
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los invariantes euclidianos y la geometria euclidiana es el estudio de tales 
invariantes. En la seccion 8 se dieron algunas aplicaciones a la geometria. 

Ciertos tipos de transformacion.es tales como las transfornraciones no 
singulares, las transformaciones lineales, las transformaciones ortogonales, 
las traslaciones y las rotaciones, tienen propiedades respecto a la 
composicion que son analogas a las propiedades multiplicativas de los 
numeros reales distintos de cero. Resumimos esto afirmando que eran 
grupos. Posteriormente, cuando en la trigonometria relacionemos angulos 
y rotaciones, sera importante para nosotros saber que, respecto a la 
composicion, las rotaciones tienen todas las propiedades puramente multi¬ 
plicativas de los numeros reales distintos de cero. En otras palabras, el 
conjunto de todas las rotaciones del piano euclidiano R 2 alrededor del 
origen forma un grupo conmutativo respecto a la composicion. 

En la ultima seccion discutimos los sistemas de coordenadas y, en 
particular, los sistemas de coordenadas rectangulares. Aprendimos que todo 
cambio de sistema de coordenadas puede representarse por una trans- 
formacion no singular de R 2 y que toda transformacion no singular de R 2 
puede interpretarse como un cambio de coordenadas. En las aplicaciones 
de las matematicas a los problemas concretos, laeleccion delos sistemas de 
coordenadas es cuestion a decidir por el usuario, y debe aprenderse a elegir 
sistemas de coordenadas que sean convenientes y naturales para el problema 
por resolver. Por ejemplo, en la vida cotidiana, cuando damos una direction 
a un extranjero o describimos una partida de golf, es natural que liguemos 
nuestro sistema de coordenadas a la tierra. No es, sin embargo, natural 
obrar asi si lo que deseamos es describir el movimiento de los planetas. 


Problemas de repaso 

1. Considerense las funciones Ti de R 2 en R 2 definidas por 


D T, (x, y) 



2) T 2 (x, y) 


1 +x 


2 ’ 


3) T 3 (x,y) 



4) T 4 (x, y) = (x-2y,2x + y) 


5) T s (x, y) 


1 

7 ^ 


(x — 2y + 5, 2x + y — 8). 


^Cuales de las anteriores funciones son: 

a) Transformaciones sobre R 2 ? 

b) Transformaciones no singulares? 
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c ) Univalentes? Determinese la inversa de cada una de las funciones 
univalentes. 

d ) Transformacion.es lineales? 

e ) Transformaciones rigidas? 

2. Pruebese que: 

a) Respecto a J 3 la transformada de una recta horizontal es una recta 
horizontal y la transformada de una recta vertical es una recta vertical. 

b) Dibujense T 3 (£) y 7 5 (t), donde £ es la recta de pendiente 1 que 
pasa por el origen. 

Sugerencia. T s (£) es una recta, por lo que se necesita determinar sola- 
mente dos puntos de T s (£). 

3. Sea T(x, y) = (x, y) + (h, k) y 

U(x,y) = x(u y , u 2 )+y(-u 2 , «,) ( u 1 1 + u 2 2 = 1). 


Determinense ( T ° U)* y (U ° T)*. 

4. Determinese: 

a) La rotacion 

b) La reflexion 

que transforma ( — 2, 3) en un punto sobre la parte positiva del eje X. 

5. Determinese una transformacion rigida que transforme Q 0 = (1,3) en 
el origen y el punto P 0 = (4, 7) en un punto sobre la parte positiva del eje X. 

6. Sea C el conjunto de todos los puntos P = (x, y) cuyas coordenadas 
satisfacen xy = 1; es decir, C = {{x, y)\xy = 1}. Sea T la rotacion de ejes 
definida por 


(*,y)= T*(x',y') = 4 = (1,1) + 4 =( 1 , 

V ' 2 V 2 

Demuestrese que respecto a las nuevas coordenadas, 

C = {(x',y')\x’ 2 -y' 2 = 2}. 
Tracese la grafica de C. 


I). 


7. Sea C 


(x, y) 


x ~y 

~2 + 73 = 1 } • Sea T(x,y ) = (x + h, y + k) y sea Via. 


reflexion respecto de la recta y — x. Demuestrese que: 

\2 


a) T(C) = J(x', y') 


(x’-hf + jy'-k) 2 = l 


=■ y) 

b) V(G) = j(x, y) 


(x-h) 2 + C y-k) 2 = jl. 


I 


2 2 1 
^ + 4-i • 
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*8. Si U es una transformacion ortogonal de R 2 , demuestrese que 
U (P)'Q = P- t/*(Q) 
para P, Q en R 2 cualesquiera. 

*9. Si L(x, y) = x(a, b)+y(b, c), demuestrese que 
L(P)-Q = P • L (Q) 
para P, Q en R 2 cualesquiera. 

*10. Si 

A(x,y) = x(a li ,a 2l )+y(ct l2 ,a 22 ) 

= (tin x + a 12 y, a 2i x + a 22 y) 

B{x,y) = {b u x + b l2 y, b 21 x + b 22 y), 

entonces las transformaciones lineales A y B pueden representarse por sus 
coeficientes en la siguiente manera 


/flu 

«12\ 

(b |, 

b, 2 \ 

II 

*3 

y 3 = 

\«21 


\b 2 , 

bj 


A los arreglos A y 3 les llamamos matrices. De A decimos que es la matriz 
que representa a la transformacion lineal A. El producto A3 de matrices 
se define por 


A3 


a \ i a \i\ /b \i b I2 


* 2 1 


a n b ii + a , 2 b 2 y ct i, fej 2 + a 12 b 22 

^2i b\i A a 22 b 2 1 u 2 1 b 1 2 + a 22 b 22 

a) Demuestrese que: si C = A o B, entonces la matriz que representa 
a C es C = A35. 

b) Si 

J_/2 1\ /2 5\ 


A 




y 3 = 


8 7 


calculese cuales son las matrices que representan A ° B, B o A, A*, y B*. 
c) Demuestrese que: una matriz A representa una transformacion 
ortogonal A si y solo si 

A' A = I , 

donde 

/ = la matriz identidad, 

\0 1 / 
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y 


( a \\ a 2l\ 

A' = , la transpuesta de A. 

\a x2 a n / 


De donde se concluye que para transformaciones ortogonales A, 
A* (la matriz que representa a A*, llamada la inversa de A) es igual 
a A'. 

*11. Sea T una transformacion no singular de R 2 , y sea U una trans- 
formacion de R 2 . Si P = T(P) representa un cambio de coordenadas, 
demuestrese que respecto al nuevo sistema de coordenadas 

(7 = T* o U o T 


representa la misma transformacion de puntos que la que representa U 
respecto al sistema de coordenadas original. 

Sugerencia. Dibujese un diagrama de las correspondencias y demuestrese 
que lo que se requiere es que C* o U o C = C* o U ° C. 
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Capitulo 


F 0 + x’u + y’u - 1 



Graficas 

de ecuaciones 


1. INTRODUCTION 

En el capitulo 3 vimos la forma en que las funciones reales de variable 
real especifican conjuntos de puntos en el piano R 2 . Estos conjuntos, las 
graficas de las funciones, tienen la propiedad de que no hay dos puntos 
(distintos) del conjunto que esten en la misma recta vertical. En este capitulo 
veremos como pueden especificarse analiticamente, por funciones, tipos mas 
generales de conjuntos de puntos en R 2 . Estudiaremos, en particular con 
algun detalle, el problema de dar descripciones analiticas de la circunferencia 
y las secciones conicas —parabola, elipse e hiperbola. 
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2. REPRESENT ACION PARAMETRIC A 


Sean / y g dos funciones reales de variable real con dominios 2), y 2) 
respectivamente. Entonces, si no es vacio, el conjunto 

21 S = {(f(0,g(0)\teT> f nT> g } 

es un conjunto de puntos en R 2 . 

Si, por ejemplo, f es la funcion identica, I, entonces 
8 = {(t, £(0)1/6®,,} 

y S es la grafica de la funcion g. Por tanto, como g es una funcion real de 
variable real arbitraria, la grafica de cualquier funcion real de variable 
real es un conjunto del tipo (2.1) con / = /, la funcion identidad. Sin 
embargo, los conjuntos del tipo (2.1) constituyen una clase mas grande. 
Por ejemplo, las funciones f y g pueden tener la propiedad de que para dos 
valores distintos /i,/ 2 e® r n® 9 , /(/,) = f(t 2 ) mientras que g(t x ) / g(t 2 ). 
Entonces (/(?,), g^)) y (/(t 2 ), #(t 2 )) son dos distintos pares ordenados de £ 
con el mismo primer elemento. Asi pues, en este caso 6 intersecta a una 
recta vertical en dos puntos distintos y no es, por tanto, la grafica de 
una funcion. 

2.2 Ejemplo. Sea f = I, la funcion identidad, y g = I 2 . Entonces 

6 = {(/, t 2 )|teR}. 

El conjunto S se muestra en la figura 1. 



2.3 Ejemplo. Sea f — I 2 y g = /. Entonces 

S = {{t 2 , OI/eR}. 
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En este caso 8 no es la grafica de una funcion. Por ejemplo, los pares 
ordenados (I, 1) y (1, — 1) pertenecen a 8. El conjunto 8 se muestra en la 
figura 2. Cualquier recta vertical a la derecha del eje Y corta a 8 en dos 
puntos. 



FIGURA 2 


2.4 Ejemplo. Sea / = / 3 -4/y g = I 2 - 4. Entonces 

8 = {(t 3 -4t, t 2 —4)|/eR}. 

Las graficas de/y g estan ilustradas en las figuras 3 a y 3b, respectivamente, 
y la grafica de 8 esta ilustrada en la figura 3 c. Es conveniente ilustrar las 
graficas de/y g. Vemos que para t < -2, x es negativa y aumenta cuando au- 
menta el valor de t, mientras que y es positiva y disminuye cuando t 
aumenta. De donde, para t < -2 los puntos de la grafica de 8 se mueven 
hacia la derecha y hacia abajo y se aproximan al origen cuando t aumenta. 
Para -2 < / < 0, y es negativa y decrece de 0 a -4, mientras que x aumen¬ 
ta de 0 a algun valor maximo y luego decrece hasta 0 cuando aumenta t. Los 
puntos correspondientes de la grafica de 8 se mueven a la derecha del eje Y y 
entonces regresan al eje mientras descienden desde el eje X hasta el 
punto (0, -4). Observaciones analogas pueden hacerse sobre el compor- 
tamiento de 8 para 0 < t < 2 y para 2 < t. 

Si 

8 = {(/(0 ,*(0)Ue®/rdD,} 

= {(x, y)\x = y = g(t), 

decimos que las ecuaciones 

f x = f(t) 

2.5 

ly = 3(t), te‘n f n‘.l) g 
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(c) 

FIGURA 3 


son ecuaciones parametricas de 8, y 8 se dice que es la grafica de (2.5). Las 
ecuaciones 2.5 determinan las coordenadas de un punto P = (x, y) expll- 
citamente para cada valor de feDynD,,. La cantidad t se llama parametro. 
En los problemas fisicos en que aparece movimiento en un piano, el 
parametro t generalmente representa el tiempo. En este caso, el conjunto 8 
se llama trayectoria del movimiento. 
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Hemos visto ya la representation parametrica de una recta £ que pasa 
por el punto P 0 = (x 0 , j 0 ) en la direccion del vector a = (a,, a 2 ): 

Z = {(x 0 , Lo) + t(d\, a2 )I te R} = {(x^ + fni , J'o + ^2)! teR} • 

Las ecuaciones parametricas de esta recta son 

I X — X 0 + <£1[ 

y = yo + ta 2 , t£ R • 

Se puede tambien considerar la ecuacion vectorial 

2.6 P = (x,y) = F(f) donde F (t) = (f(t),g(t)). 

La ecuacion (2.6) es equivalente a la ecuacion (2.5) y se llama ecuacion 
vectorial del conjunto 8. Una ecuacion vectorial de la recta £ que pasa 
por P 0 = (x 0 , y 0 ) en la direccion del vector a = (a,, a 2 ) es 

P = P 0 + fa. 

La funcion F en la ecuacion vectorial (2.6) del conjunto 8 tiene dominio 
en R y rango en R 2 . Es decir, 

F = {(t,(f(t\g(tmte‘i) f n‘J) g }. 


Problemas 

1. Dibujense las graficas de los conjuntos definidos por 


a) 

{(M 3 )} 

b) 

{(f 3 , ()} 

c) 

{(f +1, 3 / + 5)} 

d) 

{(5 1 + 6, /— 3)} 

e) 

\x = 2t+ 1 
\y = 3<—4 

f) 

fx — It-/ 2 

\y = 2 -t 


fx = 2 —/ 2 

h) 

fx = 4r 

9) 

[y = 2 -t 2 


i ) 

p = (3 + / 2 , 4 — / 2 ), te R 

j) 

P = (2 + /, f — < 

k) 

P = ( v ./l -t 1 , t), /e[— 1, 1] 

1) 

p = (iL V 13 * 

m) 

(x,y) = (3/, 4^/l-t 1 ), /e[- 

1, 1] 


n) 

(x,y) = (4^/1 —t 2 , 3r), <e[- 

1,1] 


0 ) 

(x, y) = (3 1, 4 v / / 2 -l), re<- 

-00, - 

- l]u[l, 00 > 


p) ( x,y ) = (4 y/t 2 -\, 3 1), 1 6<-co, -l]u[l, oo>. 

2. Si 8 = {(?, / 2 )|/eR} y U es la rotation definida por 
U(x,y) = x(0, — l)+j'(l, 0), 

determinese <7(8) y dibujense tanto 8 como (7(8). 
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3. FUNCIONES DE DOS VARIABLES REALES Y 
GRAFICAS DE ECUACIONES 

En la seccion 2 representamos conjuntos de puntos en R 2 por medio de 
dos fimciones reales de una variable real. Consideraremos ahora la 
representacion de conjuntos en R" por medio de una funcion/de R 2 en R. 
Es decir, consideramos la funcion 

3A /= {(P,/(P))|Pe%] 

donde ‘S) f cR 2 y /(P)g R . 

La funcion / es un conjunto de pares ordenados. El primer elemento 
en cada par ordenado es el mismo un par ordenado de numeros reales 
y el segundo elemento en cada par ordenado es un numero real. Como / 
es una funcion, no hay dos pares ordenados distintos en / que tengan 
el mismo primer elemento. Asi pues si /(.v,,>■,) ¥=f(x 2 ,y 2 ), entonces 
(-*■1 > yO ^ (*2 > es decir, x t A x 2 o y, ¥= y 2 • Dicho en otra forma, dado 
un punto (x, hay un numero real y solo un numero real fix, y). 

Como el rango de/es un conjunto de numeros reales, decimos que/es una 
funcion valuada en los reales y como el dominio de / es un conjunto de 
pares ordenados de numeros reales, decimos que / es una funcion de dos va¬ 
riables reales / se llama funcion valuada en los numeros reales de dos 
variables reales, o con mas sencillez, funcion real de dos variables reales. 

Ahora, el conjunto 8 de todos los puntos (.v, y) tales que f(x, y) = c, 
donde c es algun numero real del rango de /, es un conjunto de puntos 
en R 2 : 

3 - 2 S = {(v, y)|/(.v, y) = c}. 

La ecuacion /(.v, y) — c se dice que es una ecuacion (implicita) de 8. Dado 
un numero real .v, puede que haya uno o mas numeros reales y tales que 
f( x < >') — C- En este caso, el valor (o valores) de y esta implicado por la 
ecuacion/(.v, y) = c y se dice que esta determinado (o estan determinados) 
implicitamente por la ecuacion. 

Si /Oo, >’o) = c [ss decir, si (.v 0 , F 0 )e8,] entonces (.v 0 ,_y 0 ) se dice que 
es una solucion de la ecuacion f(x, y) = c, y el conjunto 8, el conjunto de 
todas las soluciones, se llama grdfica de la ecuacion f(x, y) — c. 

Esta terminologia “/(.v, y) = c es una ecuacion de 8”, “8 es la grafica 
de la ecuacion j(x,y) = c , y “el conjunto de todas las soluciones de 
/(■*> y) ~ c es 8 , no es mas, en todo su conjunto, que tres formas 
de decir que 

8 = {(.v, y) | f(x, y) = c}. 

Si c no esta en el rango de /, 8 es el conjunto nulo, y la ecuacion /(.v, y) = c 
no tiene soluciones. 
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Si, por ejemplo, /(x, y ) = x 2 +y 2 , entonces e! conjunto 
8 = «x,y)|/(x,y) = 25} 

es una circunferencia con centra en el origen y radio 5. 

3.3 x 2 +y 2 = 25 

es una ecuacion de la circunferencia 8. El punto (3, 4) es una solucion de 
la ecuacion (3.3), ya que 

3 2 +4 2 = 9+16 = 25. 

Dado un numero real xe[ — 5, 5], la ecuacion (3.3) determina implicitamente 
dos valores para y, pues despejando tenemos 

y 2 = 25-x 2 

y de aqul _ 

y = V25-.v 2 o y = -,/25-x 2 . 

Si f{x,y) = x 2 +y 2 , entonces, para cualquier numero real positivo r 2 , 
el conjunto 

£ = {(x,y)\f(x,y) = r 2 } 

es una circunferencia de radio r con centra en el origen y 

x 2 +y 2 = r 2 

es una ecuacion de la circunferencia S. 


Problemas 

1. Dado el conjunto 8, determlnese una ecuacion f(x, y) = c de 8 

a) 8= {(t, / 2 )|reR} b) 8= {(t 2 ,r)|/eR} 

c) 8= {(/+1, 3f + 5)|feRj d) 8= {(2/+ 1,3/-4)|/eR} 

e) 8 = {(r 2 -2, r 2 —2)|/eR} /) 8 = {(^/W 2 , ^T 2 )}. 

2. Dibujense los conjuntos definidos por 

a) {(x, y)l2x — 3y = 2} 6) {(x, y) 1 x 2 + y 2 = 16} 

c) {(x,y)|y = V 16-x 2 } d) {(x,j)|x = V 16-y 1 } 

e) {(x,y)|x 2 +y 2 = 0} /) {(x,y)lx 2 -y 2 = 0} 

£) {(x,y)|x—y 2 = 0} *) 1*1 = W} 

i) {(x, y)|3x+4y = 5} j) {(x, y)|4x 2 4-4y 2 = 9} 

k) {(x,y)|(x-l) 2 + (y + 3) 2 = 16} 

/) {(x, y )|x = 1 +^j7 — 6y—y 2 } 

m) {(x, y )|x = l-^/T-6y-y 2 } 

n) {(x, y)\y = -3 + ,/l 5 + 2x-x 2 }. 


Funciones de dos variables reales y graficas de ecuaciones 
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4. INTERCEPCIONES, EXTENSION, Y SIMETRIA 
DE GRAFICAS 

Nuestro presente proposito es determinar algunas de las propiedades 
de la grafica de una ecuacion basandonos en la discusion de la ecuacion. 
Cuando introduzcamos el calculo, seremos capaces de decir algo sobre el 
comportamiento local de una grafica, es decir, del comportamiento en la 
vec.ndad de un punto sobre la grafica. En esta seccion considerare- 
mos algunas de las propiedades de las graficas de tipo global e ilustraremos 
como un conocimiento de estas propiedades simplifica el dibujo de las 
graficas. 

Intercepciones. Si en una ecuacion f(x, y) = c, hacemos ,v = 0 y 
resolvemos /(0, y) = c, obtenemos todos los puntos de la grafica de la 
ecuacion que se encuentran sobre el eje E, es decir, que tienen como abscisa 
cero. Las ordenadas de tales puntos se llaman Y-intercepciones. De modo 
analogo, haciendo y = 0 y resolviendo f(x, 0) = c, encontramos las 
X-intercepciones de la grafica: las abscisas de los puntos de la grafica que 
estan sobre el eje X. 

4.1 Ejemplo. Encuentrense las Y-intercepciones y las E-intercepciones 
de la ecuacion 

9x 2 + 4y z = 36. 

Solucion. Para encontrar las E-intercepciones, resolvemos la ecuacion 

0 + 4y 2 = 36. 

4 V 2 = 36 oy = 3 o y = -3. 

Luego, las E-intercepciones son 3 y —3. 

Para encontrar las Y-intercepciones resolvemos la ecuacion 9x 2 + 0 = 36. 

9 x 2 = 36 <=> x = 2 o x — — 2. 

Por tanto, las Y-intercepciones son 2 y — 2. 

Extension. En muchos ejemplos, un examen de la ecuacion revela que 
hay algunas partes del piano donde no hay punto alguno de la grafica. 
Cuando tenemos tal informacion, ello nos permite restringir el rango de 
nuestra investigacion. La grafica puede ser acotada; es decir, puede estar 
contenida completamente dentro de alguna region rectangular del piano. 
En otros casos, aunque la grafica no esta acotada, hallamos que esta 
confinada a la region a la izquierda o a la derecha de alguna recta paralela 
al eje Y, o es posible que este confinada a la region situada sobre o debajo 
de alguna recta paralela al eje Y. 

4.2 Ejemplo. Determinese la extension de la grafica de la ecuacion 

9 x 2 + 4y 2 = 36. 
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Solucion. Si (x, y) es un punto de la grafica, entonces, resolviendo la 
ecuacion para x, obtenemos 

x 2 = £(9 -y 2 ) 
x= 

y encontramos que, coino x es un numeio real, debemos tener 

y 2 < 9. 

Esto implica que 

-3 y < 3. 

Analogamente, resolviendo la ecuacion para y, encontramos que los 
valores reales para y se obtienen si y solo si 

— 2 x < 2. 

Podemos ahora decir que nada de la grafica se encuentra fuera de la region 
que se muestra en la figura 4. 



Simetria. Sea £ una recta dada y Q un punto dado. El punto Q' tal que £ 
es la mediatriz del segmento rectilineo [Q, Q'] se llama imagen refleja 
de Q con respecto a la recta C. Si Q' es la imagen refleja de Q con respecto 
a £, entonces Q es la imagen refleja de Q' respecto a £ (figura 5). 

Si, ahora, 8 es un conjunto de puntos en R 2 y £ es una recta dada, 
decimos que el conjunto £ es sitndtrico con respecto ct la recta £ si, para 
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todo punto Qe£, su imagen refleja Q' 
con respecto a [ es tambien un punto 
de £. Un conjunto de puntos £ c R 2 es 
simetrico con respecto a una recta C si 
y solo si el conjunto es invariante bajo 
la reflexion respecto a £. Es decir, 
si V es la reflexion respecto la recta £, 
entonces £ es simetrico con respecto 
a £ si y solo si Kfg) = g. 

Estamos interesados, en particular, 
en las simetrias respecto a los ejes de 
coordenadas. Si P = (x, y) es un punto 
cualquieradel piano, entonces el puntoP' = (— .v, y) es la imagen deP respec¬ 
to al eje Y mientras que el punto P" = ( x , -y) es la imagen de P res¬ 
pecto al eje X (figura 6). 

Asi pues, un conjunto £ de puntos en R 2 es simetrico con respecto al 
eje X si, para cuaiquier punto (x, y)e£, (.v, —y) tambien esta en £. Analo- 



p ’«(-*.*> 

•- 

y 

_P=(*,y) 

1 

0 

-1- 

1 


1 


P =(x,-y) 


FIGURA 6 


gamente, £ es simetrico con 
respecto al eje Y si, para cuaiquier 
punto (x, y)e£, ( — x, y) esta tam¬ 
bien en £. 

Si el conjunto £ es una 
grafica de una funcion real de 
variable real, 

£ = /= {(*,/(*))}, 

entonces la simetria con respecto 
al eje Y requiere que si (jr,/(jr))e£, 
entonces 

(-x,J\-x)) = {-x,f(x))eZ. 


Es decir, para cada xe‘Y) f , se 
requiere que y que /(-a) = f(x). A tal funcion se le llama funcion 

par. Si una funcion / tiene la propiedad de que siempre que xeSy entonces 
tambien -xe‘D f y f(-x) — -f(x), entonces la funcion / se dice que es 
una funcion impar. 

Facilmente puede verificarse que I n es una funcion par si n es par, y es 
impar si n es impar. Se sigue de ello que las funciones polinomiales en que 
solo aparecen exponentes pares, son ejemplos de funciones pares y las 
funciones polinomiales en las que solo aparecen exponentes impares, son 
ejemplos de funciones impares. En trigonometria encontraremos otros ejem¬ 
plos de funciones pares e impares. 

Excepto para el caso trivial de la funcion cero, una grafica £ de una 
funcion no puede ser simetrica respecto al eje X ya que esto requiere que 
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si (x, y)e8 entonces (x, —y)e 8, y si y # 0 esto implicaria la existencia de 
dos pares distintos con el mismo primer elemento. 

Si el conjunto 8 tiene una representation parametrica 

entonces 8 es simetrico con respecto al eje X si, para cada t l eiD f r\‘D g , 
existe un t 2 e‘i\n‘i) g tal que f(t 2 ) = /(?,) y g(t 2 ) = -g(t x ). Analogamente, 
8 es simetrico con respecto al eje Y si, para cada t l e‘J) f r\‘S) g existe un 
t 2 e‘D f nT) g tal que f{t 2 ) = -/(/,) y g{t 2 ) = g{t x ). En particular, si / es 
una funcion par y g es una funcion impar, entonces 8 es simetrico con 
respecto al eje X. Si/es una funcion impar y g es una funcion par, entonces 8 
es simetrico con respecto al eje Y. 

4.3 Ejemplo. En el ejemplo 2.2, / = / es una funcion impar y g = I 1 es 
una funcion par. De acuerdo con el criterio que acabamos de exponer, el 
conjunto 8 = {(t, t 2 )|/eR) es simetrico con respecto al eje Y (figura 1). 

En el ejemplo 2.3, / = / 2 es una funcion par y g = / es una funcion 
impar. Otra vez, segun el anterior criterio, el conjunto 8 = {(f 2 , ?)| ^eR.} es 
simetrico con respecto al eje X (figura 2). 

Si un conjunto 8 es la grafica de una ecuacion f(x, y) = c: 

8 = {{x,y)\f(x,y) = c), 

entonces 8 es tambien la grafica de la ecuacion g(x,y) = f(x, y) — c = 0. 
Es, por tanto, suficiente considerar graficas de ecuaciones de la forma 
g(x, y) = 0, y entonces tenemos los siguientes procedimientos de compro- 
bacion de simetria con respecto a los ejes de coordenadas. 

Test de simetria con respecto al eje X. Si 

g(x, -y) = ±g(x, y), 

entonces la grafica de la ecuacion g(x, y) = 0 es simetrica con respecto 
al eje X. 

Si (-Vq.^o) est a en la grafica de la ecuacion g(x, y) = 0 y g satisface 
este test, entonces 

- Jo) = ±g{x 0 ,yo) = 0 . 

De donde (x 0 , -y 0 ) esta tambien sobre la giafica y la grafica es simetrica 
respecto al eje X. 

Test de simetria con respecto al eje Y. Si 

g{~x, y) = ±g(x, y), 

entonces la grafica de la ecuacion g(x, y) = 0 es simetrica con respecto 
al eje Y. 

Si (x 0 ,y 0 ) esta sobre la grafica de g{x, y) = 0 y g satisface este test, 
entonces 

g(-x 0 ,yo) = ±g(x 0 ,y 0 ) = o. 
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De donde ( — x 0 , >’ 0 ) esta tambien sobre la grafica, y la grafica es simetrica 
con respecto al eje Y. 

Ademas de la simetria con respecto a una recta, podemos tambien 
considerar la simetria con respecto a un punto. Si P es el punto medio del 
segmento rectilineo [Q, Q], entonces Q' se dice que es la imagen de Q con 

respecto al punto P. Un conjunto 
£ se dice que es simetrico con 
respecto a un punto P si, para 
todo punto Q en el conjunto, su 
imagen Q' con respecto a P es 
X tambien un punto del conjunto. 
El caso de mas interes es aquel 
en que P es el origen de R 2 . 
Notamos que la imagen con 
respecto al origen de cualquier, 
punto (x, y) es el punto ( —x, —y) 
(figura 7). Por tarto, un con¬ 
junto £ es simetrico con respecto al origen si y solo si, siempre que (,v, y) 
esta en £, tambien ( — x, —y) esta en £; es decir, si y solo si £ es invariante 
respecto a la rotacion 

U(x,y) = „y(— 1,0) + .v’(0, -1) = (-x, -y). 

Si el conjunto £ es la grafica de una funcion, 

£ = /= {(-v,/(.v))}, 

entonces la simetria con respecto al origen requiere que si (x, /(x))e£ 
entonces (-x,/(-x)) = ( —x, -/(x))e£. Es decir, para cada xe c S) f se 
necesita que —xe‘S) f y f( — x) = — f(x). Por tanto, / debe ser una funcion 
impar. 

4.4 Ejemplo. Sea / = / 3 + 3/. Entonces 

£ =/= {(x, x 3 + 3.y)}. 

Como /( —.y) = ( — x) 3 + 3( — x) = — (.y 3 + 3x) = —/(x), / es una funcion 
impar y £ es simetrica con respecto al origen. 

Si el conjunto £ tiene una representacion parametrica 
8 = 

entonces £ es simetrico con respecto al origen si para cada t v e‘..T) f n$) g , 
hay un t 2 e‘D f r\‘£> g tal que f(t 2 ) = -/(?,) y g(t 2 ) = - g(t i). Si/y g son, 
ambas, funciones impares, entonces £ es simetrica con respecto al origen. 

4.5 Ejemplo. Sea f = I 3 + 31 y g = I 5 . Como tanto / como g son 
funciones impares y DynlD 9 = R, para cualquier teR. —te R y 
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Luego, el conjunto 


£ = {(t 3 + 3t, / 5 )|teR} 
es simetrico con respecto al origen. 

Si un conjunto £ es la grafica de una ecuacion g(x,y) = 0, tenemos 
el siguiente. 

Test para la simetria con respecto al origen. Si 
g{~x, -y) = ±g{x,y), 

entonces la grafica de la ecuacion g(x, y) = 0 es simetrica con respecto al 
origen. 

Si (x 0 , jo) esta sobre la grafica de la ecuacion, g(x, y) — 0 y g satisface 
este test, luego 

3(~x 0 , -Jo) = ±g(x 0 ,y 0 ) = 0. 

De donde ( — x 0 , — j 0 ) esta, tambien, sobre la grafica y la grafica es simetrica 
con respecto al origen. 

Notese que si una grafica es simetrica tanto con respecto al eje X como 
con respecto al eje Y, entonces es simetrica tambien con respecto al origen. 
La reciproca de esta afirmacion no es cierta. Es decir, una grafica puede 
ser simetrica con respecto al origen sin ser simetrica con respecto a ninguno 
de los ejes. 

4.6 Ejemplo. Determinense las simetrias de la grafica de la ecuacion 

9 x 2 + 4y 2 = 36 

y usese esta information para dibujar la grafica. 

Solucion. Si (x, y) es solucion de la ecuacion entonces ( — x,y) y ( x, —y) 
son tambien soluciones de la ecuacion. Por tanto, la grafica de la ecuacion 
es simetrica tanto con respecto al eje X como con respecto al eje Y. Como 
tenemos simetria respecto a ambos ejes, tenemos tambien simetria con 
respecto al origen: 

9i-x, -y) = g(x, -y) = g(x,y). 

Nota. Si f(x, y) incluye solamente potencias pares de y, entonces la 
grafica de f(x, y) = c es simetrica con respecto al eje X. Si f(x, y) 
incluye solamente potencias pares de x, entonces f(x, y) = c tiene la 
grafica simetrica con respecto al eje Y. 

Si combinamos los resultados obtenidos en los ejemplos 4.1, 4.2, y 4.6 
para la grafica de la ecuacion 

9x 2 + 4y 2 = 36, 

encontramos que, en primer lugar, por causa de la simetria necesitamos 
solo encontrar la porcion de la grafica en el primer cuadrante y el resto 
puede encontrarse por reflexion. A causa de las limitaciones respecto a 
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extension solo necesitamos buscar puntos dentro del rango .ve[0, 2] y 
ye[0, 3], Por otra parte, ya hemos encontrado que las intercepciones son 
x = 2, x = — 2, y = 3, y y = —3. La grafica de la ecuacion es una elipse 
(figura 8). 



FIGURA 8 


4.7 Ejernplo. Estudiense las simetrias de la ecuacion f(x, y) =x 3 —y — 0. 
Solucion. Como 

f(-x,y) = (, — a ) 3 — = — v 3 —y # ±/(.v, >>) 

y 

f(x, -y) = A ' 3 + v # ±f(x,y), 

la grafica de la ecuacion no es simetrica con respecto a ninguno de los ejes. 
Sin embargo, como 

f(-x, -y) = (-.y) 3 -(-j) = ~a' 3 "F y = -(-V 3 ->-) = -f(x,y), 
la grafica de la ecuacion es simetrica con respecto al origen (figura 9). 



FIGURA 9 
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Problemas 

1. Discutanse las siguientes ecuaciones para intercepciones, extensiones 
y simetrias, y dibujense sus graficas. 


a) 4x 2 + 25 y 2 = 100 
c) 9 y 2 — 16.v 2 = 144 
e) xy = — 4 

g) 4(x — l) 2 + 25(.y + 2) 2 = 100 
i) y(x 2 - 1) = 4 
k) x 2 +y 2 = 4 

2 . 

intercepciones, 
a) x = t, y = t 
c) x - i 2 , y = / 3 
e) x = /, y — 1 /f 

.v = 3/-2, y = — 2f + I 
^Cuales de las graficas son graficas 


b) 9jc 2 -16 y 2 = 144 
d) xy = 4 

/) (x —2) (y — 3) = 4 
/;) y(x 2 + 1) = 4 
7 ) 1 


rf) X = t*, y = t 

f) x = 1//, >' = / 

/;) X = 1 + 1 2 , y = 1 +1 2 . 

de funciones reales de variable real? 


/) (x— l) 2 +(>> —3) 2 = 9. 

Discutanse los siguientes pares de ecuaciones parametricas para 
extensiones, y simetrias y dibujense sus graficas. 

b) x = t 2 , y = / 


5. LA C1RCLNFERENCIA 


Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos a una distancia 
dada de un punto dado, el centro. La distancia dada desde el centro a los 


puntos del conjunto se llama radio 
de la circunferencia. Sea el centro de 
la circunferencia el punto P 0 = (/), k) 
y sea r el radio. Un punto P = (x, y) 
esta sobre la circunferencia si y solo 
si la distancia de P 0 a P es igual a r. 
Es decir, una circunferencia es un 
conjunto de puntos 

C(P 0 ;r)=.J,P\ |P-P„I = r > 0}. 

Ahora bien, | P — P 0 | = res equi- 
valente a 

J(x~h) 2 + (y-k) 2 = r. 



Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacion, obtenemos 


5.1 (x — h) 2 +(y — k) 2 = r 2 

como una ecuacion de una circunferencia con centro en el punto (h, k) y 
radio r (figura 10). 
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5.2 Ejemplo. La circunferencia con centra en (-2, 3)y radio 5 es el con- 
junto de los puntos que satisfacen la ecuacion 

(x + 2) 2 + (y—3) 2 = 25. 

5.3 Ejemplo. Discutase la grafica de la ecuacion 

x 2 +y 2 + 4x — 6y — 12 = 0. 

Solucion. Completando cuadrados vemos que esta ecuacion es de la for¬ 
ma (5.1). Asi pues 

(x 2 + 4x + 4) + (y 2 -6>< + 9) = 12 + 4 + 9 
o 

(x+2) 2 + (y — 3) 2 = 25. 

Esta es la ecuacion de la circunferencia considerada en el ejemplo 5.2. 

El ejemplo 5.3 muestra que podemos esperar que una ecuacion de la 
circunferencia aparezca en formas distintas a la de la ecuacion (5.1). Si 
volvemos a escribir la ecuacion (5.1) en la forma 

x 2 — 2 hx + h 2 +y 2 — 2 ky + k 2 = r 2 

y reordenamos los terminos, tenemos 

x 2 + >' 2 — 2 /;.v — 2 ky + h 2 + k 2 — r 2 = 0. 

Asi pues, si una ecuacion de la forma 


5 - 4 x 2 +y 2 + Dx + Ey + F = 0 

tiene una grafica consistente en mas de un punto, entonces la grafica es 
una circunferencia. Para ver esto necesitamos solo completar los cuadrados 
como se hizo en el ejemplo 5.3: 


o 


x 2 + Dx + + (y 2 + Ey + ~ 



- F 


5.5 



0 2 + E 2 —4F 
4 


Si la expresion \{D 2 + E 2 -4F ) a la derecha de (5.5) es positiva, entonces 
la ecuacion (5.4) o la (5.5) es una ecuacion de una circunferencia con centro 

( D E\ _ 

en ! ~ 2 ’ ~ 2J y de radio r = k\D 1 + E 2 -4F. Si D 2 + E 2 -4F = 0, 


entonces ambos terminos de la izquierda son tambien cero de modo que 
el unico punto del conjunto es el punto ^ ’ Einalmente, si 
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D 2 + E 2 —4 F < 0, entonces el conjunto es nulo ya que ninguno de los 
terminos que estan a la izquierda de (5.5) puede ser negativo. 

5.6 Ejemplo. Encuentrese una ecuacion de la circunferencia que pasa por 
los puntos P, = (— 1,2), P 2 = (0, 0), yP 3 = (3, 0). 

Solution 1. Sustituyendo sucesivamente las coordenadas de estos puntos 
en la ecuacion 

x 2 +y 2 + Dx + Ey+ F = 0, 

obtenemos las tres ecuaciones 

1 +4-D + 2E+F =0 
0 + 0-l-04-0 + E = 0 
9 + 0 + 3D+0 + E = 0 

para la determinacion de D , E , y F. Resolviendo estas ecuaciones obtenemos 
F— 0, D = -3, E = -4. Asi pues, si hay una circunferencia que pase 
por los puntos prescritos tiene una ecuacion de la forma 

x 2 +y 2 — 3 a— 4y = 0 
(x-i) 2 + (y- 2) 2 = f + 4=y. 

Se verifica facilmente que esta circunferencia pasa por los tres puntos 
prescritos. Partiendo de la ultima forma vemos que la circunferencia tiene 
centro en (j, 2 ) y radio §. 

Solution 2. Sean C, y Z 2 las mediatrices de [P,, P 2 ] y [P 2 , P 3 ] respectiva- 
mente. Entonces £, pasa por Q 0 = +P 2 ) = ( _ i» •) Y es ortogonal a 

N = P 2 — P( = ( 1 , — 2). De donde una ecuacion de L, es N(P-Q 0 ) = 0 o 

x-2 y = -f. 

Analogamente, una ecuacion de SI 2 es (3,0 )-(x~ i,y) = 0 o 

v — i 
2 • 

El punto de interseccion de C, y Z 2 es x = y = 2 ( x + I) = 2. Asi pues, 
(|,2) es equidistante de los tres puntos P,, P 2 , y P 3 . Su distancia a 
p 2 = (0,0) es >/(£) +4 = f. Por tanto, una circunferencia de radio f y 
centro en (J, 2) pasa por los tres puntos P,,P 2 , y P 3 . Una ecuacion de 
esta circunferencia es 

(x-l) 2 +(y- 2) 2 - (|) 2 . 

Problemas 

1. Identifiquense las graficas de las siguientes ecuaciones: 

a) x 2 +y 2 =16 b) (.v + 3) 2 +(>-2 ) 2 = 12 

c) x 2 4 - y 2 +16 = 0 d) x 2 - 2 .v + >’ 2 = 0 

e) -Y 2 + 2,v+> -2 + 2v = - I /) 4.v 2 + 4 > ;2 — 4.y— 18y +2 = 0. 
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2. Encuentren.se las ecuaciones de las siguientes circunferencias y 
dibujense sus graficas: 

a) De radio 3 y centra en (4, — 2). 

b) De radio 4 y centro en el origen. 

c) De centro en (3, - 1) y pasando por (I, 4). 

d) Que pasa por (2, 3), (-2, 3), y (4, 5). 

e) De radio j y centro (3, - 1). 

/) Con centro en (4, f) y pasando por (- 1, -f). 
g) Que pasa por (2, -2), (6, 0), y (0, 2). 

/;) Que circunscribe el triangulo cuyos lados son las rectas 

2x + 3y~13 = 0, 2x-y-l = 0, 2x+y~3 = 0. 

3. Determinense las circunferencias que pasan por los puntos ( — a 01 

y {a, 0). ’ 

4. Encuentrense los puntos de interseccion de la circunferencia de 
radio 5 y centro en el origen con las siguientes rectas: 

a) {(/, f+5)}. 

b) La recta que pasa por los puntos (1, 1) y (0, 1). 

c) La recta de pendiente -f que pasa por el punto (1,7). 

d) La recta que pasa por el punto (0,6) paralela al vector (10, —6). 

Compruebense sus resultados graficamente. 


6. LA PARABOLA 

6.1 Definition. Una parabola es el conjunto de todos los puntos que 
equidistan de una recta fija y de un punto fijo que no esta sobre la recta fija. 

La recta fija se llama directriz de la parabola y el punto fijo se llama 
foco. Sea la directriz la recta £ de la figura 11 y sea F el foco. La recta que 
pasa por F ortogonal a £ se llama eje de la parabola. El punto donde el 
conjunto intersecta al eje se llama vertice. El vertice, V, esta situado sobre 
el eje a medio camino entre el foco y el punto de interseccion del eje con la 
directriz. 

Sea F —V = pu donde u = (tt 1; n 2 ) es un vector unitario paralelo a 
F — V; es decir, |uj = ^/mj 2 + u 2 2 = 1. Entonces F = V+/?u y el eje y la 
directriz se intersectan en \-pu. La directriz es la recta 

£ = {QIQ = y—pu+y' u 1 , y'eR}. 

Correspondiendo a cada punto P de R 2 hay numeros unicos x' y y' tales que 

P = V + x'u+j'u 1 . 
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FIGURA 11 


El punto P esta sobre la parabola si y solo si 
6.2 rf(P,C) = |P—F| 

donde d(P, C) es la distancia de P a L Ahora bien 

rf(P.C) = \p + x'\ 

y 

| P — F| = |(V + Jc'u + /u 1 )-(V+pu)| = |(x'-p)iH-/u 1 |. 
De donde, la ecuacion (6.2), se hace 

\p + x'\ = |(x'-p)u + /u 1 | 


o 

W+p\ = yf(x’-p) 2 +y ,2 ~ 
Elevando al cuadrado y simplificando, obtenemos 


y' 2 = 4px' 


o 



De donde si P es un punto sobre la parabola, entonces P satisface la ecuacion 
vectorial 
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Reciprocamente, si P satisface la ecuacion (6.3), tenemos 


d(P, t) = [p + .x'l 


P 



I P F | = 


V + -— u + y' u 1 — V - pu 

4 P 


4p 


— p u + j/'u' 


V a -4p 2 V 1 /2 _ / / 4 -8p 2 / 2 +16p 4 +16p 2 / 2 

4p / V 16 p 2 




de modo que P esta sobre !a parabola. Asi pues, la ecuacion (6.3) es una 
ecuacion vectorial de hi parabola. 

Si u = (1,0), entonces el eje de la parabola es paralelo al eje X. Para 
P = (x, y) y V = ( h , A), obtenemos 

P-V = (x — h, y — k) = -— (1,0)+ v'(0, \) = (—, 

4 p \4p 

De donde 


6.4 


son ecuaciones parametricas y 


v — -— + 
4 P 

>’ = y' + A 


,v' 


x — h 


y 

4 P 


(v-k) 2 

4 P 


o 


6-5 (y-k) 2 = 4 p(x — h) 

es una ecuacion (irnplicita) de la parabola con eje paralelo al eje X , vertice 
V = (/?, A'), foco F = V +pu = ( h+p , A), y directriz .y — h = —p. El vector 
F —V = pu = (p, 0), de modo que si p > 0 el foco esta a la derecha del 
vertice y la parabola se abre a la derecha. Si p < 0, el foco esta a la derecha 
del vertice y la parabola se abre hacia la izquierda. 
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Si u = (0, 1), el eje de la parabola es paralelo al eje Y. Entonces 


P-V = (. x -h,y-k ) = — (0, !) + /(-!,0) = 
4 p 



De donde 

6.6 


x = —y’ + h 

y ' 2 

y = — + k 
4 P 



(x-h ) 2 
4 p 


o 

6.7 (x-/r) 2 = 4 p(y-k) 

es una ecuacion (implicita) de la parabola con eje paralelo al eje Y, vertice 
V = (h, k), foco F = V+pu = (h, k+p), y directriz y—k = —p. El vector 
F-V = pa = (0, /?) de modo que si p > 0 el foco esta por encima del 
vertice y la parabola se abre hacia arriba. Si p < 0, el foco esta debajo 
del vertice y la parabola se abre hacia abajo. Estos resultados se tabulan en 
el resumen de la pagina 261. 

Problemas 

1. Identifiquense y dibujense las graficas de las siguientes ecuaciones: 

a) (x-2) 2 = 4(y+ 1) b) (y + 3) 2 = 6 (jc-2) 

c) (y-3) 2 = 5(x + 2) d) (*-6) 2 = 3(j-2) 

e) x 2 — 4x — y + 3 = 0 /) y 2 — 6x + 6y+15 = 0 

g) 3x 2 + 3y 2 + 12y + 8 =0 h) 4x 2 -8x-3y-2 = 0 

/) 20x 2 +20x —8_y+ 13 = 0 j) 9y 2 ~ I8x-6y~8 = 0 
k) 3/ —4x+12/+16 = 0 I) 4x 2 +4y 2 ~8x-4y-3 = 0. 

2. Encuentrense las ecuaciones de las siguientes parabolas y dibujense 
sus graficas. Sobre cada una de las graficas muestrese el vertice y el foco, 
dando sus coordenadas y muestrese la directriz, dando su ecuacion: 

a) Con vertice (2, 3) y foco (2, — 5). 

b) Con vertice (5, 2) y foco (7, 2). 

c) Con directriz y = 5 y foco (7, —2). 

d) Con directriz x = — 2 y vertice (5, — 1). 

3. Encuentrese una ecuacion del siguiente conjunto y dibujense todos los 
puntos equidistantes de la recta x = 5 y el punto (2, — 1). 
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4. a) ^Una parabola con eje paralelo al eje X es la grafica de una 
funcion real de variable real? ^Por que? 

b) qUna parabola con eje paralelo al eje Les la grafica de una funcion real 
de variable real? <,Es la grafica de una funcion uni valente? ^Porque? 


5. Pruebese que la grafica de la funcion / = al 2 + 2bf + c (a 0) es la 

b b 2 1 


parabola con foco 


+ . 
a 4 a 


y directriz 


y = 


c- — - _L 

a 4a 


6. Proporcionense ecuaciones parametricas para la parabola con 


a) 

b) 

c) 

d) 


V = (0,0), p = j2, u= -L(l, I) 

V2 

V = (0, 0), p = ^2, u = ( t , - 1) 

V = (2, 3), p = 5, u = (f, f) 

V = (5,2), P = -3, U = (A.||). 


7. Identifiquense los conjuntos 

a) {(2pt, pt 2 )\teR) 

b) {(pt 2 ,2pt)\teR} 

c) {(t 2 ~2t,t 2 + 2t)\teR} 

d) {( t 2 + 2t , -r 2 + 2r)|/ e R} 

e) {(2 + 3? 2 —8/, 3 + 4/ 2 + 6?)|/eR} 

/) {(3 — 3r 2 + 8r, 4—4/ 2 —6r)|reR}. 

8. La cuerda de una parabola que pasa por el foco y que es perpendicular 
al eje se llama lado recto o cuerda focal.' 

a) Demuestrese que la longitud de la cuerda focal es |4 p\. 

b) Usando el mismo sistema de ejes en todos los casos, dibujense las 
graficas de y 2 = 4 px para p = I, 2, 3, 4. 


7. LA ELIPSE 

7.1 Definicion. Una elipse es el conjunto de todos los puntos con la 
propiedad de que la suma de las distances de los puntos del conjunto a dos 
puntos fijos dados es una constante. 

1 El t^rmino “cuerda focal” suele usarse en la literatura para cualquier cuerda de 
la parabola que pase por el foco. [N. del T.] 
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Los puntos fijos F, y F 2 se llaman focos. Las intersecciones V, y V 2 , 
del conjunto con la recta que pasa por los focos se llaman vertices, y el 
punto medio F 0 = i(F,+F 2 ) del segmento [F,,FJ se llama centra de la 
elipse (figura 12). 

Sea F 2 -F 0 = -L(F 2 -F,) = cu, donde u es un vector umtario en la 
direccion de F 2 -F,. Para cada punto P de R 2 hay numeros unicos x' y / 
tales que 

P = F 0 + x' u + y' u x . 

El punto P esta sobre la elipse si y solo si 

|P-F,| + |P-F 2 | = 2 a (a> c). 


Ahora bien 

p_F, = (F 0 + jc'u + /u j -)-(F 0 -cu) = (x' + cJuA/u 1 


P —F 2 = (F 0 + x'u+/u 1 )-(F 0 + cu) = (.v'-cOu + j-'u 1 . 



Luego P esta en la elipse si y solo si 

|P-F,| + |P-F 2 | = y fix r +c) 2 +y' £ + J{x’-c) 2 +y" = 2 a. 

Sustrayendo el segundo radical de ambos miembros y elevando al cuadrado, 
tenemos 

,v' 2 + 2a :'c+c 2 +y‘ 2 = 4 a 2 - 4 aJ(x'-c) z +y' 2 + x ,2 -2x'c + c 2 +y 2 ' 


o _ 

4 (x'c-a 2 ) = — 4 a J(x' — c) 2 + y' 2 . 
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Elevando de nuevo al cuadrado y simplificando, tenemos 
(a 2 -c 2 )x' 2 +a 2 y' 2 = a 2 (a 2 -c 2 ). 

Como a > c, cr-c 2 > 0 y podemos dividir por el termino a la derecha: 


7.2 


C + _/l 
2 2 2 
a a ~c 


Por simplicidad representamos por b al numero pcsitivo que verifica 

a 2 -c 2 = b 2 (b > 0). 

Obtenemos entonces 


7.3 


v ' 2 ,/ 2 

p = F 0 + x'u+ y' u 1 donde : -h — 

a 2 b 2 


1 


como una ecuacion de una elipse con centro en F 0 y con eje paralelo al 
vector u. Si c = 0 (a = b), entonces la elipse es una circunferencia de 
radio a. 

Cada punto de la elipse es una solucion de la ecuacion (7.3). Recipro- 
camente, como ahora mostraremos, toda solucion de la ecuacion (7.3) se 
encuentra sobre la elipse. 

De (7.2) se deduce 

,.'2S 


De donde 


y ' 2 = ( « 2 -c 2 )( 1 - -y). 

a 


IF* F 1 1 = |(x' + c)u + /u i J = v /(x' + c) 2 +v' : 


= (x’ + c) 2 + (a 2 -c 2 )l 1 



ya que c < a 


y |jc'| ^ a. Ademas 

l p -F 2 | = |(A-'-c)u + y'u i | = ^'(x’-cf+y' 2 
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Por tanto 


x c x c 

|P —Fj| + |P —F 2 | = fl+ — + a- — = 2a 


x c 
a 


y P se encuentra sobre la elipse. 

Partiendo de la ecuacion (7.3) podemos establecer algunas propiedades 
de la elipse (figura 12). Los numeros x\y' son coordenadas de puntos 
respecto a ejes X', V con origen en el centra de la elipse y u como direccion 
positiva para el eie X'. De la ecuacion 

*2l + £ = , 


se deduce facilmente que la grafica es simetrica con respecto tanto a 
eie X' como al eje Y' y, por tanto, tambien con respecto al centro. En 
realidad, esta es la razon por la que el punto medio del segmento que une los 
focos se llama centro. Las intercepciones con X' son ±a de modo que 
los vertices son V, = F 0 -«u y V 2 = ¥ 0 + au. El segmento [V,, V 2 ] tiene 
como longitud |V 2 -V,| = 2a y se llama eje mayor. Las intercepciones 
con Y\ ±b, localizan los puntos B, = ¥ 0 -bu y B 2 - F 0 + au . E 
segmento [B,, B 2 ], llamado eje menor, tiene longitud 2b. 

Si u = (1,0), entonces los focos estan en una recta paralela al eje X. 
Para P = (x, y) y F 0 = (h, k), obtenemos 

P —F 0 = (x — h, y—k) = .v'(L 0)+j''(0, 1) = ( x',y j 

x' 2 v' 2 

donde — + ^— = 1. De donde 
a 2 b 2 


7.4 


{x-hf , (v-kf _ , 

' . 7 



FIGURA 13 
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es una ecuacion (impiicita) de la eiipse con centro F 0 = (A, A) y con focos 
sobre una recta paralela al eje X (figura 13). En particular, si el centro 
F 0 = (.A, A) esta en el origen, la ecuacion (7.4) toma la forma 


7.5 



La eiipse especificada por la ecuacion (7.4) tiene centro F 0 = (h, A), 
focos F, = F 0 — ru = (h-c. A) y F 2 = F 0 + cu = (h+c. A), vertices 
— Fq —ou = (A —a, A) y V 2 = F'q + cui = (A + A.A), y extremos del eje 
men or B, = Fo-Au 1 = (A, k-h)y B 2 = Fq+Au 1 = ( h,k+b ). Para el caso 
especial del centro en el origen, ecuacion (7.5), tenemos (A, A) = (0, 0). 

Dada una ecuacion de la forma (7.4), puede localizarse facilmente el 
centro F 0 , los vertices V, y V 2 , y los extremos del eje menor Bj y B 2 . Los 
focos pueden localizarse observando que (figura 13) 

! B 2 ~ F 2 | = | F 0 -f Au 1 — F 0 — cu| = sjb 2 + c 2 = a. 

Si u — (0, 1) en la ecuacion (7.3), los focos de la eiipse estan sobre 
una recta paralela al eje Y. Tomando P = (x, y) y F 0 = (A, A) como 
antes, obtenemos 

P-F 0 = (a— A ,y — k) = ,v'(0, !)+>■'(-1,0) = (~y\x r ) 

X ' 2 v ' 2 

donde — + = 1. De donde 

a 2 b 2 

7.6 + (v ~ /;)2 = 1 

a 2 lr 

es una ecuacion de la eiipse con centro en F 0 = (A, A), focos 

F i = F 0 -ru = (A, A — c) y F 2 = F 0 + cu = (A, A + c), 

vertices V, = F 0 — uu = (A, A— a) y V 2 = F 0 +au = (A, k+a), y extremos 
del eje menor B, = Fq-Au 1 = (A + A, A) y B 2 = Fq + Au 1 = (A-A, A). En 
particular, si el centro F 0 = (A, A) esta en el origen, la ecuacion (7.6) toma 
la forma 


7.8 Ejemplo. Encuentrese una ecuacion impiicita de la eiipse con vertices 
en ( — 1, 3) y (5, 5) y un foco en (- 2 - 5 -, - 2 S } ) y dibujese la eiipse. 
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Solucion. Para poder usar la ecuacion (7.3) deben encontrarse a, b, F 0 , 
y u. Resolvemos 

P = (x,y) = F 0 + x' u +y' u 1 
para x', y' y sustituimos en 



Tenemos, V, = (-1, -3), V 2 = (5,5) y F 2 = (figura 14). 

Entonces 

Fo = i(V,+V 2 ) = (2, 1); 

cu = F 2 -F 0 = (^-2,-V-1) = (¥,¥) = 4(|, f) 
donde c = 4, u = (|, f); y . 

a = |V 2 -F 0 | = |(5-2, 5- 1)| = = 5. 

Finalmentei = yja 2 — c 2 = x /5 2 —4 2 = 3. De donde 

P = (x,y) = (2, l) + x'(t,f)+/(-f,f) 

= (2 + |(3x'-4j'), I+l(4x' + 3j')) 


o 


x = 24-i(3x' —4y') 
y = 1 + |(4x' + 3/). 
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Resolviendo para .v', y', tenemos 

\x' = j(3x + 4y— 10) 

1 / = i( —4x + 3 y + 5). 

De donde 

y^_ _ (3x + 4y-10) 2 (—4.v + 3j’ + 5) 2 

25 9 625 225 


o 

481 .x; 2 —384x>* + 369j> 2 — 1540^+30^ — 4100 = 0. 


Problemas 


1. ldentifiquense y dibujense las graficas de las siguientes ecuaciones: 




a 2 v 2 
b) — + - 
9 16 


c) 


U-l) 2 (>' + 2) 2 

169 144 


(-v + 3) 2 + (r-4) 2 = j 
25 25 


e) 25x 2 +16/+100.v-96y-156 = 0 
/) 4x 2 — 4x —24j’ —47 = 0 
g) 4x 2 + 12>’ 2 — 4.V + 36}’— 11 =0 
ft) 8x 2 + 9y 2 + 24x+l2y+l0 = 0 

i) 9a 2 + 9_} 2 + 36.v— 12>’+ 15 = 0 

j) 25x 2 + I2y 2 + 20x—\2y — 4 = 0. 

2. Encuentrense las ecuaciones de las siguientes elipses y dibujense las 
elipses. Sobre la grafica muestrense el centro, los focos, los vertices, y los 
extremos del eje menor, dando sus coordenadas: 

a) Con vertices en (1,4) y (9, 4), y semieje menor igual a 2. 

b) Con centro en (1, -4), vertice en (1, 1), pasando por (2, -1). 

c) Con centro en (2, 0), un foco en (5, 0), y un vertice en (-3, 0). 

d) Con focos en (— 1,2) y (1,2) y un vertice en (2, 2). 

e) Con vertices en (1,4) y (9, 10), y semieje menor igual a 2. 

/) Con centro en (2, 3), un foco en ( 2 ^-, un vertice en (6, 6). 

g) Con focos en ( — 7, — 10) y (3, 14) y un vertice en (4, ^f). 

h ) Con focos en ( — 7, -8) y (17, 2) y semieje menor igual a 5. 

3. Encuentrese una ecuacion de cada uno de los siguientes conjuntos y 
dibujense: 

a) Todos los puntos P = (x, y) tales que la distancia de P a (1, 2) es dos 
tercios de la distancia de P a la recta y = 7. 
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bj Todos los puntos P = (x, y) tales que la suma de las distancias de P 
a los puntos ( —3, 2) y ( —3, 6) es 6. 

4. La cuerda de una elipse que pasa por un foco y es perpendicular al 
eje mayor se llama lado recto o cuerda focal. 1 Demuestrese que la longitud 
del lado recto es 2 b 2 1 a. 

5. Encuentrese una ecuacion del conjunto de todos los puntos cuya 
distancia al punto ( ae , 0) es e veces su distancia a la recta x = aje. Demues¬ 
trese que si 0 < e < 1, el conjunto es una elipse. El numero e se llama 
excentricidad de la elipse. 


8. LA HIPERBOLA 

8.1 Definition. Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos con la 
propiedad de que la diferencia de las distancias de los puntos del conjunto a 
dos puntos fijos dados es, en valor absoluto, una constante. 

Los puntos fijos F, y F 2 se llaman focos. Las intersecciones V t y V 2 del 
conjunto con la recta que pasa por los focos se llaman vertices , y el punto 
medio F 0 = ^(F, + F 2 ) del segmento [F,, F 2 ] se llama centro de la hiperbola 
(figura 15). 



De nuevo, como hicimos en el caso de la elipse, hacemos 
F 2 -F 0 = i(F 2 —Fj) = cu 

donde u es un vector unitario en la direction de F 2 — F ( . Para cada punto 
P de R 2 hay numeros unicos x' y y' tales que P = F 0 + x’ u +y' iD. El punto P 

1 El termino “cuerda focal” suele emplearse en la literature para designar a cualquier 
cuerda de la elipse que pase por un foco. [N. del T.] 
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esta sobre la hiperbola si y solo si 

11P — F, [ — 1 P — F 2 | | = 2a (0 <a<c). 


Ahora bien 


P-F, = (.v' + c) u +>■' u 


y 


P —F 2 = (.v'-c)u +v'u 1 . 


De donde P esta sobre la hiperbola si y solo si 

||P —F,| — |P —F 2 || = | v V + <’) 2 +/ 2 -V(-v'-c) il +/' ! | = 2a. 

Operaciones similares a las usadas para obtener la ecuacion (7.2) para la 
elipse nos dan la ecuacion 


Esta es la misma ecuacion que la ecuacion (7.2) para la elipse, pero, en este 
caso, como c > a > 0, a 2 — c 2 < 0. Para obtener una expresion mas 
sencilla definimos el numero positive b por 

a 2 — c 2 = —b 2 (b > 0) 


y obtenemos 

- ,2 ,' 2 

8.3 P = F 0 + x' u + r' u x donde ^= 1 . 

a~ b 

La ecuacion (8.3) es una ecuacion de una hiperbola con centro en F 0 y con 
eje paralegal vector u. 

Cada punto sobre la hiperbola es una solucion de la ecuacion (8.3). 
Reclprocamente, como ahora mostraremos, cada solucion de la ecua¬ 
cion (8.3) se encuentra sobre la hiperbola. Segun la ecuacion (8.2), tenemos 

De donde 

|P — F, | = |(x' + c)u + y U 1 ! = s /{x' + c) 2 +y' 2 
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A si pues, en todos los casos ||P — F,| — |P — F 2 || = 2 a. y P se encuenlra 
sobre la hiperbola. 

Basandoaos en la ecuacion (8.3) establecemos algunas de las propiedades 
de la hiperbola (figlira 15). Los numeros .v', y' son coordenadas de puntos 
respecto a los ejes A", Y’ con origen en el centro de la hiperbola y la 
direccion del vector u como direccion positiva del eje X. De la ecuacion 



se deduce facilmente que la grafica es simelrica con respecto tanto al eje X' 
como al eje Y' y, por tanto, tambien con respecto al centro. Las 
A"-intercepciones son ±ct de modo que los vertices son V, = F 0 —«u y 
V 2 = F 0 + «u. El segmento [V, , V 2 ] de longitud 2 a se llama eje transversal. 
El segmento [B,. B,] sobre el eje Y' de longitud 2 h con punto medio cn cl 
centro de la hiperbola sc llama eje conjuyculo. En el caso de la hiperbola 
estos ejes no se llaman mayor y menor ya que podemos tener igual h ^ a 
que b < a. 
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Si u = (1,0) entonces los focos estan sobre una recta paralela al eje X. 
Para P = (x, y) y F 0 = ( h , k), obtenemos 

P-F 0 = (x h, y k) = x’(\, 0)+y'(0, I) = {x',y') 

x' 2 y' 2 

donde ——-- = 1. De donde 

a 2 b 2 

8.4 (x-h) 2 _ ( y-k ) 2 _ 

a 2 b 2 

es una ecuacion de una hiperbola con centro F 0 = (h, k) y con los focos 
sobre una recta paralela al eje X (figura 16). En particular, si el centro 



F 0 = (h, k ) esta en el origen, la ecuacion (8.4) se hace 


8.5 



= 1 . 


Dada una ecuacion de la forma (8.4), pueden facilmente localizarse el 
centro F 0 , los vertices V,yV 2 ,y los extremos del eje conjugado B 2 y B 2 . 
Los focos pueden localizarse observando que (figura 16) 

c = yja 2 + b 2 . 

Las rectas y — k = + ~(x—h) se llaman asintotas de la hiperbola cuya 
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ecuacion es (8.4). Resolviendo (8.4) para y — k, tenemos 

y-k = + - x /(x — hf -a 2 . 

a 

Si restringimos la discusion a la porcion del piano donde x — h> 0 y 
y — k > 0, entonces 

y—k — - sj(x-h) 2 -a 2 . 

a 

Sea P = (.v, y) un punto sobre la hiperbola donde x — h > 0, y — k > 0 y 

b 

sea Q = (^, >'i) el punto sobre la recta y — k =-(x — h) directamente 
sobre P. Entonces 

[Q — P| = y\-y = - L(x-h)~ v /(x-/i) 2 -a 2 ] . 
a 


Multiplicando y dividiendo por (a — h)+ s /{x — h)* — a 2 , obtenemos 


IQ-PI = 


x — h + v (x — h) 2 — a* 


y |Q — P| puede hacerse arbitrariamente pequeno tomando x-h suliciente- 
mente grande. Por simetrla, puede verse que la hiperbola se aproxima a las 
aslntotas en las otras porciones del piano en forma similar. 

Para construir las asintotas de la hiperbola (figura 16), solo se necesita 
construir el rectangulo que tiene lados de longitud 2a y 2b paralelos a los 
ejes X y Y respectivamente, y con su centro en F 0 . Las asintotas son las 
rectas 

£, = {PIP = F 0 + r(fl,A)} 
y 

ll 2 = {PIP = F 0 + t(a, -/>)}. 

Estas son las rectas que contienen a las diagonales del rectangulo que 
acabamos de mencionar. La longitud de media diagonal es la distancia del 
centra a un foco: c — x la 2 + b 2 . 

Si u = (0, 1) en la ecuacion (8.3) los focos estan sobre una recta paralela 
al eje Y. Tomando P = (x, y) y F 0 = (h, k) como anteriormente, obtenemos 

P —F 0 = { x -h, y-k) = x'{0, !) + /(- 1,0) = (->■’, x') 

x ' 2 y ' 2 

donde-— 1. De donde 

a 2 b 2 
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8.6 


y-k) 2 (x-h) 2 

L 2 


es una ecuacion de la hiperbola con centro F 0 = (/;, A), focos 

Fi = F 0 —cu = (/;, k—c) y F 2 = F 0 + cu = ( h , k + c), 

vertices V, — F 0 — au — (h,k—a) y V 2 = F 0 + r/u = ( h,k+a ), y extremos 
de los ejes conjugados 

B, = F 0 -bu l = (h + b,k) y B 2 = F c) + bu 1 = (h-b,k). 

Las asintotas son las rectas y—k = + - (x-h). En particular, si el centro 
F 0 = (h. A) esta en el origen, la ecuacion (8.6) toma la forma 

8.7 z! _ -l! _ , 

a 2 b 2 


Dos hiperbolas que tienen las mismas asintotas y sus ejes transversos 
y conjugados intercambiados se llaman hiperbolas conjugadas. Asi pues, 

z! _ / _ , r .v 2 , 

cr b 2 y b 2 u 2 

son las ecuaciones de un par de hiperbolas conjugadas. 

Problemas 

1. Identifiquense y dibujense las graficas de las siguientes ecuaciones, 
senalandose cuando proceda el centro,-vertices, focos, y asintotas: 


9 4 


9 4 


(y-2) 2 

(,Y+ 1)2 . 

, (v —3) 2 (>’— 5) 2 

25 

5 

8 7 

(x-l) 2 

+ °’ +1)2 =l 

f) (*~5) 2 j (>’ + 4) 2 

16 

9 

9 9 


g) 9 x 2 —16y 2 + 144,y + 32y+ 79 = 0 

h) 4.r 2 —9>- 2 +4 .v+ 18>> —44 = 0 

i) 16>’ 2 —4.v 2 +4.V + 48 j—i =0 

j) 3.v + 5y + 2 = 0 

A) 3,v 2 + 3 r 2 + 6.v—15)’+16 = 0 
I) 5x 2 -4y 2 -l5x-6y+l0 = 0. 
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2. Encuentrense las ecuaciones de las siguientes hiperbolas y dibujense 
sus graficas. Senalense en las graficas el centro, los focos, los vertices, y 
las asintotas, dando sus coordenadas o ecuaciones. 

a) Vertices en (-4, 0) y (4, 0) y semieje conjugado igual a 3. 

b) Focos en (0, 5) y (0, -5) y un vertice en (0, 3). 

c) Centro en el origen, un vertice en (0, 2), y semieje conjugado igual a 5. 

d) Un foco en (0, 13), un vertice en (0, -5), y semieje conjugado igual 
a 12. 

e) Vertices en (5, 4) y (-3, 4) y un foco en (7, 4). 

/) Vertices (1,4) y (9, 4), semieje conjugado igual a 2. _ 

g) Centro en (1, —4), un vertice en (1, 1), y un foco en (1, ^29 — 4). 

h) Focos en (-3, 0) y (7, 0) y semieje conjugado igual a 3. 

3. Encuentrese cada una de las hiperbolas conjugadas a las del 
problema 2. 

4. Encuentrese una ecuacion para cada uno de los siguientes conjuntos. 
Dibujese cada uno de ellos. 

a) Todos los puntos P = (x, y) tales que la distancia de P a (1,2) es 
igual a tres medios de la distancia de P a la recta y = 7. 

b) Todos los puntos P = (x, y) tales que la diferencia de las distancias 
de P a los puntos (-3, 2) y (-3, 6) es ±3. 

5. La cuerda de una hiperbola que pasa por un foco y es perpendicular 
al eje transverso se llama lado recto o cuerda focal.' Demuestrese que la 
longitud del lado recto de la hiperbola (8.4) es 2b 2 la. 

6. Demuestrese que el conjunto de puntos del problema 5 de la seccion 7 
(pag. 243) es una hiperbola si e > 1. 

7. a) Demuestrese, mediante la aplicacion de la rotacion de coordenadas 

(x, y) = x'u + y'u 1 , u = —(1,1). 

v'2 

que xy = c (c / 0) es la ecuacion de una hiperbola. 
b) Dibujese la grafica de xy - 4. 

9. REDUCCION DE UNA FORMA CUADRATICA 
A LA FORMA DIAGONAL 

La ecuacion cuadratica mas general en x y y puede escribirse asi: 

9.1 Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 + 2Dx+2Ey+F — 0 

1 Tambien en este caso es habitual que por “cuerda focal se entienda una cuerda 
cualquiera que pase por un foco. [N. delT.] 
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donde A, B , y C no son todos cero. Deseamos demostrar que la grafica de 
una ecuacion cualquiera de tal tipo, si no es el conjunto nulo, es una seccion 
conica —elipse, parabola o hiperbola— o algun caso degenerado de una 
seccion conica. Antes de hacer esto, discutiremos el problema de la reduccion 
de la forma cuadratica 

9.2 Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 

a la forma diagonal 

A'x' 2 + C'y' 2 

por medio de una rotacion de coordenadas. 

Consideremos la rotacion de coordenadas 


(x,y) - U(x',y') = x'a + y'u 1 . 

Tenemos 

x = x' —y'u 2 
y = x'u 2 +y'u l 

y de aqui 

Ax 2 + 2Bxy+ Cy 2 = A' x' 2 + 2B' x' y' + C' y' 2 

donde 

A' = A + 2u l u 2 B+u 2 2 C = u-(m, A + u 2 B, u, B + u 2 C), 

B' = u l 2 B+u 1 u 2 (C-A)-u 2 2 B = u 1 -( Ul A + u 2 B, u,B + u 2 C), 
C = u 2 C—2u\ u 2 B + u 2 2 A = u 1 -(-u 2 A+u 1 B, -u 2 B + u 1 C). 
Si definimos 


L{x,y) = ( xA+yB, xB + yC) = x(A, B)+y(B, C) 

podemos expresar los coeficientes A', B', y C' en la forma 

9-3 A' - u-L(u), B' = u i -L(u), C' = u i -L(u 1 ). 

De acuerdo con (9.3) vemos que B' = 0 si y solo si L(u) es paralela a u, es 
decir, si y solo si para algun numero real A, 

9.4 L(u) = ;.u. 


9.5 Ejemplo. Por medio de una rotacion de coordenadas, reduzcase 

7x 2 + 2y/3xy + 5y 2 

a la forma diagonal. 


Solucion. Tenemos (A, B) = (7, ^3) y ( B , C) = (/3, 5). De donde 
L(u) = Hl (7, V3) + « 2 (>/3, 5). 
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Desearr.os encontrar una u tal que para algun numero real A, u satisfaga (9.4). 
Es decir, 

(7u, + sj3u 2 , v '3 u , + 5u 2 ) — (Awi, Au 2 ) 
o 

| (7 — A)u, + y/3u 2 = 0 
j^/31/, + (5 —A) u 2 = 0. 

Este par de ecuaciones homogeneas tiene una solution no trivial si y solo si 
(7-A)(5-A)- v '3 V3 = 0, 

A 2 — 12A + 32 = 0, 

(A —8)(A —4) = 0. 

Tomando A = 8, la primera de las ecuaciones (9.6) se hace 
(7 —8)u, 4 - n /3u 2 = (-1, V3)‘U = 0. 

Una solucion de esta ecuacion es 

u = i(V3, 1). 

Es facil verificar que esta es tambien una solucion de la segunda de las 
ecuaciones (9.6) con A = 8. 

La rotation de coordenadas buscada es, entonces, 

(x, y) = x'u + j/u 1 = ■i( N /3x' — y', x' + ^jSy'). 

Tenemos 

L(u) = Ui(A, B) + u 2 (B, C) = (7, x /3) + -( N /3, 5) 

= (4 V 3,4) 

y 

L(u x ) = ( — 2, 2yj3). 

De donde, de acuerdo con (9.3), tenemos 

A' = u• L(u) = i(V3, l)-(4 v / 3,4) = 2(3 + 1) = 8, 

B' = u x • L(u) = 4(- 1, V3)• (4y'3, 4) = 0, 

C' = u x ■ L(u J ") = K-l, V3)’(-2,2V3) = 4. 

La reduccion a la forma diagonal es 

1 x 1 + 2yf?>xy + 5y 2 = 8x' 2 +4 y' 2 . 
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Si hubiesemos tornado A = 4, habriamos obtenido u = ^(— I /3). 
Esta es la u~ de la discusion previa. La correspondiente forma diagonal 
es 4,v' 2 + 8>>' 2 . 

Volviendo al problema general, vemos que la ecuacion (9.4) es equivalente 
a 

L(u) = u , (A, B) + u 2 (B, C) = A(w,, u 2 ) 
o 


9 - 7 u t (A-A, B) + u 2 (B, C-A) = 0. 

La ecuacion vectorial (9.7) es equivalente al par de ecuaciones 


9.8 


u l (A-A) + u 2 B = u - (A — A, B) = 0 
"i B + u 2 (C-A) = u (B, C-A) = 0. 


La ecuacion (9.7) [o las ecuaciones (9.8)] tiene soluciones no triviales si y 
solo si u es ortogonal tanto a (A-A, B) como a ( B , C-A), es decir, 
si y solo si (d-A, 5) y (B, C-A) son paralelos (linealmente dependientes). 
Estos dos vectores son paralelos si y solo si 


(A-A, B) 1 (B, C-A ) = -B 2 + (.4-A) (C-A) 

99 = A 2 -(d + C)A-(B 2 -dC) = 0. 

Pero 


9.10 

donde 


9.11 


A 2 — (A + C)A — (B 2 — AC) = (A — A,) (A — X 2 ) 


A + C- x (A+C) 2 + 4(B 2 -AC) 
2 


A + C- x '\A-C) 2 + 4B 2 
2 

A + C + x / r (A+C) 2 +4(B 2 -AC~) 
2 

A + C+^/(A-C) 2 + 4B 2 
2 


Como (A —C) 2 + 4B 2 ^ 0, las raices A,, A 2 de la ecuacion (9.9) son numeros 
reales. La ecuacion (9.9) se llama ecuacion caracteristica de la forma cua- 
dratica, y sus raices A t , a 2 se llaman raices caracteristicas de la forma 
cuadratica. La ecuacion (9.4) tiene soluciones no triviales si y solo si 
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= A, o A = A 2 . Tomando A = A,, vemos, segun (9.8), que si elegimos el 
vector unitario u ortogonal a (/l - A,, B) (o (5, C- A,)), entonces u es una 
solucion de (9.4): 


L(u) = A, u. 


Entonces 

A' = u-L(u) = u(A,u) = A, 

B’ = u x L(u) = u ± -(A,u) = 0. 

Queremos mostrar que 

C' = A 2 . 

De la ecuacion (9.10) se deduce que 

9.12 A, +A 2 = A + C 

y 

9.13 —A,A 2 = B 2 -AC. 

De donde 

A 2 — A = C — Aj 

u 1 • (/! — A 2 , B) = -u-^-Aj.B) 1 = u (5, A 2 -/l) 

= u(.6, C— A,). 

Por tanto si u es una solucion de las ecuaciones (9.8) con A = A,, de ello 
se sigue que u 1 es una solucion de la primera de las ecuaciones (9.8) con 
A = A 2 , y como (A-X 2 ,B) y (B, C-X 2 ) son paralelas, u 1 es tambien una 
solucion de la segunda de las ecuaciones (9.8) con A - A 2 . Es decir, u es 
una solucion de la ecuacion (9.4) con A = A 2 : 

L( u A ) = A 2 u x 

C' = u x -L(u x ) = u i -(A 2 u 1 ) = A 2 . 

Hemos, con esto, establecido el siguiente teorema: 

9.14 Teorema. Toda forma cuadratica 

Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 

puede reducirse mediante una rotacion de coordenadas 
(x, y) = U(x',y') = *'u + /u x 

a una forma diagonal 

Aj x' 1 4- A 2 y' 2 
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donde A X ,A 2 son las raices de la ecuacion 

A 2 -(A + C)A-(B 2 -AC) = 0 
y u es un vector unitario ortogonal a (A—A,, B). 

9.15 Ejemplo. Por medio de una rotacion de coordenadas, reduzcase 

5x 2 + 24 xy— 5y 2 

a forma ^diagonal. 


Solucion. A — 5, B = 12, C = —5. La ecuacion caracteristica es 
A 2 -(A + C)A-(B 2 -AC) = 2 2 — (144 + 25) = A 2 -169 = 0. 
De donde A — +13. Sea A , = 13 y A 2 = — 13. Entonces 

(A—A,, B) = (5-13, 12) = (-8, 12) = -4(2, -3). 

Un vector unitario ortogonal a (2, —3) es 


Vl3 


(3,2). 


Por tanto, 


U, y) = U (x\ y') = — (3, 2) + -4= (- 2, 3) 


/13 


f \.3 


reduce la forma cuadratica a 

\3x' 2 -\3y' 2 . 


Problemas 

1. Por medio de una rotacion de coordenadas reduzcase cada una de 
las siguientes formas cuadraticas a forma diagonal. 

a) 23x 2 + 4^/~5xy + 22y 2 b) 3x 2 — 2^[3xy+5y 2 

c) 34x 2 — 24xy + 4l y 2 d) lx 2 + 4%xy — ly 2 

e) 9Sx 2 + 12xy + lly 2 f) 2x 2 + \2xy — ly 2 

g) 4x 2 + 4xy+y z h) 2^/6 xy—y 2 

i) 3l3x 2 — I20xy+ 194y 2 j) x 2 — 4xy+4y 2 . 


10. LA ECUACION CUADRATICA GENERAL 

Volvemos ahora a una discusion de la ecuacion cuadratica mas general 
10.1 Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 +2Dx + 2Ey + F = 0 
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donde A, 5, y C no son todos cero. Sabemos que la rotation de coordenadas 
(x, y) = U{x',y’) = x'u + Zu 1 
reduce la ecuacion (10.1) a 

10.2 A i x’ 2 + X 2 y' 2 + 2D' x' + 2E'y' + F' = 0 

donde A t , A 2 son las ralces caracteristicas de la forma cuadratica 
Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 es decir, A,, A 2 son ralces de la ecuacion caracterlstica 

10.3 X 2 — (A + C)X — (B 2 — AC) = 0, 

y u es un vector unitario ortogonal a. (A — X s , B). Los coeficientes D , E , y 
F' vienen dados por las relaciones 


10.4 


D' = u ,D + u 2 E = u (D, E) 

£' = - u 2 D + u l E = u 1 • (D, £) 
F’ = F. 


Hay tres casos a considerar: 1) A,, A 2 tienen el mismo signo, 2) una de las 
ralces es cero, y 3) A l5 A 2 tienen signos opuestos. Como l x X 2 = -(B -AC), 
estos tres casos se corresponden con (1) B 1 — AC < 0, (2) B —AC = 0, 
y (3) B 2 -AC > 0. 

Caso 1. B 2 -AC < 0. En este caso X x y A 2 tienen el mismo signo. 
Como Aj+A 2 = A + C y podemos suponer que /1 + C> 0 (si /1 + C<0se 
multiplica la ecuacion (10.1) por - 1), podemos suponer que las ralces A,, 
A 2 son positivas. Sea A t la menor de las dos ralces. Entonces, completando 
los cuadrados en la ecuacion (10.2), tenemos 


10.5 




+ *2 




_ D^_ E^_ 

A, A 2 


- F. 


D ’2 £'2 

la) Si — + — — F > 0, entonces, la ecuacion (10.5) es la ecuacion 
Aj A 2 

de una elipse con centro en j, - y eje mayor paralelo a a; es 

decir, el eje mayor esta sobre el eje X. Si A t = A 2 , entonces la elipse es una 
circunferencia con focos coincidentes con el centro. 

d >2 r '2 

1 b) Si — + — - F = 0, entonces la graiica de la ecuacion (10.5) 
X\ A 2 

( it 

consiste en un solo punto, el I — ^ ^ 

n/2 

1 c) Si — + ”—* — F < 0, entonces como los terminos del primer 
Aj A 2 
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miembro de la ecuacion (10.5) son no negativos para todo (x, /)eR 2 , no 
puede haber soluciones de la ecuacion (10.5) y la grafica es el coniunto 
nulo. 


(16) y (le) se consideran casos degenerados de la elipse. 

Caso 2. B — AC = 0. En este caso una de las raices caracterlsticas, 


que convenimos sea la 2,, es cero. 

2o) Si A = B = 0 y D ^ 0, completando el cuadrado en la ecua¬ 
cion (10.1), tenemos 


C 



F. 

= -2 Dx + — 
C 


- F. 


Esta es la ecuacion de una parabola con vertice en (- — — — — l 

\2DC 2D ’ C)' 

Notese que aqul y en (26), a continuacion, C # 0, ya que en una ecuacion 
cuadratica A, B , C no son todos cero. 

26) Si A = B = D = 0, tenemos 



F 


que es la ecuacion de un par de rectas horizontales si —;->0 la 

S'* Z v 


c 2 c 


ecuacion de una sola recta vertical si ^ = 0, y un conjunto vacio 


• F 

S1 c 2 ~ c < Todos ^ stos deberi considerarse casos degenerados de la 
parabola. 

2c) Si (A, B) ^ 0, la rotacion de coordenadas 

(x, y) = U(x\y’) = x’ u +y’ u 1 , 

donde u es un vector unitario ortogonal a (A, B), reduce la ecuacion (10.1) a 


A 2 y’ 2 + 2 D' x' + 2E'y’ + f = 0 


que ahora cae bajo el caso (2a) o (26) y es la ecuacion de una parabola con 
eje paralelo a u o un caso degenerado de la parabola. El eje de la parabola 
es el eje X’ y la directriz es paralela a (A, B). 

Caso 3. B 2 — AC > 0. En este caso 1, y X 2 tienen signos opuestos. 
Sea 2, positivo. De nuevo, como con la elipse, completando los cuadrados 
en la ecuacion (10.2) tenemos 


10.6 




+ x 2 [ y + 


_ txy e ' 2 

2 , 2 2 


- F. 
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D' 2 E' 2 

3 a) Si — + — — F > 0, (10.6) es la ecuacion de una hiperbola con 
centro en f - —, - y eje transversal paralelo a u. 


D' 2 E' 2 

3 b) Si — + : — — F < 0, (10.6) es la ecuacion de una hiperbola con 

Aj A 2 

centro en (- y eje conjugado paralelo a u. 


D' 2 E' 2 

3 c) Si — + -— - F = 0, (10.6) es la ecuacion de un par de rectas que 

A, A 2 


( &’ E\ 

— —, — —J. Estas rectas son las asintotas de las 

hiperbolas de (3d) y (35). Este caso esta considerado como un caso 
degenerado de la hiperbola. 

En lo que sigue, cuando hablamos de una elipse, parabola o hiperbola, 
queremos decir una elipse, parabola o hiperbola o uno de los casos 
degenerados de elipse, parabola o hiperbola, respectivamente. 

Podemos ahora resumir los resultados obtenidos para la ecuacion 
cuadratica general. 


10.7 Teorema. La ecuacion cuadratica 

Ax 2 + 2Bxy+Cy 2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 

es la ecuacion de una elipse si B 2 — AC < 0, una parabola si B 2 — AC = 0, 
y una hiperbola si B 2 — AC > 0. 

10.8 Ejemplo. Determinese la naturaleza de las graficas de las siguientes 
ecuaciones: 

a) lx 2 +4xy+5y 2 + 2x—y — 4 = 0 

b) 2x 2 + 9xy+5y 2 + 2x-y — 4 = 0 

c) 2x 2 + 8xy + &y 2 + 2x—y — 4 = 0. 

Solucion. a) B 2 -AC = 2 2 — (2) (5) = -6 < 0 y la grafica es una elipse 
o un caso degenerado de una elipse. 

b) B 2 — AC — (|) 2 -(2) (5) = > 0 y la grafica es una hiperbola o un 

caso degenerado de una hiperbola. 

c) B 2 — AC = 4 2 — (2) (8) = 0 y la grafica es una parabola o un caso 
degenerado de una parabola. 

10.9 Ejemplo. Dibujese la grafica de la primera ecuacion del ejemplo 10.8. 

Solucion. 2x 2 + 4xy+5y 2 + 2x-y-4 = 0 y A = 2, 5 = 2, C = 5. La 
ecuacion caracteristica es 

A 2 — (2 + 5) A — (4 —10) = A 2 —7A + 6 = 0. 
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Las ralces caracteristicas son A, = 1, X 2 = 6 y, por tanto, 

= ( 2 - 1 , 2 ) = ( 1 , 2 ). 

Podemos tomar 


(x, y) = U(x',y') = x'u+j/u 1 = 2, 1) + -^=(-1, 


1 


>/5 


(-2*'-/, x'-2/). 


La ecuacion transformada es 

A 1 jc' 2 + /1 2 / 2 + 2Z) , .v' + 2£''>■' + /■ = 0 

donde 


D' = u • (D, E) = —(— 2, 1) • | 1, --) = 

V5 V 2) 2 


V5 


Es decir 


E' = u 1 • (D, E) = — (-1, -2) ( 1, - r) = 0. 
v ' 


x' 2 + 6y' 2 — y/Sx'—4 = 0. 


Completando los cuadrados, obtenemos 

- V? 


2 1 
4 


+ = 1 
2 1 
24 


La grafica se muestra en la figura 17. 



258 Cap. 5 Grificas de ecuaciones 



Problemas 

1. Determinese la naturaleza de la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 

a ) 2x 2 + 4xy+5y 2 + 4x+l6y + 2 = 0 

b) 8x 2 + 8xy-ly 2 + 36y + 36 = 0 

c) 4x 2 +4y 2 — 8x—l6y—5 = 0 

d) 3x 2 + 2xy + 2y 2 + lOx = 0 

e) 2x 2 — 3xy—2y z + 3x+y — 0 

f) x 2 + 2xy+y 2 -4x+y-2 = 0 

g) 15x 2 ~lQxy + 5\y 2 +\80x- 188^—464 = 0 

h) x 2 — 2xy+y 2 -8x-8y — 0. 

2. Dibiijense las graficas de las siguientes ecuaciones: 

a) 8x 2 — \2xy+\ly 2 — 20 = 0 

b) 2x 2 — 3xy — 2y 2 —\0 = 0 

c) 8 jc 2 -3^j + 4^ 2 — 10 = 0 

d) 5x 2 -\-2 s f3xy + 3y 2 — 3 = 0 

e) x 2 -l0^/3xy+lly 2 + 16 = 0 
/) 3x 2 ~l0xy+3y 2 -32 = 0 

g) x 2 + 2xy+y 2 —4x+y—2 = 0 

h ) x 2 — 2xy+y 2 — 8x-8y = 0. 

11. PRO PIED AD COMUN DE LAS SECCIONES CONICAS 

En esta seccion demostramos que las conicas —elipse, parabola e 
hiperbola— comparten la propiedad comun de ser el conjunto de todos los 
puntos tales que la distancia a un punto fijo, un foco, es igual a un numero 
constante de veces la distancia a una recta fija, una directriz. Esta constante 
se llama excentricidad y se denota por e. Hemos usado ya esto como 
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propiedad definitoria de la parabola donde la excentricidad es I 
(definition 6.1, pag. 232). 

Escojamos como directriz la recta x = - d y como foco el origen 
(figura 18). Deseamos considerar el conjunto de todos los puntos P tales que 

11.1 ]P — 0| = e|P —Q| (e > 0) 

donde Q es la proyeccion ortogonal de P sobre la directriz x = -d. La 
ecuacion (11.1) es equivalente a 

(x 2 +j 2 ) I/2 = e\x + d\ ( e > 0 ). 

Elevando al cuadrado esta ecuacion, obtenemos 

11-2 x 2 +y 2 = e 2 (x + d) 2 ( e > 0 ). 


La ecuacion (11.2) es una ecuacion cuadratica con discriminante 
B 2 — AC= 0 —(1 —e 2 ) (1) = e 2 — 1 . El teorema 10.7 nos dice que una 
ecuacion cuadratica es la ecuacion de una elipse, parabola o hiperbola 
segun el discriminante sea negativo, cero o positivo, respectivamente. De 
donde tenemos: 

Si 0 < e < 1, la grafica de la ecuacion (11.2) es una elipse. 

Si e = 1, la grafica de la ecuacion ( 1 1.2) es una parabola. 

Si e > 1, la grafica de la ecuacion (11.2) es una hiperbola. 

Si e # 1 en la ecuacion (11.2) y completando el cuadrado, obtenemos 


(1-e 2 ) 




e 2 d 2 

l-e 2 


11.3 


e 2 d 


e 2 d 2 

0-e 2 ) 2 


+ 


e 2 d 2 


La ecuacion (11.3) es la ecuacion de una elipse o una hiperbola con centro 
/ e 2 d \ 

en I -—,01. Tenemos 


a 


ed ed 

_ — f) ~ _ , c 

\l-e 2 \ \l-e 2 \ 1 ' 2 



ae. 


Como la elipse y la hiperbola son simetricas respecto al centro, en 
estos dos casos hay dos directrices y dos focos. El segundo foco esta en 
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2 e 2 d 


0 Jy la segunda directriz es la recta 


le 2 d , ,1 + e 2 

x = -- + d = d- 


1 — e 


1-e 2 


12 . RESUMEN 

En el capltulo 3 vimos como las funciones reales de variable real 
representan analiticamente conjuntos de puntos en R 2 . En este capitulo 
consideramos otras representaciones anallticas de conjuntos en R . En 
particular, hemos considerado la representacion de conjuntos en R 2 por 
medio de dos funciones reales de variable real. El conjunto 

g = {(x, y)\x = f{t ), y = git), teDj-nftg} 

se dice que esta especificado parametricamente por las funciones f y g. 
Las ecuaciones 

x = fit) 
y = git) 

se llaman ecuaciones parametricas de g, y g se dice que es la grafica de 
estas ecuaciones parametricas. Un segundo metodo de representacion 
analitica de conjuntos en R 2 que consideramos fue por medio de ecuaciones 
f(x, y) — c donde ft s una funcion con dominio en R 2 y rango en R, y c esta 
en el rango de /. Una tal ecuacion determina un conjunto g = {(x, y)\f(x, 
y ) = c). La ecuacion fix, y) = c se dice que es una ecuacion de g, y 
a g se le llama la grafica de la ecuacion. 

Acto seguido investigamos algunas propiedades de la grafica de una 
ecuacion que podian ser determinadas por consideraciones sobre la ecuacion 
misma —intercepciones, simetria, y extension. Las propiedades de simetria 
y extension pueden considerarse como propiedades globales de la grafica. 
Es decir, no son propiedades que dependan del comportamiento de 
la funcion cerca de un punto en particular propiedades puntuales de la 
grafica. Mas adelante, comenzando en el capitulo 8, cuando introduzcamos 
el estudio del calculo, podremos investigar algunas propiedades “puntuales” 
de la grafica de una funcion real de variable real. 

Discutidas estas propiedades generales de las graficas de las ecuaciones 
pasamos a considerar las ecuaciones cuadraticas y sus graficas circun- 
ferencia, parabola, elipse, e hiperbola. Se mostro que toda seccion conica 
es la grafica de una ecuacion cuadratica y que, reciprocamente, la grafica 
de toda ecuacion cuadratica es una seccion conica degenerada o no. 

Tabularemos ahora algunos de los resultados que obtuvimos en nuestra 
consideracion de las secciones conicas. 
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Parabola 


( y-k) 2 = 4 p(x-h) ( x-h) 2 = 4 p(y-k) 

u = (l,0) u = (0, 1) 


Vertice. 

< 

II 

jS- 

•5 

Foco. 

F = V+/>u 

Directriz. 

x—h = —p y—k = —p 

Elipse 



(* - fr ) 2 (y-fe) 

a 2 b 2 

u = (1, 0) 

Centro. 

Vertices. 

Focos. 

Extremos del eje menor. 

Hiperbola 


= T O'"*) (■ X-h ) 2 

a 2 b 2 

u = (0, 1) 

a 2 = b 2 + c 2 
(a > b) 

F 0 = (h, k) 

Vi = F 0 — au 
V 2 = F 0 + tfu 

F, = F 0 — cu 
F 2 = F 0 + cu 

B : = F 0 —bu x 
B, = Fq + ^U 1 


(x-h) 2 _ (y-k) 2 
a 2 b 2 

u = (1, 0) 


(y-k) 2 _ (x-h) 2 
a 2 b 2 

u = (0, 1) 


c 2 — a 2 + b 2 

Centro, vertices, focos y extremos del eje eonjugado, Bj y B 2 vienen dados 
como sus analogos en la elipse. 
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Problemas de repaso 

1. Dibujense las graficas de los conjuntos definidos por 


a) {(?, 5r 2 )|reR} 



x = 2 r 
y = 5/+1 


b) {(3t+l, / 2 )|/eR} 



2. Discutanse las siguientes ecuaciones en lo referente a intercepciones, 
extension y simetrla, y dibujense sus graficas. 

a) 9 x 2 +4y 2 = 36 b) xy = 5 

c) x 2 — y 2 = 1 d) x 2 +y 2 = 1 . 


3. Identifiquense y dibujense las graficas de las siguientes ecuaciones 
dando: pendiente, intercepciones, centro, radio, longitud de los semiejes, 
vertices, focos, directriz y asintotas, cuando existan 


(x + 3) 2 {y- 1) 2 _ 1 

4 8 


b) 


(x-2) 2 + (y+1) 2 
4 4 


= 1 


c) 5(x — 2) 2 + 5(y + 3) 2 = 7 d) x 2 +y 2 -6x+ lOy — 2 = 0 

e) x 2 + 2y 2 + 2x + 3y— 15 = 0 f) 5x 2 -4y 2 = 20x + 24y+36 

g) x 2 + 2y+3 = 0 h) x + 2y + 3 = 0 

i) 3x + 2y+5 = 0 j) x 2 — 3y 2 + 6x + 6 = 0 

k) 3.v 2 —5y 2 + 12x + 10y + 5 = 0 /) 3x-2y-6 = 0 

w) 3x 2 —2y —6x = 0 n) 2x 2 +y 2 + Sx + 4y = 0 

o) x+3^ + 5 = 0 p) 8_y 2 +y + 2.v= 1. 

4. Encontrar la ecuacion de la parabola con vertice en (1, 1) y foco 
en (2, 1). 

5. Encontrar la ecuacion de la elipse con centro en (6, 1), vertice en (I, 1) 
y foco en (2, 1). 

6. Encontrar la ecuacion de la hiperbola con centro en ( — 3, 1), vertice 
en (1, 1) y foco en (2, 1). 

7. Encontrar la ecuacion de la elipse con vertices en (2, 0) y (2, 6) y 
un foco en (2, 5). 

8. Encontrar la ecuacion de la hiperbola con focos en (2, 0) y (2, -6) 
y un vertice en (2, — 1). 

9. Determinar la naturaleza de la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: 

a) x 2 + 6xy+9y 2 — 2x+3y = 0 

b) 9x 2 — \Oxy + 5y 2 + 3x + 5 = 0 

c) \\ x 2 — 24xy + 4y 2 + bx + Sy— \Q = 0 
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d) x 2 + 3xy + 5y 2 — 44 = 0 

e) x 2 + 4xy + 4y 2 +l2x — 6y = 0 
/) 2 x+y = xy. 

10. Dibujense las graficas de las siguientes ecuaciones 

a) 9x 2 — 24xy+ 16>’ 2 — 86.V—52_y + 41 =0 

b) 5x 2 + 6xy + 5y 2 + 22x— 6 j + 21 = 0 

c) x + 2 y — xy 

d) 4xy — 3y 2 = 8. 
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Capitulo 



Trigonometria 

analltica 


1. introducciOn 

La palabra “trigonometria” se deriva de la palabra griega que, 
literalmente, significa “medida del triangulo”. En este sentido la trigono¬ 
metria suele llamarse trigonometria geometrica. En la trigonometria 
geometrica nos ocupamos primordialmente de problemas geometricos del 
tipo que suele presentarse en astronomla, topografia, navegacion y en la 
composicion y resolucion de fuerzas. En contraste con la trigonometria 
geometrica, en la trigonometria analltica el enfasis suele ponerse en el estudio 
de las propiedades de las funciones trigonometricas como funciones reales de 
una variable real. 

Las funciones trigonometricas (o sus equivalentes) eran conocidas de 
los astronomos de la antigiiedad, y los antiguos hindues y griegos corn- 
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putaron tablas de estas funciones. Una tabla de quince cifras de senos 
para cada 10 segundos de arco aparece en fecha tan temprana como es el 
siglo xvi. Pero no es sino hasta fechas mas recientes que la aplicacion de estas 
funciones sobrepasa su marco historico en la medicion de !os triangulos. 
Hoy en dla estas funciones son de gran importancia en matematicas y en 
toda rama de la ciencia. Son particularmente utiles en la representacion de 
fenomenos ciclicos o periodicos —ondas, vibraciones, oscilaciones, etc. 

A estas alturas, en nuestro estudio del analisis, es diflcil dar definiciones 
analiticas de las funciones trigonometricas que sean completamente satis- 
factorias y^ por nuestra parte, no intentaremos hacerlo. El punto de vista 
en este capltulo es que nuestras ideas intuitivas respecto al circulo y a las 
rotaciones nos conducen a esperar la existencia de funciones especiales 
llamadas funciones seno y coseno— y a esperar que estas funciones tengan 
ciertas propiedades especiales. Posteriormente, una vez que nuestros cono- 
cimientos de analisis hayan avanzado, no sera dificil demostrar que tales 
funciones si existen y que tienen estas propiedades. 


2. LONGITUD DE ARCOS DE CIRCUNFERENCIA 

Fundio, tambien, un gran recipiente circular de diez codos de borde 
a borde, cinco codos de alto, y con un perimetro de treinta codos ” 
III Reyes: 7, 23-24. 

El proposito de esta seccion es indicar —y en su mayor parte nuestra 
indication sera geometrica— como puede definirse la longitud de un 
arco circular. Mas adelante podremos tratar el tema de la longitud de un arco 
en forma mas completa y cuando este tiempo llegue, consideraremos el 
problema de la longitud de un arco no solamente paia circunferencias sino 
para una clase de curvas muy general. 

La idea intuitiva detras de la definicion de longitud para curvas, es que 
una linea recta es la distancia mas corta entre dos puntos y que podemos 
aproximarnos a la longitud de una curva por la suma de las longitudes 
de cuerdas que unen una sucesion de puntos de la curva. Si una recta ha de 
ser la distancia mas corta entre dos puntos, la suma de las longitudes de las 
cuerdas no puede ser mayor que la longitud de la curva. En otras palabras, 
la longitud de la curva debe ser un numero que es mayor que o igual a 
las aproximaciones obtenidas por la adicion de las longitudes de las cuerdas 
y que queda definido por el minimo numero con esta propiedad. (Despues 
de que hayamos estudiado el axioma del supremo, podremos decir que la 
longitud de la curva es el supremo de todas estas aproximaciones 
poligonales.) Las ideas detras de esta definicion de longitud de una curva 
pueden seguirse hasta al menos 2 300 afios atras, hasta el matematico y 
astronomo griego Eudoxio (408-355 a.c.). Su enfoque definitorio se llama 
a menudo el metodo de exhaustacion" y fue usado por Arquimedes 
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FIGURA 1 


(250 A.c.) para demostrar que la longitud de una circunferencia es menor que 
3^. y mayor que veces su diametro. 1 (Esto es equivalente a decir 
que < n < 4^, lo que en el tiempo de Arquimedes y por muchas 
centurias despues fue suficiente aproximacion para todos los propositos 
practicos.) 

Sea C r una circunferencia de radio r y sean P,, P 2 puntos sobre C r 
(figura 1). El arco de circunferencia levogiro sobre C r de P, a P 2 se denota 

por PjP 2 , y la longitud del arco P,P 2 se denota por |P,P 2 | —la cantidad 

|Pj P 2 | es, desde luego, el numero que deseamos defmir. Seleccionemos un 
punto Q 0 eP,P 2 , y construyamos la poligonal inscrita J\Q 0 p 2 - Esta 
poligonal tiene longitud 

* = IQo- p il + l P 2-Qol- 

Fisicamente s t podrla obtenerse usando una regia metrica para medir las 
longitudes de las cuerdas P,Q 0 y Q 0 p 2 y puede considerarse como una 

primera aproximacion a la longitud del arco. El arco Pi p 2 puede seguirse 

subdividiendo seleccionando un punto QieP,Q 0 y un punto Q 2 eQ 0 P 2 . 
La linea poligonal p iQiQoQ 2 P 2 tiene longitud 

*2 = iQ 1 - p ,l + IQo-Qi! + IQ2-Qol + l p 2 -Q 2 l; 

s 2 es una segunda y mas estrecha aproximacion a |P]P 2 |, el numero que 
deseamos definir. Por la desigualdad del triangulo, 

5 , = IQo-Q.+Q.- p .l + l p 2-Q2+Q2-Qol 

< IQ 0 —QjI + IQi — p iI + ! p 2 — Q2I -fIQ 2—Qoi = * 2 - 

1 Para una explicacion del calculo de Arquimedes v6ase B. L. van der Waerden, 
Science Awakening { traduccion al ingles), P. NoordhofF Ltd., Groningen, Holland (1954), 
paginas 204-206. 
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Insertando puntos entre P, y Q 1; Q x y Q 0 , Q 0 y Q 2 , y Q 2 y P 2 , podemos 
seguir subdividiendo el arco y obtener una linea poligonal de 8 lados y una 
tercera aproximacion s 3 . Continuando este proceso de subdivision, obtene- 
mos lineas poligonales de 16, 32, .... 2", ... lados de longitudes 

s „, ■■■- respectivamente y, usando de nuevo la desigualdad del 
triangulo, podemos mostrar que 

s i < s 2 < s 3 < . . < s„_, < s n < ... 

Ahora bien, los numeros s n no aumentan sin limite; en realidad, todos ellos 
son menores que la longitud de cualquier linea poligonal circunscrita. Por 



ejemplo, aplicando la desigualdad del triangulo al caso ilustrado en la 
figura 2, obtenemos 

IP 2 -Q 2 I + IQ 2 -Q 2 I = IP 2 -Q 2 I < IPz-QI + IQ-Qi'l, 

IQ 2 Qol +1Qo Q 0 '1 = IQ 2 -Q 0 I < IQ 2 —Q 2 I + IQ 2 '—Qo'U 
IQ 0 -Q 1 I + IQ,-Qi'l = IQo-Q,'l < IQo-Qo'l + IQo'-Qi'l, 
IQ 1 -P 1 I < IQi-Qi'l + IQi'-Pil- 

Sumando estas desigualdades y quitando terminos comunes en ambos 
lados, esto nos da 

*2 < |P 2 -QI + |Q-Pi|. 

En esta forma puede mostrarse que todos los numeros s„(n = 1,2,...) que 
pueden obtenerse en esta forma son menores que algun numero. Se sigue 
entonces de ello (este es el axioma del supremo del sistema de los numeros 
reales) que existe un numero minimo 5, con la propiedad de que s n < s 
para todos tales numeros s„. Este numero s es por definicion la longitud 
|Pi P 2 ] del arco PjP 2 . 
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El n timero n se define como la longitud del arco semicircular de radio 1. 
Ahora bien, la longitud de esta semicircunferencia es mayor que la longitud 
de cualquier linea poligonal inscrita y menor que la longitud de cualquier 
Hnea poligonal circunscrita. De acuerdo con el calculo de las longitudes de 
tales lineas poligonales — tomando, por ejemplo, pollgonos regulares 
de 2 , 4 , 8 ,... lados— pueden obtenerse cada vez mejores aproximaciones 
del mimero n. Asi es como Arqulmedes establecio que < n < ^ ; es 
decir, 3.140 < n < 3.144 y, por tanto, para dos cifras decimales n = 3.14. 
Para cinco cifras decimales n = 3.14159. En 1949, n se calculo con el 
computador electronico ENIAC con 2 034 cifras decimales. La maquina 
hizo este trabajo en 70 horas. Como v -2, el numero n es irrational. Sin 
embargo, al contrario de lo que pasa con ~J2, probar la irracionalidad 
de n es algo complicado . 1 

Problema 

1. Demuestrese que 2 < n < 4. 


3. LAS FUNCIONES CIRCULARES 


En esta section introducimos las funciones circulares seno y coseno. 
Estas son las funciones trigonometricas basicas. Aunque es muy de desear 
estudiar las funciones circulares tan pronto como sea posible, hacerlo a 
estas alturas en nuestro estudio del analisis tiene desventajas. No podemos 
dar definiciones analiticas completas, pero las ideas intuitivas son tan 
claras que las ventajas de estudiar las funciones circulares ahora sobrepasan 
las desventajas. 

Despues de nuestra discusion de la seccion anterior, aceptamos que tiene 
sentido hablar de distancia a lo largo de una circunferencia. La idea intuitiva 
de longitud de arco nos lleva a esperar la existencia de un par de funciones 
con propiedades especiales y con una relation especial con la circunferencia. 
Estas son las funciones circulares seno y coseno, y —como dijimos en la 
introduction— no es dificil demostrar su existencia mas adelante en nuestro 
estudio del analisis. 

Un medio practico de hacer una medicion fisica de la longitud de un arco 
circular es el de enroscar una cinta flexible alrededor del circulo. 
Analiticamente concebimos esto como un rodeo sin estiramiento de la recta 
de los numeros R alrededor de la circunferencia. Consideremos la 
circunferencia G de radio 1 y centro en el origen en el piano euclidiano R 2 . 
La longitud de la circunferencia C es 27t. La recta de los numeros puede ser 


1 Para otras referencias y algunos hechos curiosos acerca de la historia del numero n 
vease: Howard Eves, An Introduction to the History of Mathematics, Rinehart, New York 
(1953). 


Las funciones circulares 269 






enrollada alrededorde la circunferencia de dos formas distintas. Escogemos 
como direccion positiva para medir distancias la direccion levogira (la 
contraria a la del movimiento de las manecillas del reloj), y como negativa 
la dextrogira, y medimos distancias sobre C a partir del punto (0, 1) 
(figura 3). Asi pues, nos imaginamos a la mitad positiva de la recta 
numerica R enroscada en direccion levogira, y a la mitad negativa enrollada 


en direccion dextrogira. El intervalo 


intervalo 


intervalo 



N 


cubre el primer cuadrante, el 


cubre el segundo cuadrante y asi sucesivamente. El 


cubre el cuarto cuadrante, el intervalo 


cubre el tercer cuadrante y asi sucesivamente. 

Este mapeo de la recta numerica R sobre la circunferencia unitaria G 
define una funcion F de R en R 2 : F(u) es el punto P cuya distancia a lo largo 

de C a (1, 0) es u. Por ejemplo, F(0) = (1,0), F^-^ = (0, 1), F(rt) = (— 1, 0), 
= (0, -1),) F(27t) = (1, 0,..., f(— fj = (0, — 1), F( —*) = (— 1, 0), 
= (0, 1), F(-27t) = (1, 0), ... La distancia 2n corresponde a 


3n 


una revolucion levogira sobre G. La distancia ~2n corresponde a una 
revolucion dextrogira sobre C. En general, 2nn corresponde a n revoluciones, 
levogiras si n es un entero positivo y dextrogiras si n es un entero negativo. 
Por tanto 

3.1 F(« + 2h7i) = F(«) 

para todo entero n y para todo ueR. 


3.2 Definicion. Las funciones circulares coseno y seno (en forma simbolica 
cos y sen) se definen como sigue (figura 4): Para cada weR, cos u es la 
primera coordenada del punto P = F(w) —el punto cuya distancia a lo 
largo de C de (1,0) es u — y sen u es la segunda coordenada de P = F(m); 
es decir, para cada «e R 

(cos u, sen u) = F ( u ). 


n it 

Por ejemplo: cos 0=1, sen 0 = 0; cos - = 0, sen- = 1; 


cos n = cos ( — 7 t) = — 1 , sen n = sen ( — n) = 0 ; 

-^ = 0, sen^ = sen^- = -1. El dominio de 
definicion de seno y coseno es R, y el rango de seno y coseno es [—1, 1]. 


3n 

COS — = cos 
2 
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En el resto de esta seccion derivamos algunas de las propiedades basicas 
de las funciones circulares. Suponemos que es cierto que las rotaciones 
preservan la longitud de los arcos de circunferencia. lntuitivamente es esto 
lo que esperamos y es una simple consecuencia del hecho de que las 
rotaciones preservan la longitud de las cuerdas. 

Por la definition de seno y coseno, el punto (cos n, sen u) esta sobre la 
circunferencia unitaria. Por tanto 

3.3 cos 2 + sen 2 = 1 . 

De (3.1) se deduce inmediatamente que para todos los enteros n y todo weR 

3.4 cos(w + 2n7r) = cos n, sen (n + 2«7r) = sen u. 

Las funciones seno y coseno nos permiten asociar una rotacion U a con 
cada numero real a. Definimos U a como la rotacion con la propiedad de que 

3-5 u a = U u { 1, 0) = F(a) = (cos a , sen a). 

Esto significa que U a hace girar (1,0) la distancia a a lo largo de la 
circunferencia unitaria. Una rotacion U es una transformation de la forma 

U(x, y) = xu + yu 1 

donde u = U(i) — 17(1, 0). Asi pues, si tenemos U a ( i) = u 0 = (cos a, sen a), 
3.6 U a (x, y) = xu a +y u a x = (x cos a-y sen a, x sen a+y cos a). 

Como las rotaciones preservan la longitud de arco y como U a hace 
girar ( 1 , 0 ) la distancia a a lo largo de la circunferencia unitaria, V a 
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hace girar todo punto P de la circunferencia unitaria la distancia a a lo 
largo de la circunferencia unitaria. Asi pues, para a, b pertenecientes 
a R cualquiera, 

3.7 U a (U b (i)) = U a (F(b)) = F(a + b) = U a+b (i ). 

De donde 

3-8 U a °U b =U a+b -, 

es decir, la rotation de una distancia b a lo largo de la circunferencia 
unitaria seguida de la rotation de una distancia a es equivalente a la rotation 
de una distancia a + b. 

Las formulas de adicion para las funciones circulares son ahora una 
simple consecuencia de (3.8) 

U a+b {i) = (cos {a + b), sen (a + b)) 


y 

[Ua o U b ] (i) = U a (U b (i)) = U ,(cos 6 , sen A) 

= (cos a cos b — sen a sen b, sen a cos b + cos a sen b). 

De donde 


3.9 cos {a + b) = cos a cos b — sen a sen b 

3.10 sen {a + b) = cos a sen b + cos b sen a. 
Notese tambien que (3.7) implica 

[U a o U.J (i) = F(0) = i. 

De donde 

[U a o U. a ] (x, >>) = .ri+ji 1 = (x, y). 

Por tanto 


3.11 t/ a o{/_ a = (/ 0 = / y V-, = U* 

Como 

U- a { i) = (cos (-a), sen (-a)) 
y (ecuacion 3.10, pag. 171) 

U*{i) — (cos a, — sen a), 

obtenemos (figura 5). 


3.12 


3.13 


cos ( — a) = cos a 
sen (— a) = — sen a. 
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Como 


U n (i) = ( cos “ > sen = (0, 1) = j, 


De donde 


V*(x, y ) = -xj + ^j x = xj-yi = (~y,x). 
2 


U K __ (i) = 17,(1/_.(i)) = l/,(l/.*(i)) = l/* (cos a, - sen a) 
2 “ 2 2 2 


= (sen a, cos a); 


es decir, 


U„ (i) = ( cos — a), sen (^ — a J) = (sen a, cos a). 


Por tanto (figura 6) 


3.14 


cos 


sen 


6 " 

( n 

- a 

\2 


sen a 


cos a. 
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y 



Esta correlacion entre el seno y el coseno explica por que al coseno se le 
llama la cofuncion del seno. 


71 71 

3.15 Ejemplo. Muestrese que: cos - = sen - = 
Solucion 1 . Sea U a la rotacion con 


u 


a 


u tt { i) = —(1,1), 
V 2 


0 < a < n/2. 


Entonces 

U„(x,y) = xiia + yu/ = -^(x-y, x + y) 
v /2 

y 


U 2 a(i) = U a (U a (i))=^7=U a (U I) = HO, 2) = j = 

V ^ 2 


De donde U 2a = U„, lo que implica 2 a = \n + 2kn. Como 
2 

0 < a < n/2, a = n/4 

y 

C„(i) = (cos-, sen-) = 4=(1, 1). 

2 V 4 4/ 72 

Por tanto 

cos ^ = sen ^ = 1/^2 = N /'2./2. 
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Solucion 2. Se sigue de (3.9) que 

cos 20 = cos 2 9 — sen 2 0 = 2 cos 2 9 — i 
Tomando 6 = njA, obtenemos que 

1 

4 2' 


2 Ti 2 7T 

cos - = sen - = 


_ ft 71 7T 

Como - esta en el primer cuadrante, cos - > 0 y sen - > 0. Por tanto 


Ti 

cos - = 
4 



Las restantes funciones trigonometricas (tangente, cotangente, cosecante, 
y secante) se definen en terminos del seno y el coseno: 


3.16 

tan = sen/cos 

3.17 

cot = cos/sen 

3.18 

esc = 1/sen 

3.19 

sec = 1/cos. 


Estas funciones estan definidas para todos los numeros reales, excepto 
aquellos que anulan el denominador que aparece en su definition. Los 
puntos (1,0) y (—1,0) corresponden a los puntos sobre la circunferencia 
unitaria donde el seno es cero, y los puntos (0, 1) y (0, — 1) corresponden a 
los puntos sobre la circunferencia unitaria donde el coseno es cero. Por 
tanto, sen u = 0 si y solo si u = kn (k un entero) y cos u = 0 si y solo 
2L+1 

si u = —— n . De donde la cotangente y la cosecante estan definidas en 

todo R, excepto en los multiplos de n (multiplos pares de 7t/2) y la tangente 
y la secante estan definidas en todo R excepto en los multiplos impares 
de ti/2. 

Ahora no es dificil establecer las siguientes identidades (problema 2). 


3.20 

1 + tan 2 

= sec 2 

3.21 

1 + cot 2 

= CSC 2 

3.22 

sen 2x 

= 2 sen x cos x 

3.23 

cos 2x 

= cos 2 x — sen 2 

3.24 

sen 2 x 

= ^(1 — cos 2x) 

3.25 

cos 2 X 

= i(l + cos 2x) 
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tan x + tan y 


3.26 

tan (x+y) = 

1 — tan x tan y 

3.27 

tan ( —x) = 

— tan x 

3.28 

sen x + sen y = 

2 sen fix + j') cos -fix —y) 

3.29 

sen x — sen y = 

2 cos fix+y) sen $(x-y) 

3.30 

cos x + cos y = 

2 cos fix + y) cos fix-y) 

3.31 

cos x — cos y = 

— 2 sen fix+y) sen fix- 

3.32 

2 sen x cos y = 

sen (x-y) + sen (x + y) 

3.33 

2 cos x cos y = 

cos (x—>0 + cos (x+y) 

3.34 

2 sen x sen y = 

cos {x—y) - cos (x+y). 


3.35 Definicion. Sea f una funcion cuyo dominio de definition “D f esta en R 
La funcion f se dice que es periodica si existe un mimero T ^ 0 tal que teT) f 
implica t+T 'e$y y f(t+T ) = fit) para todo tety. El numero T se llama 
periodo de f. El periodo positivo minimo de f se llama periodo minimo de f. 

Recuerdese (capitulo 5, seccion 4) que una funcion / se dice que es 
una funcion par si xe^Dj- implica — xelDj-y f( — x) — fix) para toda x e®/. Una 
funcion / se dice que es impar si xe/ifi implica —xe‘D f y fi — x) = —fix) 
para todo xe r S) f . Por ejemplo, la funcion I k es impar si el entero k es impar 
y es par si el entero k es par. La grafica de una funcion impar es simetrica 
con respecto al origen y la grafica de una funcion par es simetrica con 
respecto al eje Y. 

Podemos ahora establecer la siguiente importante propiedad de las 
funciones seno y coseno. 

3.36 El coseno es una funcion periodica par con periodo minimo 2n. 

3.37 El seno es una funcion periodica impar con periodo minimo 2n. 

Las pruebas para las dos funciones son analogas. Una puede tambien 
derivarse de la otra. Damos la prueba para el coseno. Hemos ya demostrado 
que el coseno es una funcion periodica (ecuacion 4.4), y se sigue de (3.12) que 
el coseno es una funcion par. Queda por probar que el periodo minimo 
del coseno es 2n. Supongamos que T es un numero positivo tal que 

cos (x + T) = cos x para toda xeR. 

Tomando x = 0, vemos que cos T — 1. De donde T = 2kn, donde k es un 
entero positivo, y 2n: es el minimo entre tales T. 
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Problemas 


1. Demuestrese que: para todo entero n y todo aeR 

a) cos (a + n) = - cos a, sen (a+ 71 ) = - sen a 

b) cos (7T a) = — cos a, sen(jr — a) = sen a 

c) cos nn = (- 1)", sen nn = 0 

d) cos(2«+l)^ = 0, sen (2«+ 1) ^ = (— 1)" 

c) cos (a + tin) = (— 1)" cos a 
f) sen (a+ nn) = (-l)"sena 
9) U„ = (-l)V 
*) 

/) f/« (b) = b 1 . 

2 

2. Establezcanse las identidades 3.20-3.34. 

3. Demuestrese que: 

a) El seno es una funcion periodica impar con periodo minimo In. 

b) La secante es una funcion periodica par con periodo minimo 2n. 

c ) La cosecante es una funcion periodica impar con periodo minimo In. 

d) La tangente y la cotangente son funciones periodicas impares con 
periodo minimo n. 


4. Demuestrese que: 


a) 

b) 

5. 


La funcion /(/) = cos oji es una funcion periodica par con periodo 
minimo T - 2;r/|a)|. 

La funcion g(t ) = sen tot es una funcion periodica impar con periodo 
minimo T = 2n:/|aj|. 


Pruebese que: cos - 


n v /3 
i y sen - = 


Sugerencia. Sea U a la rotacion con U a ( i) = 
Demuestrese que U 3a = U n . 


i(l; V 3 )> 0 < a. < 


6 . 


Demuestrese que: cos - 
6 


V 3 n 

-— y sen - = 
2 6 


\_ 

2 ' 


7. Demuestrese que: cos - = v 5 + 1 y sen - = -— 

5 4 5 V 8 

8 . Proporcionense valores exactos para 

. 571 5 7T 4 7T 4 7T 

a) cos—, sen— b) cos —, sen — 

4 4 3 3 
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3n 

3 n 


2n 

2 n 

cos —, 

sen — 

d) 

cos —, 

sen — 

4 

4 


3 

3 

71 

71 


n 

71 

COS 

sen- 

f) 

cos —, 

sen — 

8 

8 


12 

12 


9. Los puntos P = r(cosa, sen a)yQ = r(cos b, sen b ) estan sobre la 
circunferencia de radio r con centro en el origen. Demuestrese que: 
la longitud de la cuerda que une P y Q es 

|Q—P| = r[2(l -cos(£>-a))] 1/2 
= 2r|sen \{b — a)\. 


4 . grAficas de las funciones trigonomEtricas 

Por la definition de coseno y seno, el punto 

P = (cos «, sen u) 

es el punto de la circunferencia unitaria G cuya distancia a lo largo de C 
de (1,0) es u (figura 7). Asi pues, pueden obtenerse valores del seno y del 
coseno por la proyeccion sobre los ejes de coordenadas de un vector unitario 

que gira alrededor del origen. Notese tambien que ^ P = (l,tanw) 

(figura 7). Esto nos dice que si extendemos el radio vector P hasta que 
intersecte a la recta vertical x = 1, la altura del punto de interseccion es 
tan u. 
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Esta es la base de la construction geometrica de las graficas del seno y 
la tangente que pasamos ahora a describir. 

La construction de una grafica de la funcion seno esta ilustrada en la 
figura 8. C es una circunferencia de radio 1 con centro en algun punto Q 0 ; 
sobre el eje X. El extremo del vector P — Q 0 gira alrededor de Q 0 ; 
x es la distancia a lo largo de C de P a P 0 . La altura de P por encima del 
eje X es sen x. El punto P' es la intersection de la recta horizontal que 
pasa por P y la recta vertical que pasa por el punto (x, 0). P' = (x, sen x) 
y es un punto sobre la grafica de la funcion seno. Notese, por ejemplo, 
que esta construction ilustra perfectamente las identidades 

sen x = sen (n — x) = — sen (x + 7t) = — sen (2 n —x). 

La grafica del coseno puede construirse de una forma analoga tomando 
como x la distancia a lo largo de C de P a P t o puede obtenerse directamente 
por una traslacion horizontal de la grafica de ia funcion seno n/2 unidades 
a la izquierda (cos x = sen (n/2 — x) = sen (x + n/2). 
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En la construccion de una grafica de la funcion tangente sabemos, 
como es que la funcion tangente es periodica de periodo n (problema 3 de 
la section 3), que es suficiente construir la funcion sobre un intervalo de 
longitud 7 i. La construccion de una grafica de la funcion tangente sobre el 


intervalo 


esta ilustrado en la figura 9. Como anteriormente, C es 

2 ’ 2 / 


una circunferencia de radio 1 alrededor de un punto Q 0 sobre el eje X. Sin 
embargo, P es ahora un punto sobre la recta vertical C tangente a C (figura 9). 
La altura de P sobre el eje X es tan x. El punto P' = (x, tan x) queda 
localizado como se indica en la figura. Los puntos Q, Q' indican la locali¬ 
zation de un punto sobre la grafica cuando x' es negativo. 

En las figuras 10, 11, y 12 se muestran graficas de las otras funciones 
trigonometricas. 



FIGURA 10 
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FIGURA 13 


Problemas 

1. Construyanse las graficas de las siguientes ecuaciones: 


a) cos 

c) f( x ) — sen (2 kx) 
e ) f(x) — tan 2 x 
9 ) esc 

i ) f(t) = A sen(cof —<5) 
k) f = l— sen. 


b) cot 

d) f{x) = cos (4 7t.v + tc/ 4) 
/) sec 

h) f(t) = cos (co?+<5) 
_/') /(jc) = sen x + 2 cos x 
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2. Demu^strese que: el conjunto de puntos ( x, y) tales que 

jc = x 0 +a cos 6 
y — y 0 +dsen9, 0 =% 9 < 2n 

es la circunferencia de radio \a\ con centro en (x 0 , j 0 )- Estas son ecuaciones 
parametricas de la circunferencia. 

3. Demuestrese que: el conjunto de puntos (x, v) 

x = x 0 + a cos 6 

y — yo + b sen 0, 0 =? 9 < 2n(0 < b < a) 

es la elipse con semieje mayor a, semieje menor b, y centro en (x 0 ,_y 0 ). 
fistas son ecuaciones parametricas de la elipse. 

4. La representacion parametrica de una elipse dada en el problema 3 
sugiere una sencilla construccion geometrica de una elipse (figura 13). 
tlsese esta construccion para dibujar una elipse con eje mayor 8 y eje menor 4. 


5. ANGULO 

“Un angulo piano es la inclinacion de una a otra de dos rectas en un 
piano que se encuentran y no estan sobre una misma recta.” — Euclides, 
Libro I, Definicion 8. 1 

Siguiendo a Euclides, excepto en que reemplazamos “recta” por 
“direccion”, pensamos en el angulo como en la cantidad de giro (en la 
rotacion) requerida para llevar una direccion a coincidir con otra. Las 
direcciones estan especificadas por vectores no nulos, y antes de dar un 
enunciado formal de la definicion de angulo queremos mostrar que hay 
una rotacion unica que lleva una direccion a coincidir con otra. El siguiente 
teorema nos da tambien un simple medio de calcular la rotacion. 

5.1 Teorema. Correspondiendose con cada par a, b de vectores distintos 
de cero hay una rotacion unica U con la propiedad de que U( a) esta en la 
direccion de b. U es la rotacion 

5.2 U(x, y) — xii + ju 1 . 


1 Para esta formulaci6n de la definicion y una discusion del concepto de angulo 
vease: The Thirteen Books of Euclid's Elements , traducidos al ingles con comentarios 
por T. L. Heath (2? edicion), vol. 1 (Dover, Nueva York), pags. 176-181. 
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donde 


u = U(i) = — (Comp a b, Comp/ b) 
|b| 

_ / a • b a 1 ■ b\ 

\|a| bij’Wlbf/' 


Prueba. (Figura 14.) Demostramos primero que, si U tiene la propiedad 
de que U( a) esta en la direccion de b (es deeir, si 17(a) = zb, t > 0), 
entonces U esta dado por (5.2). Como |C(a)| = |a|, se sigue que t = |a|/|b| y 

5.3 C/(a) = — b. 

|b| 

Ahora bien, 

17(a) = u + aju 1 = a l (u l , u 2 ) + a 2 (-u 2 , u,) 

= u 1 (a 1 ,a 2 ) + u 2 (-a 2 ,cti) = u l a + u 2 a 1 . 



De donde, por (5.3), tenemos 

± |a| . 

M, a + u 2 a = — b. 

|b| 
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De donde, resolviendo para u { y u 2 obtenemos 

a ■ b 

u, = - 

N |b| 

a 1 • b 

u 2 = -• 

l a ! |b| 


Por tanto 

u = U (i) = —(a b, a 1 b). 

|a||b| 

Asi pues, si hay una rotacion U con la propiedad (5.3) entonces U viene 
dada por (5.2). Ahora es facil verificar que la rotacion U definida por (5.2) 
satisface (5.3) [es decir, que U(a) esta en la direccion de b\. 

[/(a) = a 1 u + a 2 u 1 = u l a + u 2 ^ L 

a - b a x - b x 

= -a + -a 

|a| |bj |a| 1 b| 

= (Proy a b + Proy a x b) = b. 

Lo que completa la prueba. 

Como esta ilustrado en la figura 14, la rotacion U que lleva la 
direccion a a coincidir con la direccion b esta determinado al elegir un 
u = t/(i) tal que el triangulo rectangulo con hipotenusa u y base sobre 
el eje X sea semejante al triangulo rectangulo obtenido por la proyeccion 
ortogonal de b sobre a. [Puede darse una prueba mas elegante basada en 
las propiedades invariantes respecto a las rotaciones (problema 2).] 

5.4 Ejemplo. Determinese la rotacion U que lleva la direccion (1,2) a 
coincidir con la direccion (-3, 1). 

Solucion. Sea a = (1, 2) y b = ( —3, 1). Entonces 
a ■ b — 3 + 2 _ — 1 
iajTbi ~ V5 V10 ~ n /50 

a 1 • b _ ( — 2, l)-(-3, 1) _ 7 
|a| |b| ~ V50 V50 ' 
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De donde 


u = ( , (| ) . 7) 


y 


a< *’> ‘ f» ( - hv + 


COMPROBACION. 


U(I,2) = ^ ( “ 15 ' 5) = ^(- 3 ' 1, -^ ( - 3 - 1) 


V50 


V2 


5.5 Definicidn. Correspondiendose con cada par de veclores no nulos a, b el 
angulo de a a b es la rotacion U tal que U( a) estd en la direccion de b. 

El angulo de a a b se denota por z_ab, lease: “el angulo de a a b” o 
simplemente “angulo ab”. Segun el teorema 5.1 L ab es la rotacion U deter- 
minada por 

u = U(i) = —-— (a b, a 1 • b). 

1*1 Ib| 

Como u = (m, , u 2 ) corresponde a un punto sobre la circunferencia unitaria, 
entonces 

u = (cos 9, sen 9) y U = U e 

donde 0 es la distancia a lo largo de la circunferencia unitaria de 
u = («!, u 2 ) a i = (1, 0) (figura 15). Por tanto, 

a - b 

NMbf 

a 1 b 

Nib]' 

La distancia de a/|a| a b/|b| a lo largo de la circunferencia unitaria 
se llama longitud del arco subtendido por el angulo /_ab sobre la 
circunferencia unitaria (figura 15). La longitud del arco subtendido por 
L ab sobre la circunferencia unitaria se llama medida en radianes del 
angulo. Como acabamos de senalar, L ab es la rotacion U e donde 0 es la 
distancia a lo largo de la circunferencia unitaria de t/ e (i) a i. Como U hace 
girar todos los puntos de la circunferencia unitaria la misma distancia 
(figura 15), la longitud del arco subtendido por z_ab sobre la circunferencia 
unitaria es igual a 9. Vemos por esto que 0 es una medida en radianes de L ab 


cos 9 = 

sen 0 — 
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FIGURA 15 


si y solo si L ab = U e \ es decir, si y solo si L/„(a) esta en la direccionde b. 
La medida en radianes de uft angulo es un numero, y como es mdependiente 
de la unidad de distancia, es una magnitud fisica sin dimension. 

La definition de medida en radianes no asigna una unica medida en 
radianes a un angulo. A pesar del hecho de que hablamos de la longitud , 
no queremos implicar con ello que la medida de la longitud del arco es 
unica. Puede medirse en la direccion positiva (levogira) o en la direccion 
negativa (dextrogira) o puede medirse dando mas de una vuelta a a 
circunferencia. Hay una medida en radianes unica asignada a cada angulo 
si, por ejemplo, restringimos la medida en radianes al intervalo [0, 27iJ. 
No hemos impuesto esta restriction a la medida en radianes porque es 
conveniente que cada numero real sea la medida en radianes de un angu o. 
Sin embargo, un par de numeros reales puede ser medido en radianes de 
un qiismo angulo si y solo si difiere en un multiplo entero de 2n. El angulo 
L a(-a) corresponde a un semicirculo y tiene medida en radianes n, —n, 
o cualquier multiplo impar de n. El angulo L. aa 1 se corresponde con un 
cuadrante de la circunferencia (un angulo recto) y tiene medida en radianes 


tj/2, 5ti/2, o ^ + 2kn = (4A:+1)^ donde k es un entero cualquiera. El 
angulo L aa tiene medida en radianes 0, o cualquier multiplo par de n. 


El angulo AaC-a 1 ) tiene medida en radianes -nj 2, 3tt/2, o (4/c + 3) 
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donde k es cualquier entero. As.' pues, al hablar de la medida en radianes 
aue'lirif y d£ - Ia 1 °i lgitUd d£ Un arC °’ solamente queremos decir con ello 
?™e„ t e em ° S “ ,g ' ,a ‘ i0 raCd,<ia “ rad '“' S “ ““ ^ 

La medida mas antigua y mas comun de un angulo en la trigonometrla 

f'Sr: V a , medid A“ 8rad0S - Se basa “ “” a -^fnlTcu a 

ngitud 360. La medida en grades de un angulo es la longitud del arco 

subtendido por el angulo sobre una circunferencia cuyo radio es — = — 
Por tanto, ^ n n 

1 radian = 180/n grados, 

1 grado = tt/ 180 radianes. 

pondeTo P n 0 45° /2 “ C ° rres P onde con 90 °> «/4 radianes se corres- 

ponde con 45 , -60 se corresponde con - tt/ 3 radianes. La medida en 

grados del angulo se remonta hasta Babilonia (2 000 a. c.). A menudo 
en lugar de dec.males, el angulo se mide en grados (°), minutos (') v 
segundos ("); 1° = 60', 1' = 60". os 1y 

Norn. En analisis, cuando hablamos de un angulo 9 —donde 9 es un 
numero real- queremos siempre decir, salvo que especifiquemos lo 
contrario, el angulo cuya medida en radianes es 9. 

u r f mnCS em0nces - “ mo «M»k» antes, 

L(i) - (cos 9, sen 9); es decir, Aab es la rotation U e . Se sigue de ello 

(figmL i e 6) rema ^ 6 CS mCdida Cn radianeS del entonces 

a ■ b 


cos 9 = 


|b| 


5.6 


sen 9 = 


a x - b 


tan 6 — 


laf |b| 

sen 9 _ a 1 - b 
cos 6 a•b 


De donde 

a - b = |a| jb| cos 9 

5.7 

a 1 - b = |a| |bj sen 9, 

donde 9 es una medida en radianes del angulo de a a b. Notese tambien que 

5.8 | Comp a b = |b| cos 9 

l Comp/ b = |b| sen 9. 
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Las ecuaciones (5.8) corresponden a las definiciones usuales dadas en la 
trigonometria geometrica del coseno y del seno. Respecto a los triangulos 




(b) 



\ 

\ 

\ 

\ 

\ 


ir<e< 

cosff<0, senfl<0 
<0 


FIGURA 16 


■y <6<2 tt 
cos 0>O, send<0 

<d) 


rectangulos construidos por proyeccion ortogona! (figura 16) 


„ lado adyacente 

hipotenusa 

„ lado opuesto 
sen 0 = --- 

hipotenusa 

tan 9 — Sen ^ — ' a< ^° °P uest0 
cos 6 lado adyacente 
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Las longitudes de los lados adyacente y opuesto son componentes, respecti- 
vamente, de b sobre a y a 1 y son, por tanto, longitudes dirigidas. 

5.9 Ejemplo. Sea a = (2, 1) y b = (1,2). Determinense: 1) el seno, 
coseno, y tangente del angulo de a a b, 2) una medida en grados del angulo, 
3 ) la longitud del arco subtendido por el angulo sobre una circunferencia 
de radio 13. 


Solucion. 1) Sea 6 una medida en radianes del Z_ab. Entonces 


cos 9 = 


a • b 

i^TTbj 


4 

5 


sen 9 = 


a 1 ■ b 

Nib! 


3 

5 


tan 0 = 


sen 0 
cos 0 


3 

4' 


2) Como cos 0 y sen 9 son positivos, sabemos que 8 esta en el primer 
cuadrante. Consultando tablas vemos que 

tan 36° 52' = 0.74991 
tan 36°53' = 0.75037. 


De donde, aproximando hasta el minuto mas proximo, Z_ab = 36° 52'. 
3) En radianes 


0 = 


„ 52\ n 

36 3-I — 

60/ 180 


0.6434. 


Esta es la longitud del arco subtendido por el angulo sobre una circun¬ 
ferencia de radio I. La longitud del arco subtendido por el angulo sobre 
una circunferencia de radio r es rO. En el presente caso tenemos, 

r0 = (13) (0.6434) = 8.364. 

Nota. Las funciones circulares seno y coseno se basaron en la circun¬ 
ferencia unitaria y en su relacion al angulo, el angulo debe ser medido 
en radianes. Es, sin embargo, habitual en trigonometria geometrica 
hablar del "seno o coseno de un angulo”. El angulo puede especificarse 
por un par de vectores no nuios o por su medida en grados o por su 
medida en radianes. Si 0 es una medida en radianes del angulo, entonces 
por la funcion trigonometrica del angulo se entiende su valor en 9. Si, 
por ejemplo, 0 es una medida en radianes de <ab, entonces 

cos L ab = cos 0 
sen Z_ab = sen 0, 

etcetera. Cuando en el anterior ejemplo escribimos tan 36° 52' se entendio 


290 Cap. 6 Trigonometria analftica 



que queriamos decir tan ( 36 + — 1 —. 


En realidad, muchas tablas 


trigonometricas se han escrito para la trigonometria geometrica y no 
para el analisis y no son, estrictamente hablando, tablas de las funciones 
anallticas seno, coseno, tangente, etc. Para convertirlas en tablas de las 
funciones anallticas debemos convertir los grados en radianes. Por 
ejemplo, en las tablas encontramos tan 45° = 1, y debemos entender que 

Tt 

esto significa tan - = 1. Algunos juegos de tablas dan los angulos tanto 
en radianes como en grados. 


Problemas 

1. Determinese la rotacion U con la propiedad de que (/(a) esta en la 
direccion de b. 

a) a - (1,0), b-(1,1) b ) a = (1,1), b = (1,0) 

c) a = (-1,3), b = ( — 5, —3) d) a = (-5,3), b = (-1, 3) 

e) b = a 1 /) b = a + a 1 

g) b = a — a 1 h) b = — a 

0 a = i, b = (b t , b 2 ) j) a = (a x , a 2 ), b = i. 

*2. Pruebese el teorema 5.1 usando el hechode que elproducto escalar 
a b y el a x b son invariantes respecto a las rotaciones (es decir, para toda 
rotacion (7, (7(a) - C/(b) = aby ((7(a)) 1 - (7(b) = a x -b). 

3. Expresese un radian en terminos de grados, minutos y segundos 
hasta el segundo mas proximo. 

4. Expresese 1° en radianes con cuatro cifras decimales. 

5. Expresese 1' en radianes con dos cifras significativas. 

6. Expresese 1" en radianes con dos cifras significativas. 

7. Una polea de 1.50 metros de diametro tiene una velocidad angular 
constante de 175 revoluciones por minuto. ^Cual es la velocidad angular en 
radianes por segundo?, <,cual es la velocidad lineal de lafaja en metros por 
segundo ? 

8 . Un punto de la circunferencia de una rueda de 68 centlmetros de 
diametro se mueve a una velocidad de 20 metros por segundo. iA que 
velocidad gira la rueda en revoluciones por segundo?, iy en radianes por 
segundo ? 

9. Demuestrese que la longitud de la cuerda subtendida por un angulo 
de 6 radianes en una circunferencia de radio r es 2r sen-f, 0 < 8 < 2n. 
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10. Para angulos pequenos la longitud del arco circular subtendido por 
un angulo puede aproximarse por la longitud de la cuerda. Demuestrese 
que esto es equivalente a decir que cuando 9 esta proximo a cero, sen 9 es 
aproximadamente igual a 9. 

11 . Usando tablas trigonometricas, determinese la longitud de la 
cuerda y la longitud del arco subtendido por el angulo 9 sobre una 
circunferencia de radio r donde: 

a) 9 = 1 y r = 20 b) 9 = 30° y r = 15 

c) 9 = 30° y r = 50 d) 0 = 3' y r = 50 

e) 9 = 0.10 y r = 1 000 /) 9 = 0.0*1 y r = 1 000 

g) 9= Z_(1, 0) (1,2) y r = 25 h) 9 = z.(l, 1) (-1, 3) y r = 8. 

12. La latitud de Nueva Orleans es, aproximadamente, 30 °N. ^Cual 
es la velocidad lineal de Nueva Orleans debida a la rotacion de la tierra? 
(El diametro de la tierra es aproximadamente de 8 000 millas). 

13. El paralaje estelar de una estrella es el angulo que el radio de la 
orbita terrestre (93 x 10 6 millas) subtiende en una circunferencia con centra 
en la estrella. Un ano luz (5.9 x 10 12 millas) es la distancia que la luz viaja en 
un ano. Estimense en anos luz las distancias de las siguientes estrellas 
a la tierra, dado que: 

a) El paralaje estelar de Sirio (la estrella mas brillante) es 0.38". 

b) El paralaje estelar de Alfa Centauro es 0.75". 

c) El paralaje estelar de Rigel es 0.006". 

14. Calculese cos 0, sen 9, tan 0, cot 0, sec 0, esc 0, dende 0 es una 
medida en radianes de L ab y 

a) a = (1,0), b = (1, 1) b) a = (1, 1) y b = (1,0) 

c) b = a d) b = — a 

e) b = a 1 /) b = -a 1 

g) a = (-2,3), b = (6, -4) h) a = (1,2), b = (-1,3). 

15. Sea 0 una medida en radianes de Aab. Demuestrese que: 

a) —ties una medida en radianes de L ba. 

b) 9 +n es una medida en radianes de L{— a)b. 

c) n — 9 es una medida en radianes de L b(— a). 

d) 9 es una medida en radianes de L(r a) (sb), rs > 0. 

e) 0 es una medida en radianes de L U{ a) U(b), donde U es una rotacion 
cualquiera alrededor del origen. 

/) a + 0 es una medida en radianes de L aO' a (b). 

Ilustrese geometricamente cada uno de los anteriores casos. 

Sugerencia. El numero a es una medida en radianes de Z_cd si y solo 
si t4(c) esta en la direccion de d; es decir. si y solo si c-d/|c| jd| = cos a, 
y e 1 -d jc |d[ = sen a. 
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16. Sea |a| = |b| = |a-b| ^ 0 y sea 9 una medida en radianes de L ab. 
Demuestrese que 

cos 9 — j, sen 9 = +^3/2. 

Ilustrense los dos casos graficamente. 

Sugerencia. Demuestrese que |a| = 1 b| = |a--b| implica a b = i|a! 2 . 
El triangulo formado por a, b, y a-b es un triangulo equilatero. 

6. FORMULAS DE REDUCCION 

El proposito de esta seccion es demostrar como una funcion trigono- 
metrica de un angulo arbitrario puede convertirse en una funcion tri- 
gonometrica de un angulo agudo —es decir, de un angulo entre 0 y n\2 (90 ). 
Las tablas de las funciones trigonometricas (y tambien una regia de calculo) 
dan los valores de las funciones para angulos agudos y esta conversion 
es necesaria, por ejemplo, si uno desea obtener el valor de sen 32.8 de 
las tablas. 

Las formulas de reduccion requeridas son (k un entero): 


6.1 

sen (v + kn) = (-l) k sent’ 

6.2 

cos (u + Ati) = (— l) k cos V 

6.3 

cos (— v) = cos V 

6.4 

sen (~v) = - sen v 

6.5 

tan (v + kn) = tan v 

6.6 

tan (- v) = - tan v. 



U = 71 — V 

FIGURA 17 
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Problemas 

1. Calculense los siguientes valores mediante el uso de tablas o una 


regia d& calculo: 



a) 

cos 325° 8' 

b) 

cos (-291°) 

c) 

sen 32.8 zr 

d) sen 32.8 

e) 

tan 318° 15' 

/) 

sen 195° 


8 7T 

h ) 

8tt 

g) 

cos — 

sen — 

7 


7 

0 

7 n 

j ) 

In 

cot — 

sec — 

5 

5 


o 


1 5 JT 

k) 

esc 200 

/) tan- 

8 

m) 

15 7T 

n) 

1 571 

cos- 

sen-. 

8 

8 


2. El angulo de inclination de un vector distinto de cero a es el angulo 
de la direccion positiva del eje X a a; es decir, el angulo de inclinacion de a 
es Z_ia. Dada la longitud / y el angulo de inclinacion 0 de un vector a, 
demuestrese que 

a = (/ cos 0, t sen 0 ). 

Ilustrese geometricamente. 

3. Dada la longitud / y el angulo de inclinacion 0 de un vector a, 
determinese el vector a. 

a) l = 4, 0 = ^ b) l = 2,0 = 220° 

O 

c) 1=18,9= -0.10 d) l = 18, 0 = -0.01. 

4. Sea a el angulo de inclinacion de una fuerza F. La magnitud F de 
la fuerza es la longitud del vector F; es decir, F = |F|. Determinense los 
componentes horizontal y vertical de ia fuerza F. 


a) F = 250, a = 32° 15' 

b) F = 250, a = 117°20' 

c) F = 48, a = -18° 

d) F = 93.2, a = 142°20' 

e) F = 10.6, a = -96°38'. 
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7. ANGULO DE INTERSECTION DE RECTAS 


Se asigna una direction a una recta especificando un vector no nulo 
paralelo a la recta. Cuando se ha asignado una direction a una recta, se le 
llama recta dirigida. Si a es un vector no nulo paralelo a una recta £, entonces 
podemos asignar a £ la direction a o la direction — a. Supondremos en 
toda esta section que todas las rectas estan dirigidas como sigue: tomamos 
como direction para cada recta £ un vector distinto de cero paralelo a £ con 
componente positivo horizontal si £ no es vertical y con componente vertical 
positivo si £ es vertical. Asi pues, a toda recta £ no vertical se le asigna la 
direction (1, m ), donde m es la pendiente de £ (figura 20), y a toda recta 
vertical se le asigna la direction j = (0, 1). El proposito de esta convention 
es evitar ambiguedad cuando hablamos del angulo de intersection de una 
recta con otra. 



7.1 Definition. El angulo de interseccion de una recta £j con una recta £ 2 

denotado por Z_£j.£ 2 , es, por definicion, el angulo de la direccion positiva 
de £j a la direccion positiva de £ 2 ; es decir, AC^ = A a, a 2 , donde aj y a 2 
son vectores en la direccion de £, y £ 2 , respectivamente. 

7.2 Definition. El angulo de inclinacion de una recta £ es el angulo de 
interseccion del eje X con £/ es decir, si a esta en la direccion de £, e! angulo 
de inclinacion de £ es Aia. 

Como se indica en la figura 21, se sigue, de las anteriores definiciones y la 
convention adoptada, que podemos tambien suponer para el angulo de 
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inclinacion a. de una recta que —— < a < ^ (~90 J < a < 90°). Las rectas 
verticales tienen el angulo de inclinacion nj2. 



Si £ es una recta no vertical de pendiente m, entonces es claro que 
(figura 22) 



7.3 m = tan a, 
donde tx es el angulo de inclinacion de £. 

7.4 Ejemplo. Encuentrese el angulo de inclinacion de la recta que pasa 
por los puntos (5.31, 2.85) y (7.31, —3.47). 

Solution. La recta es paralela al vector (7.31, — 3.47) — (5.31, 2.85) 
= (2.00,-6.32), y de aqui 


m = tan a = —3.16 
o 

tan ( — a) = 3.16. 
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Consultando las tablas trigonometricas, encontramos que tres cifras 
significativas para la tan ( — a) nos permiten concluir que 

72°24' < -a < 72°28' 
o 

a = — 72°26' +2'. 

Consideremos seguidamente el problema de determinar el angulo 0 
(figura 20) de interseccion de un par de rectas £j y C 2 . Si una de las rectas 
es vertical o si las rectas son ortogonales, el angulo de interseccion se 
determina facilmente. Suponemos por ello que C t y C 2 son rectas no 
verticales y que no son ortogonales. Sean m 1 y m 2 las pendientes de £ x y C 2 , 
respectivamente. Entonces C x esta en la direccion aj = (l,Wj) y C 2 esta 
en la direccion a 2 = (\,m 2 ). Sea 9 — C 2 = /_a,a 2 . Entonces 

7.5 tan 0 = sen 0 = a i ± ' a 2 _ (~»»i > 1)‘U, m 2 ) _ m 2 -m 1 

cos 9 a t a 2 (1, w,)-(l, m 2 ) l+m 1 m 2 

Notese que el signo del denominador de la anterior expresion es el de cos 0 
y el signo del numerador es el de sen 9. El cuadrante en el que el angulo 
se encuentra puede, entonces, determinarse por el signo de m 2 —m ] y el 
signo de 1 +m l m 2 : +/+ es el l cr cuadrante, +/- es el 2? cuadrante, 
-I- es el 3"cuadrante y -/+ es el 4?cuadrante. Si m 2 -m l = 0, 9 = 0. 
Si 1 +m l m 2 = 0, las rectas son ortogonales (9 = n/2 si m 2 -m l > 0 y 
0 = 3 7 t/2 si m 2 —m 1 < 0). Asi pues, por el uso de 7.5 y la determinacion 
del cuadrante de 9, el angulo 9 puede encontrarse por medio de las tablas. 

Problemas 

1. Determinese el angulo de inclinacion de las siguientes rectas: 

a) La recta cuya ecuacion es x—y = 6. 

b) La recta que pasa por el punto (1, 0) en la direccion (2, 5). 

c) La recta cuyas ecuaciones parametricas son 

x — 3 + 8f 
y = -44-6?. 

2. Encuentrese el angulo de interseccion de los siguientes pares de 
rectas: 

a) Rectas a y b en el problema 1. 

b) Rectas a y c en el problema 1. 

c) Rectas b y c en el problema 1. 

3. Encuentrese el angulo de interseccion de con C 2 donde: 

a) m l = 2 y m 2 = -3 b) m l = -3 y m 2 = 2 

c) m, = -2ym 2 =3 rf) m 1 =2ym 2 =-i 

e) m l = — \ y m 2 = 2 f ) = 2 y C 2 es el eje Y. 
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En cada uno de los restantes problemas estimese la precision de la con- 
testacion dada. 


4. Determinese el angulo de inclinacion de las siguientes rectas: 

a) La recta cuya ecuacion es 2.86x + 5.32j = 184. 

b) La recta cuyas ecuaciones parametricas son 

x = 5.234 + 7.4355 1 
y = -2.075-85.36r. 

5. Encuentrese el angulo de intersection de C, con C 2 donde: 

a) m y = 3.22 y m 2 = —5.67 

b) Cj = {(14.3r, 18.36r)} y una ecuacion de C 2 es 165x+132y = 256 

c) m 1 = —4.87 y m 2 = 0.560 

d) = -6.374 y C 2 es el eje Y. 

6 . Calculese en radianes el angulo del vector a al vector b. 

a) a = (30, -10), b = (18,70) 

b) a = (-23, 50), b = (13, 36) 

c) a = (3.07, 1.56), b = (4.20, -38.2). 


8. SOLUCION DE TRIANGULOS 

Sean a, b, c los lados de un triangulo (figura 23) donde a + b + c = 0. 



Los angulos a = Z_c(-b), = Z_a(-c), y y = Lb(—a) se llaman 

angulos interiores opuestos a los lados a, b, y c, respectivamente. 

Un triangulo se dice que esta '‘resuelto” si 
conocemos los angulos interiores a, /?, y y, y las 
longitudes |a|, |b|, y |c| de los lados. El problema 
en la resolucion de un triangulo es encontrar todos 
los angulos y las longitudes de todos los lados 
partiendo de cierta informacion dada acerca del 
triangulo. Al hablar de triangulos, siempre supon- 
dremos que la medida de todos los angulos interiores 
es siempre de entre 0 y n (o, si esta en grados, de 
entre 0° y 180°). Es costumbre general cuando se 
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trata de medidas en el piano expresar los angulos en grados y as! lo 
haremos nosotros en toda esta seccion. 

Para un triangulo rectangulo (y = 90°), no necesitamos formulas es- 
peciales para resolver el triangulo —solamente un conocimiento de las 
funciones trigonometricas y un juego de tablas. Para un triangulo rectan¬ 
gulo (figura 24), tenemos, por la definicion de funciones trigonometricas: 

| a| lado opuesto 
sen a = — = —-£- 

|cj hipotenusa 

|b[ lado adyacente 
cos a = — = —---—- 

[c| hipotenusa 

[a) lado opuesto 
tan a = — = -—---, 

|b| lado adyacente 

Sabemos tambien que, como la suma de los angulos de un triangulo es n 
radianes o 180°, para un triangulo rectangulo 

a + (] = 90°; 

y por el teorema de Pitagoras sabemos que 

|a| 2 + |b| 2 = |c| 2 . 

8.1 Ejemplo. Resuelvase el triangulo rectangulo (y = 90°) dados 
Jc| = 24.0 y a = 21.0°. 

Solucion. /? = 90°-21.0° = 69.0° 

|a| = Jc| sen 21.0° = 24.0 (.358) = 8.60 
Jb| = |c| cos 21.0° = 24.0 (.934) = 22.4. 

Es a menudo aconsejable, al efectuar un calculo, formalizar el proce- 
dimiento calculatorio. Puede ser que en alguna otra ocasion se quiera 
resolver un problema analogo o puede ser que se esten preparando instruc- 
ciones calculatorias para una maquina o para una persona (un ayudante) 
que ha de efectuar los calculos para uno. Tomamos el problema de la 
resolucion de un triangulo rectangulo como un ejemplo sencillo. 

8.2 Ejemplo. Establezcase una rutina calculators para la solucion de 
un triangulo rectangulo dado un angulo (en grados) y un lado del triangulo. 

Solucion. Dados: y = 90°, |c| y a (en grados). 

A determinar: |a|, |b|, y /? (en grados). 

Condicion: 0 < a < 90°. 
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Explicacion: Las formulas basicas usadas son 


= cos a = — , a + P = 90°. 

|c| |c| 



Esquema: a |c| nS (= n cifras significativas) 


sen a |a| 

cos a |b| 

P 

Programa: a y |c|: dados 

sen a, cos a: de las tablas trigonometricas, a en grados 

|a| : |c| sen a 
|b| : |cj cos a 
P : 90° —a 

Ejemplo: 21°000 24.000 5S 


.35837 8.6009 

.93358 22.406 
69°000 



FIGUBA 26 
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El siguiente par de formulas se usan para la solucion de un 
general. Considers un triangulo (figura 26) con lados a, b, 
a+b + c — 0 y los angulos interiores son a = / cf-b) R - 
7 = L b( —a). 1 } ' P ~ 


triangulo 
c, donde 
Z_a(-c), 


|c| 2 _ |a| 2 + |b| 2 —2|a| fbj cosy (ley de los cosenos) 
sen a _ sen yS sen y 

I a I ~7hT = 17r (ley de los senos). 


Prueba de la ley de los cosenos. 

|c| 2 = ( c) * ( c) = (a + b)-(a + b) = |a| 2 + |b| 2 + 2a-b 
= |a| 2 + |b| 2 — 2 |a| |b| cosy, 


ya que 


cos y 


b (~a) 

Ib||a| 


Prueba de la ley de los senos. (Figura 27.) Es suficiente probar la ley 
de los senos nara cualquier par de lados y los angulos correspondientes. 
Mostraremos que sena/|a| = seny/|c|. Notese primero que 


Ya que 


b x c = b 1 • (— a - b) = b 1 ■ (— a). 

b x -c = |b| |c[ sen Abe = |b| |c| sen (180° 
= |b| |c| sen a 


-«) 


b x, (-a) = |b| |a| sen Ab(-a) 
obtenemos entonces 


|b| |a| sen y, 


sen a sen y 


N |c] 

♦** 
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8.5 Ejemplo. Dado un triangulo con |a| = 70, |b| =40, y y — 34°, 
encuentrese |c|. 

Soluci6n. 



Usando la ley de los cosenos, tenemos 

|c| 2 = |a| 2 + |b| 2 — 2|a| |b| cos y 

= (49+ 16 — 56-0.83) 10 2 = 19xl0 2 . 

Luego |c| = 43. 

8.6 Ejemplo. Resuelvase el triangulo dados |b| = 6.000, /? — 41°3r, y 
a = 25°7'. 

Soluci6n. (Vease pag. 304.) 



Dados: |b|, /?, y a (grados). 

A determinar: |a|, |c|, y y. 

Condition: 0 < p + a < 180°. 

Explication: las formulas basicas usadas son 

sen a sen B sen y .. , , . 

-= - - =- - (ley de los senos) 

N |b| |ci 


y 


a + p+y = 180°. 
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Esquema: 


a |b| 


P 


y 

sen/l sen a |a| 

sen y |c| 

Programa: /l, a, |b| : dados 

y : 180° —/? —a 

sen /?, sen a, sen y: de tablas trigonometricas (angulos en grados) 




, , ibl 

|a| :-sen a 

sen p 




i i l b l 

I c | : -• sen y. 

sen /> 


Ejemplo 8.6: 

4U13' 

25 G 7' 6.000 

4S 


.65891 

1I3°40' 
.42446 3.865 

.91590 8.340 



Problemas 

1. Resuelvanse los siguientes triangulos rectangulos en que e! angulo 
recto es y. 

a) jc| = 15, a = 22° b) |c| = 40, a = 55° 

c) |a| = 12, |b| = 3 d) |b| = 43, jcj = 70 

e) |b| = 92.3, a = 35°4' /) |b| = 21.3, fi = 21.3° 

g) c = (33.85) y b es horizontal. 

2. Resuelvase el triangulo dados: 

a) |aj = 8, [b| = 5, y = 30° 

b) |a| = 8, |b| = 5, y = 120° 

c) |c| = 10, a = 40°, y = 50° 

d) |b| = 36.02, Ic| = 148.35, a = 15°27' 

e) |a| = 7.03, |c| = 9.28, /J = 60°21' 

/) [a| = 7.03, a = 125°ir, /? = 24°57' 

g) Los vertices del triangulo son (1. 3), (-2, 5), y (8, 7) 

h) a - (25, 0), b = (20,53) 

i) b = (16,0), c = (-8, 12). 

3. Una antena esta montada sobre una torre. Desde un punto sobre 
el suelo a 458 metros de la base de la torre los angulos de elevacion al 
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tope y a la base de la antena son, respectivamente, 36°21' y 30°05'. i,Que 
altura tiene la antena?, icual es la altura de la antena sobre el suelo? 

4. Un barco marcha hacia el este con velocidad de 47.5 kilometros por 
hora (25.6 nudos). La direccion del faro es N63°48'E; 36 minutos despues 
la posicion del faro es N18°32'E. /,A que distancia se encuentra el barco 
del faro ? 

5. Un aeroplano vuela hacia el oeste a una velocidad de 900 kilometros 
por hora respecto al suelo. La velocidad del viento respecto al suelo es 
de 80.5 kilometros por hora en la direccion S50°E. ^Cual es la velocidad del 
viento respecto al aeroplano? (La velocidad es un vector. La direccion 
del vector es la direccion del movimiento y la longitud del vector es la 
cuantia o magnitud de la velocidad. gi y AB es la velocidad de un cuerpo A 
respecto a un cuerpo B, entonces y AC = v^s + Vgc.) 

6. Un aeroplano esta volando con una velocidad respecto al aire 
de 804.5 kilometros por hora siendo constantemente la direccion del 
aeroplano (cola-cabeza) N30°E. La velocidad del viento es de 40.2 kilo¬ 
metros por hora en la direccion N 15°0. i,Cual es la velocidad del aeroplano 
respecto al suelo?, £en que direccion deberia colocarse el aeroplano para 
que su vuelo tuviera la direccion N30°E? 

7. La resultante de dos fuerzas de 29.5 kg y 15.3 kg, respectivamente es 
una fuerza de 17.2 kg. <,Cual es el angulo entre las fuerzas? 


9. COORDENADAS POLARES 

Un vector queda determinado completamente por su longitud y su 
angulo de inclinacion (direccion). Asi pues, si r > 0, entonces (r cos 9, 
r sen 6) es el vector (unico) de longitud r y angulo de inclinacion 9 (figura 30). 



r >0 

FIGURA 30 
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Consideremos tambien el vector ( r cos 9, r sen 9) cuando r < 0. Entonces 
-r > 0 y ( — rcosO, —r sen 0) es el vector de longitud -r y angulo de 
inclinacion 9. Ahora bien ( r cos 9, r sen 9) es el vector (-r cos 9, -r sen 9 ) 
girado un angulo n (figura 31) —es decir, si r < 0 entonces (r cos 9 , r sen 9) 
es el vector de longitud — r y angulo de inclinacion 9 + n. Resumimos este 
resultado en el siguiente lema. 



9.1 Lema. Dados los numeros reales r (r # 0) y 6, 

a) (r cos 6, r sen 0 ) es el vector de longitud r y angulo de inclinacion 6 
si r > 0, 

b) (r cos 9, r sen 8) es el vector de longitud —ry angulo de inclinacion 
9 + n si r < 0. 

Si r = 0, no tenemos ninguna dificultad en identificar el vector; es el 
vector cero. 

En esta seccion nuestro principal- interes esta en considerar (r cos 0, 
r sen 9) como un punto en R 2 (un radio vector). Los numeros reales r y 9 
se llaman coordenadas polares del punto (x, y) = (r cos 6, r sen 9). La 
relacion entre coordenadas polares r, 0, y coordenadas rectangulares x, y 
puede tambien expresarse por el par de ecuaciones 

9.2 x = r cos 0 

y = r sen 9. 

Dadas las coordenadas polares r, 8 de un punto, la ecuacion (9.2) nos dice 
como calcular las coordenadas rectangulares x, y del punto. 

9.3 Ejemplo. Encontrar las coordenadas rectangulares del punto cuyas 
coordenadas polares son: a) r = 2, 6 = nj2, b) r = 2, 9 = 37t/2, c) r = —2, 
0 = nil, d) r = 2,9 = 5nj2. 
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SOLUCION. 

a) (x, y) = (2 cos nj 2, 2 sen rc/2) = (0, 2) 

b) (x, y) = (2 cos 3 7t/2, 2 sen 37r/2) = (0, —2) 

c) (x, y) = ( — 2 cos n/2, —2 sen rc/2) = (0, —2) 

d) (x, j) = (2 cos 5 jt/ 2, 2 sen 5rc/2) = (2 cos rc/2, 2 sen n/2) 

= (0, 2). 

El anterior ejemplo nos muestra que a un mismo punto se le pueden 
asignar distintas coordenadas polares. Esto es cierto, desde luego, ya que 

(r cos 0, rsend) = (— l) k r(cos (0 + /r7r), sen (8 + kn )), 

donde k es un entero cualquiera. Otra forma de decir lo mismo es que 
para valores dados de x, y, las soluciones r, 6 a las ecuaciones (9.2) no son 
unicas. A menudo es conveniente tener una correspondencia uno-uno 
entre los puntos de R 2 y las coordenadas polares asignadas a los puntos 
de R 2 (distintos del origen). Puede conseguirse esto, por ejemplo, por las 
restricciones r > 0 y 0e[O,2rc>. Cuando surja la necesidad de tales 
restricciones, se enunciaran explicitamente. 

Una funcion real / de variable real puede usarse para definir un 
conjunto £ en R 2 conviniendo en que r = f(0) y 0 son las coordenadas 
polares de puntos en R 2 ; es decir 

£ = {(r cos 0, r sen 0) | r = /(#)}. 

El conjunto £ se llama grafica polar de /, y la ecuacion r = f(9) se llama 
ecuacion polar de £. 

Por ejemplo, si / es la funcion constante c, entonces 

r = c 

es la ecuacion polar de la circunferencia con centro en el origen y radio |c|. 
La simplicidad de esta expresion analitica para la ecuacion de una circun¬ 
ferencia es la razon por la que las coordenadas polares son tan adecuadas 
para los problemas en que aparecen simetrias circulares o en problemas en 
que aparecen circunferencias o fronteras circulares. 

9.4 Ejemplo. Encuentrese una ecuacion polar de una circunferencia que 
pase por el origen con su centro en el eje X (figura 32). 

Solucion 1. Sea (a, 0) el centro de la circunferencia. Entonces, una 
ecuacion de la circunferencia es 

(x—a) 2 +y 2 = a 2 . 


o 

x 2 -2 ax+y 2 = 0 . 
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Si r, 6 son coordenadas polares de un punto sobre la circunferencia, entonces 
(.r cos Q) 2 — 2ar cos 0 + (r sen 0) 2 = 0 


o 

r(r — 2a cos 0) = 0 ; 


es decir. 


r = 0 o r = 2a cos 9. 



Tomando 8 = n/2, vemos que r = 2a cos Q incluye el caso r = 0. Los 
pasos anteriores pueden ser recorridos en orden inverso y de ello se sigue 
que la grafica polar de r = 2a cos 0 es la circunferencia. (En realidad, todos 
los puntos de la circunferencia se obtienen tomando 0e< — n/2, nj2].) 

Solucion 2. Sea P = (r cos 0, r sen 0) un punto sobre la circunferencia 
|P — (a, 0)| 2 = a 2 (figura 32). Tenemos ahora 

P-[P-(2a,0)] = [P-(a,0) + (flf,0)]-[P-(fl, 0)-(a, 0)] 

= |P —(a, 0)| 2 — a 2 = a 2 —a 2 = 0; 

es decir, el diametro horizontal de la circunferencia es la hipotenusa del 
triangulo rectangulo formado por el radio vector P a un punto sobre la 
circunferencia y el diametro. De donde la distancia de P al origen es 
j 2 a cos 0\. Asi pues, si P = (r cos 0, r sen 0) es un punto sobre la circun¬ 
ferencia, |r| = |2acos0| y 

r — 2a cos 0 o r = —2a cos 6. 

Si r = 2 a cos 0, entonces 

|P — (a, 0)| 2 = n 2 |(2 cos 2 8— 1,2 sen 9 cos 0)\ 2 
= a 2 |(cos 29, sen 20)] 2 = a 2 ; 
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es decir, todos los puntos de la grafica polar de r = 2 a cos 0 se encuentran 
sobre la circunferencia. 

Si r = — 2a cos 8, entonces 

|P-(a, 0)| 2 = a 2 1(2 cos 2 0+1,2 sen 0 cos 9)\ 2 
a 2 (l +2 cos 2 0 ) 2 ; 

es decir, |P — (a, 0)| 2 = a 1 solamente si cos 0 = 0. De donde vemos que la 
ecuacion polar de la circunferencia es 

r = 2a cos 9 

r = —2a cos 0 es la circunferencia de radio a con centro en ( — a, 0) 

(ejemplo 9.5). , 

El anterior ejemplo ilustra como puede determinarse la ecuacion polar de 
una curva. El problema reciproco es el de determinar la grafica polar 
de una funcion dada. Ahora bien, dada una funcion /, la grafica polar de 
la funcion es el conjunto 

8 = {(r cos 6, r sen 0) \ r = f(0)} 

= {(/(0) cos 0,/(0)sen 0)}, 

y vemos que 

x = f(0) cos 0 = g(0) 
y = f(0) sen 0 = h(9) 

son ecuaciones parametricas de t>. Asi pues, las ecuaciones polares son un 
caso particular —e importante— de ecuaciones parametricas. El para- 
metro 6 tiene un significado geometrico: es el angulo de inclinacion del 
radio vector al punto sobre 8 si r > 0. 

9.5 Ejemplo. Describase la grafica polar de f - \2 cos|. 



FIGURA 33 
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Solucion. La ecuacion polar es 


r = f(8) = |2 cos 0 |. 

Co -° /(0+ ^ = /(0) ’ entonces (/( 0 + ^) cos (0 + tt), /(0 + tt) sen (0 + *)) = 
(/(0) cos 0, /(0) sen 0). De donde la grafica polar de |2 cos| es simetrica 
respecto al ongen. Sabemos ya, por el ejemplo 9 . 4 , que en el l er y en el 
4- cuadrantes la grafica es una circunferencia de radio 1. De donde la grafica 
polar de |2 cos[ es el par de circunferencias que se muestran en la figura 33 . 

Problemas. (El papel de las coordenadas polares es muy util en el ploteo 
de las graficas polares y pueden usarse en los problemas que siguen.) 

1. Localicense (graficamente) y determinense analiticamente los puntos 
cuyas coordenadas polares son: 

a) r = 2, 0 — nl4 b) , = _ 2 , 0 = n / 4 

c) r = -2, 0 = 5nj4 d) r = 1.5, 0 = 1.0 

e ) r = 3, 0 = 120" /) r _ _ j, 0 _ 280°. 

2 . Encuentrense coordenadas polares para cada uno de los sieuientes 

puntos: 

(~ l -°) b) (1,1) c ) (-1, -l) 

d ) (3,~ 2 ) e) (-13,15) /) (-22,-11). 

3. Dibujense las graficas polares de : 

a > r = 3 b) r = 0 (espiral de Arquimedes) 

c) r = cos 0 + sen 0 </) = . 2 

2 — cos 0 


e) ,■ = -- _ . 2 

1 — cos 0 1—2 cos 0 

4. Discutase la grafica polar de: 

a) r = sen 29 (rosa de cuatro hojas) 

b) r = 1 + cos 0 ( cardioide) 

c) r ~ sen 30 ( rosa de tres hojas). 

5 - La grafica polar de r = 1/0 se llama espiral hiperbolica. Discutase 
la grafica polar de esta curva y mediante el ploteo de puntos correspondientes 
a pequenos valores de 0 demuestrese que la curva parece aproximarse a la 

recta y — 1 cuando 0 se aproxima a cero. (Esto significa que y = S6n ^ 

parece aproximarse a 1 cuando 0 se aproxima a 0 .) 
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6. Si Ft s una funcion real con dominio en R 2 (o un subconjunto de R ), 
entonces 

8 = {(r cos 9, r sen 9) | F(r, 9) = c } 

se llama grafica polar de la ecuacion F(r, 9) = c y F(r, 9) = c se llama 
ecuacion polar de 8. Discutanse y dibujense las graficas polares de las 
siguientes ecuaciones: 

a) 0 = c b) r sen 0 = c 

c) r cos 9 = c d) cos 0 + sen 0=0 

e) r cos (0 — jt / 4 ) = 0 /) r 2 = a 2 sen 20 (lemniscata). 

7. Una seccion conica es el conjunto (locus) de puntosP con la propiedad 
de que la razon de la distancia del punto P a un punto fijo F (el foco) a la 
distancia del punto P a una .recta fija (la directriz) es una constante e 
(la excentricidad). Con la directriz y el foco situados como se muestra en 
la figura 34, pruebese que una ecuacion polar de una seccion conica es 

ed 

1 — e cos 6 

(Elipse: 0 < e < 1; parabola: <? = 1; hiperbola: <? > 1.) 



FIGURA 34 


8. Encuentrense ecuaciones en coordenadas rectangulares correspon- 
dientes a las ecuaciones polares de los problemas 3, 4, y 6. 

9. Encuentrense ecuaciones polares correspondientes a las ecuaciones 
rectangulares: 

a) (x 2 +y 2 ) 2 = ax 2 y (bifolio) 

b) x 2 +y 2 = 2 ay 
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c) y 2 (a—x) = x 3 (cisoide de Diocles) 

d) (x 2 +y 2 ) 2 = a 2 (x 2 —y 2 ) (lemniscata de 

, , a— x 

e) y = x — (estrofoide) 

„ fx = t cos cot 
I J = t sen cot. 


Bernoulli) 


10. RESUMEN 


En este capitulo hemos comenzado nuestro estudio de las funciones tri- 
gonometricas. Las dos funciones trigonometricas basicas son las funciones 
circulares seno y coseno. Hemos aprendido algunas de las propiedades 
basicas de estas funciones y, a traves de sus relaciones con el angulo, hemos 
visto la aplicacion de estas funciones a la trigonometria geometrica. 


Problemas de repaso 


1. Demuestrese que el perlmetro de un poligono regular de 32 lados 
inscrito en una circunferencia de radio 1 igual a 64 sen (ti/32). 

2. Demuestrese que sen ,v = 16 cos (.v/2) cos (x/4) cos (jc/ 16) sen (.v/16). 

3. Usando los problemas 1 y 2, la identidad 2 cos 2 x)2 = 1 - cos .v, y 
una tabla de raices cuadradas, hallese un valor aproximado de n. 


4. Determinense todos los numeros 0 que satisfacen: 


a) sen 0 = 0 
c) sen 6 = \ 
e ) sen 9 = — \ 
g) sen 9 = cos 9 

5. Dibujense las 


b) cos 0 = 0 
d) cos 0 = i 
/) cos 9 = -} 
h) tan 0 = 0. 

graficas de cada una de las siguientes funciones: 


a) 



b) 10 cos o l 2 . 


6. Determinense todas las rotaciones alrededor del origen que llevan 
la recta de pendiente 3 que pasa por el origen sobre a) el eje X , b) el eje Y. 

*7. Por definicion L ab es una rotacion. En realidad, si 0 es una medida 
en radianes de L ab, entonces Z_ab = f7 e . Si q> es una medida en radianes 
de Z_cd, definase 


Demuestrese que: 


Lab+ Z_cd = U 0 o U v = U g _ v 


L ab+ L be = l_ ac. 
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*8. Considerese el triangulo con lados y angulos interiores que se ilustra 
en la figura 35. El angulo <5 = L ab se llama angulo externo obtenido por 
prolongacion del lado a. Los angulos a y /? se dice que son sus angulos 
interiores opuestos. Demuestrese que (Euclides, Libro I, Proposition 32): 

El angulo exterior obtenido por la prolongacion de un lado de un triangulo 
es igual a la suma de los dos angulos interiores opuestos. La suma de los 
angulos interiores de un triangulo es igual a L 180'(O',). 



Sugerencia. Segun el problema 15 d de la section 5, pag. 292, 
a = c( — b) = L{—c)b. Notese tambien que La( — a) — Z_ 180°. 

9. Demuestrese que: Z_ab = ^cd implica Z_ac = zLbd. 

Sugerencia. Es conveniente observar que puede suponerse que a, b, c, 
y d son vectores unitarios. Sean t/ a = /Lab, y U y = Lac. U( a) = b, 
U y ( a) = c, y U y ( b) - ?. 

10. Demuestrese que Z_ab = /Led si y solo si hay una rotation U con 
la propiedad de que U (a) esta en la direccion de c y U (b) esta en la direccion 
de d. 

11. Una milesima de artilleria es una unidad para medidas angulares 
correspondiente a 1 /6 400 de la circunferencia. Una milesima de infanteria 
es el angulo subtendido por el arco de circunferencia cuya longitud es 
1/1 000 del radio. La ventaja de estas unidades es que la longitud de la 
cuerda subtendida por un arco de circunferencia de radio r y angulo 9 es 
para angulos pequenos aproximadamente r9/l 000. Discutase la conversion 
de estas unidades a radianes y grados y viceversa. 

12. Los vertices de un triangulo son (1, 1), (3, 8), y (—2, 5). Deter- 
minense en grados los angulos interiores del triangulo. 
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13. iCual es el rango de a) tangente? ib) cotangente? ic ) secante 9 
la) cosecante ? 

14. Determinense (aproximadamente) todos los valores de x que satis- 
facen: 

a) sen x = —1.0356 b) sen x — 0.84147 

c) sec x = \ d) tan x = —14.101 

e) esc 2 x = 2 /) cos 2 x = J. 

15. Desde un punto de un valle, el angulo de elevacion de una montana 
es 7 48 . Desde un punto 9.65 kilometres mas cercano, el angulo de 
elevacion es 10°57'. ^Que altura tiene la montana sobre el valle? 

16. Se le dan instrucciones a un aviador de volar hacia el norte y volver 
al portaaviones una hora despues. Entretanto, el portaaviones marcha en 
direccion SE a 37.04 kilometres por hora (20 nudos). Si la velocidad del 
avion es de 2 685 kilometres (1 450 nudos), ^cuanto puede volar hacia 
el norte ? 

17. Dibujese la grafica polar de: 

a) r = 2 + 4 cos 6 b) r 2 = n 2 cos20 

c) r cos (0 —a) = d \r = \jt 

^ [0 = 8 nt, te( 0, oo>. 

18. La latitud de Cabo Kennedy, Florida, es aproximadamente 28.5°. 
iCual es alii la velocidad lineal producida por la rotacion de la tierra? 
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Capitulo 



Induccion 

matematica 


1. INTRODUCTION 

En los teoremas que hasta ahora hemos probado pueden distinguirse dos 
diferentes metodos de prueba, el llamado “directo” y el “indirecto”. En el 
metodo directo de prueba, procedemos de la hipotesis a la conclusion a 
traves de una serie de deducciones cada una de las cuales esta justificada 
por algun axioma o por algun teorema previamente probado. En las pruebas 
indirectas, comenzamos por suponer que la conclusion no es cierta y, a 
continuacion, a traves de una serie de deducciones, obtenemos una 
proposicion que contradice la hipotesis del teorema. Luego, bajo la hipotesis, 
la conclusion del teorema no puede ser falsa y debe, por tanto, ser 
cierta. 

Si un teorema es una proposicion que ha de verificarse para todos los 
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enteros positivos, entonces es a menudo posible construir una prueba 
basada sobre un principio llamado de “induccion matematica”. 

En este capitulo introducimos el principio de induccion matematica. 
En realidad, damos dos principios distintos de induccion matematica. El 
primero dado, llamado Principio de induccion. es, para nuestros propositos 
el mas importante. El otro* principio, llamado Segundo principio de 
induccion, es poco usado en esta obra y, por ello, lo analizamos muy 
breve mente. 

Aunque estos dos principios de induccion matematica estan estrecha- 
mente relacionados, probar uno partiendo del otro, es realmente complicado. 
En lugar de hacer esto, lo que haremos sera probar ambos principios 
basandonos en otra propiedad de los enteros positivos Ilamada el principio 
del buen orden. 


2. EL PRINCIPIO DE INDUCCION MATEMATICA 

Suponemos que los enteros positivos poseen la siguiente propiedad, 
Ilamada principio del buen orden. 

Todo conjuntc no nulo de enteros positivos posee un elemento mlnimo. 

Por ejemplo, el entero mlnimo en el conjunto de todos los enteros posi¬ 
tivos pares es 2 y el entero mlnimo en el conjunto de todos los enteros 
positivos impares es 1. Por no haber definido los enteros positivos con 
suficiente cuidado como subconjunto de los numeros reales, no intentamos 
una prueba del principio del buen orden, sino que lo consideramos como 
un axioma adicional. 

Usando el principio del buen orden, podemos probar: 

2.1 Teorema. (Principio de induccion.) Cualquier conjunto S de enteros 
positivos que 

1) contiene a 1 y 

2) contiene a m+ 1 siempre que contiene a m 
es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Prueba. Sea <3 el conjunto de todos los enteros positivos que no estan 
en S. Queremos mostrar que <3 es el conjunto nulo. Supongamos que S no 
es nulo. Entonces, por el principio del buen orden, 3 tiene un elemento 
mlnimo; llamemosle b. Como leS, b # 1. Luego b— 1 es un entero positivo. 
Como b 1 es menor que b, b— 1 no esta en3, luego b — 1 eS. Pero entonces, 
por (2), b = (b— 1) +1 eS. Pero esto contradice que 6e3„ y por ello la 
suposicion de que <3 no es nulo no puede verificarse. Por consiguiente 5 es 
el nulo; es decir, S es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Despues de reflexionar un poco, el estudiante se dara cuenta de que el 
principio de induccion es una propiedad de los enteros positivos que ha 
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usado implicitamente muchas veces. Parece perfectamente natural argiiir 
como sigue: Sea S un conjunto de enteros positivos que satisfacen (1) y 
(2) del teorema 2.1. Por (1), 1 eS. Entonces por (2), 1 + 1 = 2eS. De nuevo 
por (2), 2+1 = 3eS. Continuando en esta forma podemos mostrar que 
cualquier entero positivo n esta en S. Este argumento carece de precision 
en el punto en que decimos “continuando en esta forma”. Hemos mostrado 
que la validez de este tipo de argumento es una consecuencia del principio 
del buen orden. 

Ilustramos ahora el principio de induccion con algunos ejemplos. 


2.2 Ejemplo. Pruebese que si 0 < x < 1 y n es un entero positivo 
cualquiera, 0 < x" < 1. 

Prueba. Tomemos una x tal que 0 < x < 1. Sea S el conjunto de todos 
los enteros positivos n tales que 0 < x n < 1 Queremos mostrar que S es 
el conjunto de todos los enteros positivos. Llegaremos a tal conclusion al 
mostrar que S tiene las propiedades (1) y (2) del teorema 2.1 y aplicar el 
principio de induccion. 

1) 1 eS por hipotesis. 

2) Si me S —es decir, si 0 < x m < 1—, entonces 0 < x m < 1 por el 

teorema 6.5 del capitulo 1, pag. 35 y, por tanto, m+ leS. 

Luego, por el principio de induccion, S es el conjunto de todos los 
enteros positivos y la prueba es compieta. 

2.3 Ejemplo. Pruebese que para cualquier numero real p > -1 y 
cualquier entero positivo n, (l+p) n > l+np. 

Prueba. Sea S el conjunto de los enteros positivos n para los cuales 
(1 +p) n Ss 1 +np. 

1) 1 eS ya que (1+/0 1 = 1 + 1 - j v- 

2) Si meS —es decir, si (1 +p) m ^ 1 +mp — entonces 

(1 +p) m+1 = (\+p)d+p) m 

^ (1 +p) (1 + mp) (axioma 0 4 ) 

= 1 +p + mp + mp 2 
> 1 +(m+ \)p. 

Asi pues, weS implica m + leS. Aplicando el principio de induccion, 
podemos concluir que S es el conjunto de todos los enteros positivos y el 
teorema queda probado. 

2.4 Ejemplo. Demuestrese que si n es un entero positivo cualquiera, 
entonces }(n 3 + 2n) es un entero. 
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Solucion. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n tales que 
+2n) es un entero. 

1) 1 eS, ya que £(1 +2) = 1. 

2) Si weS es decir, si j(m 3 + 2m) es un entero— entonces 

i[(w+ l) 3 + 2(m+ 1)] = !(w 3 + 3w 2 + 3w+ 1 +2w + 2) 

= jfm 3 + 2m) + w 2 + m+l 
es un entero. Luego meS implica m+ 1 eS. 

Luego S es el conjunto de todos los enteros positivos segun el principio 
de induccion. F 


Problemas 


1. Pruebese que: si x > I y n es un entero positivo cualquiera, entonces 
x 1 > ]. 

2. Pruebese que: si x < 0 y n es un entero positivo cualquiera, entonces 

x ‘ < 0. 

3. Pruebese que: si x jt 0 y n es un entero positivo cualquiera, entonces 
x > 0 . 

4. Si n es un entero positivo, muestrese que los siguientes numeros 
son enteros: 


a) 


n(n + 1) 
2 


c) 


2/i 3 + 3n 2 + n 
6 


b) 


n 3 +3n 2 +2 n 
3 


,, n +2n +n 2 
d) -- 

4 


5. Sean a 1 , a 2 ,..., a n ,... un conjunto de numeros. 

Si |a,| < I y ^ p pruebese que \a n \ ^ n. 

6. Demuestrese que a-b es un factor de a"-b n para cualquier entero 
positivo n. Sugerencia: <f~b n = a(a"~' -b n ~') + b n ~' (a-b). 

7. Demuestrese que a + b es un factor de a 2n ~' +b 2n ~ l para todo entero 
positivo n. 


8. Pruebese que para cualquier numero real p ^ 0 y cualquier entero 
positivo n, (1 +p) n > 1 +np + — — 1 — , 


9. Demuestrese que: 

a) cos (tin) = (—l)" para todos los enteros positivos n. 

b) Si /es una funcion periodica con periodo T, entonces f(t + nT) =f(t) 
para todo y para todos los enteros positivos n. 
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10. Demuestrese que: 

a) (abf = a n b" para todos los enteros positivos n. 
jj) (a m ) n = a mn para todos los enteros positivos my n. 

11. Demuestrese que: 

a ) (_l) 2n = 1 para todos los enteros positivos n. 

5 ) (_ l ) 2 " -1 = — 1 para todos los enteros positivos n. 

12. Pruebese que si 0 < a < b entonces 0 < a" < b n para todos los 
enteros positivos n. 

13. Demuestrese que si a 0 = b y ct n = c«„_i para todos los enteros 
positivos n, entonces a„ = be" para todos los enteros positivos n. 


3. SUMAS 

La prueba de formulas para ciertas sumas de numeros es otro ejemplo 
del uso de la induccion matematica. Si tenemos una formula que parece 
verificarse para todos los enteros positivos —quiz& la hemos adivinado 
porque sabemos que se verifica para unos pocos primeros enteros positivos— 
entonces, la induccion matematica es una forma de comprobar si la formula 
es cierta para todos los enteros positivos. 

Consideremos, por ejemplo, el problema de encontrar una formula 
para la suma de los primeros n enteros. Calculamos primero esta suma para 
pequenos valores de n; haciendo S„ = 1+2+ l-w, tenemos: S { = 1, 
s = 3 , s 3 = 6 , S 4 = 10, y S s = 15. A continuacion intentamos —por 

intelieente adivinacion— encontrar una formula para S n que sea satisfecha 

n(n+ 1 ) 

por los valores calculados; tal formula es S„ = ~ • rodriamos 

comprobar esta formula para algunos valores de b mas grandes y ganar as! 
una mayor confianza en la correccion de la formula. Pero esto esta lejos 
de probar la validez de la formula para todos los numeros positivos. No 
podemos estar seguros de que la formula no fallara para algun valor de n 
de los no comprobados. Como veremos, es muy facil probar esta formula 
por el principio de induccion. 

Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n para los que la formula 
es valida. 


1-2 

1 ) 1 eS. Esto ya se ha verificado: 1 = — • 


m{m+ 1 ) 


2) Si me S —es decir, si S m = 1+2+ • • • +m = ~ 

S m + 1 = 1+2+ ... +m+(m + l) = S m + (m + 1) 

m(m + l) , . ,, (m + l)-(m + 2) 

= — 2 -^ + (m + 1) -■ 

2 2 


, entonces 
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Asi pues, meS implica m+leS, y por tanto S es el conjunto de todos los 
enteros positivos segun el principio de induccion. 

Otro ejemplo de este tipo es encontrar la suma de los cuadrados de los 
pnmeros n enteros, es decir, l 2 + 2 2 +• • ■+„ 2 . Como anteriormentei 

podriamos representar estas sumas por algun slmbolo, tal como el S n , pero 
tales sumas son de aparicion frecuente en analisis y se usa para ellas una 
notacion estandar. 


3.1 Definicion. 

entonces 


Si n es un entero positivo y a l .a 2 ,...,a n son numeros, 


E a k — a \ +n 2 + ••• +a n . 

k= 1 
n 

Y a k se lee “la suma de a k desde k = 1 hasta k = Por ejemplo, la suma 

de los primeros n enteros puede escribirse l+2d - +n = £ k. (“V” e s 

la sigma mayuscula, la letra griega correspondiente a “S”.) 

Volviendo al problema de encontrar la suma de los cuadrados de los 

pnmeros n enteros: \ 2 + 2 2 + ■ ■ ■ +n 2 = £ k 2 , procedemos como anterior- 

k= 1 
n 

mente. Primero encontramos £ k 2 para algunos valores pequenos de n. 

k - 1 

1 k 2 = l 2 = l 

Jt= 1 

i k 2 = l 2 +2 2 = 5 
*= 1 

E k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 = 14 

k - 1 

I k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 = 30. 

k= t 

Para estos valores de n, la formula 

n 

E k 2 = i(2n 3 + 3n 2 + n) = - (/j +1) (2n + 1) 

k-1 5 


se satisface. 

Probamos ahora, por induccion matematica, que esta formula se verifica 
para todos los enteros positivos n. Sea S el conjunto de los enteros posi- 
tivos n para los que la formula se verifica. 
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1) 


leS, ya que 


i 


E k 2 


fc= 1 


l 2 = i(2)(3)= 1. 


m m 

2) Si me S —es decir, £ A: 2 = - (m +1) (2m +1)— entonces 

k= 1 6 

m+1 m 

£ k 2 = £ fc 2 +(m + l) 2 

k= 1 fe= 1 

= — (m +1) (2m +1) + (m +1) 2 
6 

= ^ii[m(2m + l) + 6(m + l)] 

6 

= EL±i(2 m 2 + 7m + 6) 

6 

= ELEA (m +2) (2m+3). 

6 

Luego meS implica m+leS. Luego,S es el conjunto de todos los enteros 
positivos segun el principio de induccion y la formula esta probada para 
todos los enteros positivos. 

Adviertase que, en los ejemplos anteriores, no fuimos capaces de derivar 
formulas por induccion matematica. Tuvimos primero que imaginarnos 
una formula en la que teniamos alguna razon para suponer correcta. Luego 
es cuando usabamos la induccion matematica para establecer la validez de 
la formula para todos los enteros positivos. Derivaremos estas mismas 
formulas de otro modo en la proxima section. 


Problemas 


1. Escribanse en forma explicita las siguientes sumas. 


a) X k 

k= 1 

C) E r j 

j= i 

<0 E 

k= 1 


b) E (6 ~k) 

k— 1 

d) E « 2i 

i—2 

/) £ (fc 3 + 3 k 2 ). 
1 
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2 . Pruebese cada una de las siguientes formulas por induction mate- 
matica. 

“ n , 

a) Z 2 k = n(n + i) 6) V - - - = _Z!_ 

* =1 lfc(*c + l) n + 1 

c) f cos(2fc-l)x = d) £ k2 k ~ i = l+(n —1)2” 

t=1 2 sen x *=i 

<0 I fc 3 = i(« 4 + 2n 3 + n 2 ) /) £ (3* 2 -3Jk +1) = n 3 . 

4-1 *=i 

3. ^ Despues de calcular la suma para algunos valores pequenos de n, 
propongase una formula para la suma de los primeros n enteros positivos 
impares. Pruebese a continuation la formula por induction matematica. 

4. Pruebese que: 

Z ark ~ 1 = a (r # 1). 

*=i 1 — r 


5. Calculense los valores de las siguientes sumas. 


a) I 3 k -‘ 


*) I ^7 

*=i 3 1 


b) y - 
* -1 2* 

" 9 

d) y —. 

*=i 10* 


6. e,La siguiente formula es valida para todos los enteros positivos nl 

n 

Z = (2« + l) 2 —l+0i —l)(n-2)(n —3). 

/t = 1 

7. Escribanse explicitamente las siguientes sumas. 

* 5 

Cfc-(fc-i)] 6) z [fc 2 -(^-i) 2 ] 

C) z L/c 3 -(/c-1) 3 ] 


* = 1 
5 


d ) Z («Jt — i) . 


* = 1 


8. Pruebese que a k sg 6* (£ = implica Z a k < Z ^ • 

,9. Pruebese que 


*=i *=i 


Z 
*= 1 


Z l«*l 

*= 1 
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4. PROPIEDADES DE £ fljk 

k = 1 

En el capitulo 1 se senalo que podiamos sumar tres numeros a lt a 2 ,y a 3 
en dos formas: ( a 1 +a 2 ) + a 3 y a l +(a 2 + a 3 ). Sin embargo, como 
(aj +a 2 ) + a 3 — a i +(a 2 +a 3 ), podiamos prescindir de los parentesis y 
escribir simplemente a l +a 2 +a i . Por induction matematicapuede probarse 
la proposition correspondiente para la suma de cualquier numero finito 

n 

de numeros reales. Esto nos permite definir Y a k como lo hicimos en la 

k= 1 

definition 3.1. 

La ley conmutativa de la adicion puede extenderse analogamente a | 
cualquier suma finita de numeros reales. Es decir, la position de los 
terminos en una suma puede cambiarse sin que quede afectado el resultado. 
As! pues, en particular, 

41 i a k= i a n -k +1 • 

k= 1 k =1 

n n 

Y, a n -k +1 ti ene * os mismos terminos que £ a k pero el orden en que los 

*=i k =i 

terminos estan escritos es el inverso. El estudiante debe comprobar lo 
afirmado para el caso n = 5. 

Pasamos ahora a probar la extension de la ley distributiva para cualquier 
suma finita. 

4.2 Teorema. Para cualquier entero positivo n 

n n 

Y ca k = c Y °k ■ 

k=l k= 1 

Prueba. Sea S el conjunto de los enteros positivos n para los que 

Y ca k = c Y a k ■ 

k= 1 k= 1 

1 1 

1) leS, ya que Y ca k = ca t = c Y 

k= 1 fc-1 

m m 

2) Si meS —es decir, £ ca k = c £ a k —, entonces 

k= 1 1 

m +1 m 

Y ca k = Y ca k+ ca m +1 

k= 1 *=1 

m 

k= 1 


Propiedades de la sumatoria para cualquier numero finito 
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= q X a k + a m +1 

\k=l 
m+ 1 

= c X • 

* = 1 

Asi pues me S implica m+leS, de donde, por el principio de induccion, 
S es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Otra propiedad de las sumas que tendremos ocasion de usar es: 

4.3 Teorema. Para cualquier entero positivo n 

it it n 

X («*+M = X a k + x ^ ■ 

(c = 1 *=1 *=1 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n para los que 

X K+w = X a k + X b k ■ 

k =1 *=1 *=1 

1 1 J 

1) leS, ya que X ( a k + b k) = a i+ b i - X + X b k- 

k =1 k=l 

m m m 

2) SimeS —esdecir, X K + M = X a k + X b k— entonces 

k — \ k = 1 k= 1 

ffi + 1 m 

X ( a k + b k) = X ( a k + frji) + (a m +i + ^ m+ i) 

*=i 

m m 

= ^ ^ + 1 + 1 

/c= 1 k = 1 




m + 1 m + 1 

= X a k + X b k ■ 

k - 1 1 

As! pues, meS implica w + 1 eS, de donde S, por el principio de induccion, 
es e! conjunto de todos los enteros positivos. 

Las propiedades de las sumas finitas pueden usarse para evaluar^X^ 
y X k 2 directamente sin necesidad de formulas tentativas (con pruebas 

n 

subsiguientes por induccion matematica). Consideremos primero X ( k - 
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[4.1] 


Sea S n = Y, k- Entonces 


k = 1 


2S„ = £ k+ I (n-fc + 1) 

k=i k=i 


= I (» + D 

k = i 


= n(n + l). 


[4.3] 


Por tanto 

4.4 


,r, 2 


Observese que Z («+0 expresa la suma de n terminos cada uno de 

k= 1 

los cuales es igual a n + 1. En general 

n 

4.5 I c = nc. 

k= 1 

n 

Derivaremos ahora la formula para X k de otra forma. Este metodo 

k = 1 

esta basado en la formula 


4.6 


Z (a*-a*-i) = a n -a 0 


y tiene la ventaja de que puede tambien ser usado para derivar formulas 
Z k 2 , Z k 3 , etc. La validez de (4.6) es clara si escribimos expllcitamente 


* = 1 Jc = 1 

la suma: 


Z (a k — a t _!) = («! —a 0 ) + (a 2 - fl l) + ••• +( a n-l a n-2)+( a n a n-l) 
k=l 

= a n -a 0 . 

La formula (4.6) puede tambien probarse de un modo mas formal: 


k= 1 k = 1 


n n .. 

Z ( a k~ a k- l) = Z a k “ Z. fl k-1 = Z^k ~ Z Q a k = a »- a O- 


Si a, = k 2 entonces (4.6) toma la forma Z (k 2 -(k-\) 2 ) = n 2 

k= 1 


Propiedades de la sumatoria para cualquier ntimero finito 



Asi 


« 2 = I [fc 2 -(fc-i) 2 ] 


= I (2fc-l) 


— S 2A + X (-1) 

fc =i t=i 


[4.3] 

[4.2, 4.5] 


= 2 £ k — n. 

k = 1 
n 

Por tanto X k = i(« 2 + «). 

* = 1 

n 

La formula para £ k. 2 puede derivarse de un modo analogo. Adviertase 

k = 1 
n 

quc (^ 3 — (A: — 1 ) 3 ) = n 3 . Por otra parte. 


k=l 


X [/c 3 -(/c-l) 3 ] = X (3 /c 2 -3/c+1) 

ii=i * = i 

= X {3 k 2 — 3 k) + X I [4.3] 

k =I *=1 

= X 3/( 2 + X (“3k) + n [4.3, 4.5] 

*=1 A =1 

= 3 X A' 2 -3 X ^ + n. [4.2] 

1 k= 1 


Por tanto 


n n 


3 X k 2 —3 X k + n = n~ 


k =1 k -1 


X k 2 = i n 3 + 3 X 

*= i \ * == i 

= ] [" 3 +i«(n + l)-n] 
= i(2« 3 + 3n 2 + n). 


[4.4] 
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Usando la anterior tecnica podemos derivar una formula para X k 3 y 

k= 1 

n 

luego para £ A; 4 y as! sucesivamente. 


fe = 1 


Problemas 

6 6 

1. Escribanse explicitamente las sumas: E 3 a* y 3 E a k- 

(i=i ' ' 


5 5 

Ctv + 

k= 1 = l 


2 . Escribanse explicitamente las sumas: £ (tffc + ^k) y X + X 

ft = i ■ ’■■ ~ * 

n 

3. Derlvese la formula £ A 3 = ^(« 4 + 2n 3 +« 2 ). 

k= 1 

4. Calculense las siguientes sumas: 

10 8 

a) Y A 2 fc) E fc 2 

t=l *=3 

c) Y (A 2 + 2A + 1) d) E (k' + k) 

k =1 *=i 

12 


«) I (fc-3f 


/) e («-fc+D 2 


k=4 


5. Derlvese la formula para la suma geometrica: 

" 1 — r” 

E ar* _1 = a — (r#l). 
*=i 1 —r 


« fl 

Sugerencia: Considerese E afk 1 — r E afk ' ■ 

k=l k= 1 

6. Derlvese la formula para la suma aritmetica: 

n 

E (a + kd ) = an+-^n(>j +l)d. 

Jt= 1 


5. EL TEOREMA DEL BINOMIO 

Antes de enunciar el teorema del binomio, introducimos unas cuantas 
notaciones estandar para cantidades que se presentan en el enunciado del 
teorema. 

5.1 Definicion. n\, lease “factorial de n'\ donde n es un entero no negativo, 
se define como sigue: 

n\ = 1 -2-3-• • n, para n ^ 1, y 

01 = 1 . 
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Por analogia, con la notacion para sumas, podiamos usar una pi 
mayuscula para representar productos. Luego 


n*- 


El coeficiente binomial, K J, esta definido por 


n\ 


n 

k J ( n-k)\k\ 
Enunciamos ahora el teorema del binomio: 


k < n . 


5.2 Teorema. (Teorema del binomio.) Si x y y son numeros reales distintos 
de cero y n es an entero positivo, entonces 

(x+y) n =i o Qx n ~ k y k - 

Prueba. Sea S el conjunto de los enteros positivos n para los que 


1) leS ya que 


£ ( l 

k = 0 U 


1! 


1! 


/ = —x 1 / + 

110! Oil! 


x 0 / 


= x + y. 


2) Si meS, es decir, si 


(x+y) m = I 

k = 0 \ K . 


entonces 

(x + y) m+i = (x + y)-(x + yr 
= (*+y)t 

k = 0 


X V 


= I (V‘)^-A.x + y) 

k = 0 \ K , 


= I 

k= 0 


x- +1 - k y k + (™)x m ~ k y k+l 
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Problemas 

1. Demuestrese que 



j n \ _ n — k/n\ 
\fc + l/ fe+i \k) 
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2. Usando las propiedades del problema 1, calculese 



k = 0, 1,..., 6 
k = 0, 1,..., 8 

k = 0, 1,2, 3,97, 98,99, 100. 


3. Desarrollense: 

a) (2x — l) 5 b) (x—yj 1 

c) (2a + 3) 4 d) (3x 2 +2) 6 

«) (sA-2) 5 J'){jx-fy) b . 

4. Determlnese (98) 5 por desarrollo de (10 2 — 2) 5 . 


I, donde £ = 1, m. 


5. a) Demuestrese que j ^ +1 

6) Construyase un arreglo triangular de numeros, conocido como 
triangulo de Pascal, como sigue: 

1 

1 1 
1 2 1 

13 3 1 

14 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 


En este arreglo, los numeros que ocupan los lugares primero y ultimo en 
cada fila son I. Los numeros en cada uno de los otros lugares se obtienen 
tomando la suma de los dos numeros sobre cada lado de el en la fila 
precedente. Demuestrese que los numeros en la fila (rc+l)-esima son los 
coeficientes de la expansion binomial de {x+y) n . 

6. Proporcionese el termino que contiene y 1 en la expansion de (x+j^) 11 . 

7. Proporcionese el termino que contiene x 8 en la expansion de 



8 . 


n 

Demuestrese que £ 

k= 0 



= 2 ". 
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6. EL SEGUNDO PRINCIPIO DE INDUCClON MATEMATICA 


Mas adelante tendremos ocasion de usar otro tipo de induction mate¬ 
matica. Esta dada en el siguiente teorema y probada con base en el 
principio del buen orden. 

6.1 Teorema. (Segundo principio de induction.) Cualquier conjunto S de 
enteros positivos que 

1) contiene 1 y 

2) contiene m + 1 siempre que contiene todos los enteros positivos k ^ m, 
es el conjunto de todos los enteros positivos. 

Prueba. Sea 3 el conjunto de los enteros positivos que no estan en S’ 
Supongamos que 3 no sea vacio o nulo. Entonces, por el principio del 
buen orden, 3 tiene un elemento minimo; llamemosle b. Entonces, para 
todo k ^ b— 1, keS. Por tanto, be S por (2). Pero be 3 y por tanto b$ S. 
Esta contradiction muestra que nuestra suposicion de que 3 era no vacio 
no puede verificarse. 3 vacio significa que S es el conjunto de todos los 
enteros positivos. 

7. RESUMEN 

El proposito de este capitulo es el de introducir dos conceptos que seran 
de considerable importancia en nuestro estudio del analisis; la prueba por 
induction matematica y la notation con sigmas para la suma. 

El principio de induction y el segundo principio de induction propor- 
cionan un metodo de prueba de ciertas proposiciones que se verifican para 
todos los enteros positivos. La notation con sigmas para las sumas se 
introdujo en este momento no solamente para dar ejemplos del uso de la 
induction matematica sino tambien para que el estudiante pueda familia- 
rizarse con esta importante notation. 

Problemas de repaso 

1. Pruebese que 2” > n, donde n es un entero positivo. 

4"— 1 

2. Demuestrese que ——— es un entero, si n es un entero positivo. 

^ 5" — 1 

3. Demuestrese que —-— es un entero, si n es un entero positivo. 

4. Demuestrese que x" ^ x si x > 1, donde n es un entero positivo. 

5. Pruebese que si S es un conjunto de enteros mayores que o iguales 
a un entero q 0 para el que se verifican las siguientes dos proposiciones: 

1) <7 0 eS, y 
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2) meS implica m+ 1 eS, 

entonces S es el conjunto de todos los enteros mayores que o iguales a q 0 . 
6. Pruebese que 2" < «!, si n es un entero y« ^ 4. 


7. Pruebese que ]T 


k=i 2 


n + 2 
2 " 


1 —a 


2 n + 1 


8. Pruebese que Y[ (l + « 2 ) = 

* = o 1 — a 


(a # 1 ). 


9. Pruebese que n I 1 --) = 


n 4-1 
2n +1 

1 — cos 2 nx 


10. Pruebese que E sen(2A'— l)x = 

k -1 2 sen x 

11. Derivese la formula 


E fc 4 = — (6n 5 + 15n 4 + 10n 3 -n). 
ft — i 30 


12. Calculese 
10 

a) I k 4 


k= 3 


i» I (u-fc + l) 4 


1 


c) X (/c + 2) 4 

k= 1 


d) E (k 2 -3k + 5). 


*=i 


13. Desarrollense, usando el teorema del binomio: 

\4 


a) (3 x — 2) 4 


b ) ( + - 

X 


14. Determlnese (101) 6 por desarrollo de (10 2 + l) 6 . 

15. Encuentrese el termino que contiene x 12 y 2 en la expansion de 



16. Por el problema 6 de la seccion 2, pag. 318, sabemos que 1 — x es 
un factor de 1 — x n , es decir, 1 — x" = (1 — x) P(x). Usando la formula para 
una suma geometrica (problema 5, pag. 318), determinese P(x). 
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Capitulo 


lim x 

x 1 — > 11 



Llmites 

y derivadas 


"Si consideramos las matematicas desde el comienzo del mundo hasta 
el tiempo en que Newton vivio, lo que el hizo fue con mucho la mitad 
mejor.” — Leibniz. 


1. INTRODUCTION 

La nocion de diferenciacion y de derivada se desarrolla durante siglos 
de dedicacion Humana a la resolucion de ciertos problemas especiales, entre 
los que estaban el de enccntrar las tangentes a las curvas y el problema 
con el relacionado de determinar los valores maximo y minimo de las 
funciones. Las ralces del problema de las tangentes llegan, desde luego, 
hasta los griegos. Pero no fue sino hasta el comienzo del siglo xvn que los 
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primeros signos claros del concepto de derivada aparecen en la obra del 
matematico frances Pierre Fermat (1601-1665). En 1629 Fermat anticipaba 
la derivada en los metodos que usaba para encontrar los valores maximo 
y minimo de funciones y en el procedimiento general que dio para encontrar 
la recta tangente en un punto a la grafica de una funcion. Fermat concibio la 
recta tangente como la posicion limite de la secante cuando los dos 
puntos de interseccion de la secante con la curva se aproximan uno a otro. 
Pronto, el proceso de diferenciacion habia sido introducido y formalizado, 
y hacia finales del siglo xvn Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Leibniz 
(1646-1716) hacian, independientemente, su gran descubrimiento. 

Pero esto nos lleva adelante de nuestra historia y mas alia de la discusion 
de la derivada. Fueron, aquellos, tiempos de grandes logros matematicos 
y cientificos y el hombre tuvo en sus manos una poderosa herramienta 
matematica. El conocimiento de esta herramienta era intuitivo y gran parte 
de lo que posteriormente se hizo con el fue exigir una base, una fundamen¬ 
ts 611 mas firme. La conception de Fermat sobre lo que debia entenderse 
por posicion lirmte de la secante” era ciertamente vaga y los conceptos 
de limite y funcion quedaron sin ser aclarados a todo lo largo del siglo xvm. 
Una vez que se alcanzo una mejor comprension del concepto de limite, 
se hizo posible dar significados mas precisos a conceptos tales como el de 
funcion continua, curva continua, continuidad de los procesos fisicos, y las 
nociones de velocidad y direction instantaneas de un cuerpo en movimiento. 

Son tales conceptos los que van a constituir nuestro tema basico en este 
capltulo. Definiremos limite —el concepto fundamental— y estudiaremos 
sus propiedades basicas. La continuidad y la derivada se definiran despues 
en terminos de limite, siendo la derivada un tipo especial de limite 
relacionado geometricamente con la pendiente de la recta tangente y fisi- 
camente con la cuantia del cambio instantaneo. Las propiedades fundamen¬ 
tals de la derivada se estudiaran a continuation, derivaremos las reglas 
para la diferenciacion, y finalmente presentaremos algunas aplicaciones para 
ilustrar las ideas. En el capitulo 10 volveremos a estudiar distintas apli¬ 
caciones con mas detalle. 


2. TANGENTES 

En esta seccion presentaremos una discusion intuitiva de las tangentes 
como un preliminar para la introduction del concepto de limite. En la 
seccion 8, pag. 377, daremos una definition precisa de recta tangente. 

Consideremos el siguiente problema geometrico. Sea g una funcion real 
de variable real dada y sea P 0 = (x 0 ,^(.v 0 )) un punto sobre la grafica de g. 
(,Que es la recta tangente a la grafica de g e n P 0 ? Primero debemos decidir 
que es lo que queremos decir por recta tangente a una curva. La notion 
griega de recta tangente estaba limitada a las secciones conicas (Apolonio, 
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hacia el 262 a.c.). Para los griegos, la recta tangente a una section conica 
era una recta con un punto sobre la curva y con todos lbs restantes fuera 
de la curva. Limitada a las secciones conicas, esta definition era adecuada 
y permitio a los griegos establecer todas las propiedades importantes de las 
tangentes a las secciones conicas; por ejemplo, el hecho de que la tangente 
a una circunferencia en un punto es ortogonal a! radio de la circunferencia 
en ese punto. Una de las debilidades de la notion griega de tangente es que 
no puede extenderse facilmente a arcos de curvas que no tengan “exterior” 
(figura 1) y que no sugiere —al contrario de lo que sucede con el concepto 
de tangente de Fermat— un procedimiento analitico para la determination 
de las rectas tangentes. 

En la figura 1, la rectal es la tangente a la grafica de g en el punto P 0 de 
acuerdo con el concepto de Fermat de tangente. Esta recta i5 tiene la 
propiedad de que la recta que pasa por P 0 y Q, llamada recta secante, se 
aproxima a la coincidencia con V> cuando Q se aproxima a P 0 a lo largo 
de la curva. En realidad, esta es la propiedad definitoria de la recta tangente. 



Para desarrollar un procedimiento analitico de determination de rectas 
tangentes a curvas, debemos analizar lo que queremos expresar cuando 
decimos que la recta secante que pasa por P 0 y Q se aproxima a la 
coincidencia con la recta tangente. Sea Q = (x, g{x)) un punto sobre 
la grafica de g distinto de P 0 = (x 0 , g(x 0 )). La recta 

C= {P 0 + t(Q-P 0 )|teR} = {(x 0 ,g(x 0 )) + t(x-x 0 ,g(x)-g(x 0 j)\teR} 

que pasa por P 0 y Q es una secante a la grafica de g. La secante por P 0 y Q es 
paralela a Q— P 0 = (x — x 0 , g(x)—g(x 0 )) y tiene pendiente 

/w ,£Wz£W, 

x-x 0 

Si la grafica de g no tiene interrupciones, entonces esperamos que x —x 0 
proximo a cero sea equivalente a Q proximo a P 0 . Si existe un numero m al 
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que podemos aproximar tanto como deseemos el valor de f(x) tomando x 
suficientemenie proximo a x 0 (es decir, tomando x-x Q suficientemente 
pequeno), entonces el numero m se llama limite de/en x 0 y esta denotado por 

2.1 m = 11m / = lim —~) ——- ' ic °^ 

xo x->xo X — x 0 

Si existe un numero m, entonces la recta que pasa por P 0 con pendiente m es 
la recta tangente 5. Asi pues 

S = {(x 0 ,tf(x 0 )) + t(l, m)}. 

La pendiente de una curva en un punto P 0 se define como la pendiente de 
la tangente a la curva en P 0 . 

2.2 Ejemplo. Encuentrese la tangente a la parabola y = g(x) = x 2 en 
el punto P 0 = (x 0 , x 0 2 ). 

Solucion. (Figura 2 .) SeaQ — (x, x 2 ) un punto sobre la parabola distinto 



de P 0 (es decir, con x # x 0 ). La secante que pasa por P 0 y Q tiene pendiente 
2 3 9 (^) d{ x o) _ x Xq _(x x 0 ) (x + x 0 ) 

X Xq X Xq X Xq 

Ahora bien, si x ^ Xq entonces la fraccion-— = 1 y, si x esta proxima 

X-Xq 

x 2 - r 2 

a x 0 , e) factor x + x 0 esta muy cercano a 2x 0 . En realidad,-— puede 

x-x 0 

hacerse tan proximo a 2 x 0 como deseemos, tomando x suficientemente 
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proximo a x 0 . La pendiente de la tangente en P 0 es 2x 0 . Notese que 
x 2 -x 2 

1 -— no esta definida en x 0 ya que entonces tendriamos la division por 

x-x 0 

cero. La recta tangente en P 0 es 

5= {(x 0 , x 0 2 ) + /(l, 2 x 0 )} = {(x 0 + /, x 0 z + 2tx 0 )}. 

Tomando n = ( —2x 0 , 1) obtenemos una ecuacion paraS: 

n-(P-Po) = ( — 2 x 0 , l)‘[(x, j)-(x 0 ,x 0 2 )] = 0 
o 

y = x 0 2 + 2 x 0 (x-x 0 ) = 2x 0 x-x 0 2 . 

Las frases tales conio “x es proximo a x 0 ” y “x + ,v 0 es proximo a 2x 0 ” 
que acabamos de emplear, carecen de precision. Una de las cosas que debe 
hacerse, es obtener expresiones precisas para estas ideas. |x — x 0 | es la 
distancia de x a x 0 y es una medida de la proximidad de x a x 0 . El requeri- 
miento de que x ^ x 0 es equivalente al de que 0 < |x — x 0 |. Ahora bien, 
si 0 < [ x — x 0 [ < 6 donde S es algun numero positivo, entonces x # x 0 , 
y en el anterior ejemplo 


g(x)-g(x 0 ) 

— 

(x-x 0 )(x + x 0 ) 

X'-X 0 


x-x 0 


= |x + x 0 —2x 0 | = |x x 0 l < S. 

De aqui vemos que, ciertamente, podemos hacer 

g(x)-g{x 0 ) 0 

— Z.X Q 

x-x 0 

tan pequeno como deseemos tomando |x—x 0 | suficientemente pequeno. 

En la ecuacion (2.1) tenemos un ejemplo de un “limite”. Este particular 
llmite, relacionado con el conceplo geometrico de tangente de la grafica de 
una funcion g en un punto P 0 = (x 0 , g(x Q )), se llama “derivada de g en x 0 ”. 

Problemas 

1. Encuentrese la pendiente de la - secante que pasa por los puntos 
P 0 = (x 0 , x 0 2 + 2 ) y Q = (x, x 2 + 2 ) de la grafica de g = / 2 + 2 si 

a) x 0 = 0, x = x„ + /i y h = ± 1, ± —, ± —, + ——, + —-— 

10 50 100 1000 

b) x 0 = 1 , x = x 0 + h y h = ± 1 , ±±± —. 

2 2 2 2 4 2 
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2. Estimese la pendiente de la tangente a la grafica de 7 1/2 en 

a) x 0 = 1 tomando x = 1.1, 0.9, 1.01, 0.99, y 1.001 

b) x 0 = 2 tomando x = 2 . 1 , 2 . 01 , 2 . 001 , y 1 . 999 . 

3. Estimese la pendiente de la tangente a la grafica de sen en x 0 = 0 
tomando x = 1.00, 0.50, 0.25, 0.10, 0.01. 

4. Estimese la pendiente de la tangente a la grafica de tan en x 0 = 0 
tomando x = 1 . 00 , 0 . 10 , 0 . 01 . 


5. Sea la funcion g — 3I 2 . Demuestrese que si 0 < |x —x 0 | < <5, 
entonces 


g(x)-g(x o) 
x-x 0 


- 6 x 0 


< 3d. 


6 . Para la funcion g = P demuestrese que si 0 < |x — 2| < 6 < 1, 
entonces 1 < x < 3 y 


g(x)-g( 2) 
x —2 


12 


< IS. 


7. Demuestrese que 0 < |x-x 0 | < So x # x 0 y xG<x 0 -d, x 0 + (5>. 


3, LIMITES 

En la seccion 2 obtuvimos alguna idea de Io que es un limjte, pero 
necesitamos una definicion precisa de limite sobre la que basaremos nuestro 
estudio del calculo. Frases descriptivas tales como “tan cerca como 
deseemos” y “suficientemente cerca” no proporcionan una definicion 
adecuada. 

3.1 Definicion. El numero L se dice que es el limite de la funcion J' en 
x 0 si para cada numero e > 0 , existe un numero S > 0 tal que siempre que x 
este en el dominio de f y 

0 < jx — x 0 | < 5 


entonces 

\f{x)-L\ < e. 

Las notaciones 

lim f = L y lim /(x) = L 

x o X~*Xq 

se usan para denotar que L es el limite de/en x 0 . 
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Nota. Siempre que hablemos del limite de una funcion ft n x 0 , 
supondremos que todo intervalo abierto que contiene a x 0 contiene 
tambien un punto x, distinto de x 0 , en el dominio de /. Si tal es el caso, 
entonces el punto x 0 se dice que es un punto de acumulacion del dominio 
de /. Si x 0 no es un punto de acumulacion del dominio de / entonces el 
limite de /en x 0 no es unico. En realidad, todo numero L es, entonces, 
el limite de f en x 0 . Pues si x 0 no es un punto de acumulacion del 
dominio de/y ^ es suficientemente pequeno, no hay ningun numero x 
en el dominio de / que satisfaga 0 < |x — x 0 | < 6, y todo numero L 
satisface los requerimientos para ser el limite de / en x 0 . 

Usualmente los dominios de nuestras funciones seran intervalos, y 
todo punto de un intervalo es un punto de acumulacion del intervalo. 
En realidad, para un intervalo abierto finito (a, b ) (donde a < b) todo 
punto del intervalo cerrado [ a , b ] es un punto de acumulacion de (a, by. 
Por ejemplo, b es un punto de acumulacion, ya que todo intervalo 
abierto (c, d} que contiene b tambien contiene numeros x menores 
que b y mayores que tanto c como a. 


La imagen geometrica de la definicion 3.1 es la siguiente (figura 3): 
localicese el punto ( x 0 , L). Para un numero £ > 0 dado, dibujense las dos 
rectas horizontales y = L — eyy=L+e. Ahora, la definicion de lim f — L 


Y 



I 

I 

I 


_L 


^o~ ^ *0 ^0*^ ^ 
FIGURA 3 


requiere que dado e > 0, podamos escoger <5 > 0 tal que aquellos puntos 
(x, fix)) sobre la grafica de / (con x A x 0 ) que se encuentren entre las 
rectas verticales x=x 0 -<5 y x = x 0 +<5 se encuentren tambien entre 
las rectas horizontales y = L—eyy = L + e. 

Nota. Observese que una vez que se ha encontrado un numero d 
correspondiente a un £ dado, cualquier numero <5 X con 0 < 5 X < S 
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puede usarse en la definicion 3.1. Pues, supongamos, 0 < |.v — ,y 0 | < 5 
implica que \J'(x) — L\ < e. Si <5, < 5, entonces por la propiedad 
transitiva, axioma 0 2 de los numeros reales, 0 < |.v — .v 0 | < 6 1 implica 
0 < |.v — a' 0 | < d y, por tanto, implica |/(.v) — L\ < £. 

La desigualdad 0 < \x — x 0 | en la definicion 3.1 implica que .v ?= .v 0 . 
Nosotros excluimos especlficamente x = .v 0 para ser capaces de considerar 
el limite de/en ,v 0 cuando no puede definirse /(.v 0 ). La ecuacion 2.1 es un 
ejemplo en que la funcion no esta definida en ,v 0 . 

Ilustramos ahora el concepto de limite con varios ejemplos. En estos 
ejemplos, con el fin de aplicar la definicion de limite, comenzamos por 
adivinar el limite L para, a continuacion, aplicar la definicion y mostrar 
que L es ciertamente el limite deseado. 

3.2 Ejemplo. Sea / la funcion cuya regia de correspondence es 
f(x) — .y + 2. ^Existe el limite de/en 2? En caso afirmativo, t,cual es su 
valor? 

Solucion. Para x proximo a 2, pero no igual a 2, f(x) esta proximo 
a 4 (figura 4). Parece, pues, que el limite de / en 2 debe ser 4. La definicion de 



limite requiere que: para cualquier e > 0 existe un <5 > 0 tal que 
| f(x) — 41 = | .v + 2 — 41 = | .Y — 21 < £ 

siempre que 0 < |.v — 2| < 5. En este caso, para cada numero e > 0 
tomamos (5 = e. Entonces 0 < |.v — 2\ < 3 — £ implica que 
\J\x)~A\ = |-V — 21 < £. 
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3.3 Ejemplo. Sea g la funcion cuya regia de correspondence es 

x 2 —4 

x — 2 

El dominio de g es el conjunto de todos los numeros reales excepto 2. 
Er.cuentrese 11m g(x). 

x~* 2 

Solucion. Para x A 2 

y 2 _4 y —2 

—+ i -=-(* + 2 ) = * + 2 . 

x —2 x —2 

As! pues, cuando x A 2, #(x) = /(x), donde/es la funcion del ejemplo 3.2. 
Como el iimite de una funcion en x 0 no depende del valor de la funcion en ,v 0 , 

lim g(x) = lim f(x) 

x->2 x-2 


x 2 — 4 

lim '-= lim (x + 2) = 4. 

x-*2 x — 2 x-*2 

3.4 Ejemplo. Demuestrese que el Iimite de / en x 0 , donde / es la funcion 
constante {(x, c)}, es c; es decir, 

lim J'(x) = lim c - c. 

X-*Xo X-*Xo 

Solucion. Debemos demostrar que para cada ntimero e > 0, existe 
un 3 > 0 tal que 

|/(x) — c| = \c — c| = 0 < £ 

siempre que 0 < |x-x 0 | < 5. En este caso podemos tomar como 6 cualquier 
numero positivo y |/(x)-c| < e siempre que 0 < |x-x 0 | < S. 
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3.5 Ejemplo. Demuestrese que el llmite de la funcion / en x 0 donde / es 
la funcion identica {(x, x)}, es x 0 ; es decir, 

lim I — 11 m x = x 0 . 

xo x-*xo 

Solucion. Debemos demostrar que para cada g > 0, existe un 8 > 0 tal 
que 

|/(x)-x 0 | = |x-x 0 | < g 

siempre que 0 < |x —x 0 | < 5. Tomemos S = g. Entonces 0 < |.v — x 0 | < 5 = e 
implica que |/(x)-x 0 | = |x-x 0 | < g. 

En un problema particular, con el fin de aplicar la definicion para 
demostrar que L es el limite deseado, debemos demostrar que dado e > 0, 
podemos encontrar un S > 0 tal que 

\f{x)~L\ < s 

siempre que xe'Dj- y 

0 < j x — Xq | < S. 

Lo que se requiere es demostrar como se escogera <5 para un g dado cual- 
quiera. Es decir, debemos dar una regia para la seleccion de 5 en terminos 
de g. Una forma de hacer esto es la siguiente. Saquese |x-x n | como 
factor de |/(x)-L|: 

|/(x)-L| = |#(x)| |x — x 0 1 . 

Ahora, si es posible encontrar un numero positivo r\ tal que siempre que 
0 < |x x 0 1 < tj, g quede acotada, digamos que |#(x)| ^ M, entonces 

I/(x) — L | = |^r(x)| |x—x 0 | ^ M\x — x 0 \ 

siempre que 0 < |x —x 0 | < rj. Por otra parte 

M |x-x 0 | < e 

siempre que |x — x 0 | < ejM. De donde si 5 = min {rj, e/M} las dos anteriores 
desigualdades se verifican y 

I/(x) — L\ = \g{x)\ |x-x 0 | ^ Af jx —x 0 | < e 
siempre que 0 < |x-x 0 | < S. 


3.6 Ejemplo. Encuentrese lim (2x 2 -3x+1 ). 

x-* 3 

Solucion. Esperamos que lim (2x 2 -3x+1) = 18-9+1 = 10. Ahora 

x~*3 

l(2x 2 —3x + 1) — 10| = |2x 2 —3x —9| = |2x + 3| |x-3|. 

Si |x —3| < 1, entonces 2 < x < 4, 7 < 2x+3 < 11, y 
|2x + 3| |x —3| < 11 |x — 3|. 
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Pero 


11 |jc — 3| < E 

siempre que |jc — 3| < e/11. De don.de si d = min {1, e/11}, entonces 
|(2* 2 -3 jc+ 1)-10| = |2x+3| |x-3| < ll|x-3| < e 
siempre que 

0 < |jc —3| < 5 . 

La eleccion rj = 1 fue una eleccion adecuada, pero no ciertamente 
necesaria. Si hubieramos escogido r\ — 2, entonces 1 <x<5, 5<2x + 3< 13 
y habriamos escogido 8 = min {2, e/13}. 

Es a menudo util saber que todo limite en x 0 puede considerarse como 
un limite en cero. Tenemos el siguiente teorema. 


3.7 Teorema. lim f = L si y solo si lim/°(x 0 + /) — L. Es dear, si 

Xo 0 

alguno de los limites existe, el otro limite tambien existe y 
lim / = lim / °(x 0 + l). 

xo 0 


Prueba. Mostramos primero que lim / = L implica lim f °(x 0 +1) — L. 

Xo 0 

Si lim f = L, entonces para cada e > 0 existe un 8 > 0 tal que siempre 

Xf> 

que x esta en el dominio de / y 

0 < \x — x 0 | < 8 

entonces 

\f(x)-L\ < E. 

Si reemplazamos a por x 0 + h, vemos que siempre que h esta en el 
dominio de / o (x 0 + 1) y 

0 < |A1 < (5 


entonces 

\f(x 0 + h)-L\ < e; 

es decir, 

lim J'(x 0 + h ) = lim / o(x 0 + /) = L. 

li-*0 o 

Reciprocamente, lim / °(x 0 + /) = L implica lim/= L, ya que reempla- 

0 TO 

zando h por x — x 0 podemos recorrer en sentido inverso los pasos anteriores. 
El proximo ejemplo ilustra el uso de este teorema. 


3.8 Ejemplo. Encuentrese lim(/ 3 —2/ 2 —10/+7). 

2 
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Solucion. Por el teorema 3.7, 

lim (/ 3 —2/ 2 —107 + 7) = Hm [(/ + 2) 3 -2(/ + 2) 2 - 10(7 + 2) + 7] 

2 0 

= lim [/ 3 +4/ 2 —6/ —13], 

0 

y esperamos que el llmite en cero sea —13. Ahora bien 

|[/i 3 + 4/? 2 —6/j— 13] — (— 13 )| = |/i j +4/; 2 -6/j| = 1*2+4/7 — 61 \h\. 
Si |/?| < 1, entonces 

|*2 + 4* — 6| < |*| 2 +4|*| +6 < 11 


y 


!*2 + 4* —6! 1*1 < 111*1. 


De donde, si <5 - min {1, e/11}, entonces 

I[* 3 + 4* 2 — 6* — 13] —(— 13)| = 1*2 + 4* —6| |*| < 111*| < e 
siempre que 

0 < |*| < < 5 . 


Por tanto 

lim (/ 3 — 2/ 2 —10/ + 7) = -13. 

2 

Como ilustra el siguiente ejemplo, es posible que una funcion no tenga 
limite alguno en un punto x 0 . Si .v 0 es un punto de acumulacion del dominio 
de /, entonces / no tiene un limite en x 0 si y solo si para todo L existe 
un £ > 0 tal que para todo <5 > 0 hay un x en el dominio de f ta! que 
0 < jx-x 0 | < <5 y |/(x)-L| ^ e. 


3.9 Ejemplo. Sea g la funcion cuya regia de correspondence es 

g(x) = —, (x # 0 ). 

x 


,i,Existe el limite de g en 0? 

Solucion. Damos primero un argumento intuitivo que nos permite 
conjeturar que el limite no existe. Para x > 0, |x| = x, de modo que 
g(x) = +1 para x > 0. Por otra parte, para x < 0, |x| = — .v, de modo 
. |x| —x 

que g(x) = — = = —1 para x < 0. No hay ningun numero L que 

satisfaga los requerimientos de la definicion 3.1. Piles no importa cuan 
pequeno escojamos 5 > 0 habra algunos valores de x en el intervalo 
— <5 < x < <5 tales que g(x) = 1 y algunos tales que g(x) = — 1. Puntos 
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(x, g(x)) de ambos tipos no pueden estar en la misma faja horizontal de 
ancho menor que 2, de forma que si s < 1,1a banda horizontal determinada 
por las rectas y — L + e debe excluir al menos uno de los tipos de puntos 
(figura 6). 

Para demostrar analiticamente que lim g{x) no existe, debemos mostrar 

jc-»0 

que para cualquier numero L existe un e > 0 tal que para todos los numeros 
<5 > 0 hay una x tal que 0 < |x| < <5 y \g(x) — L\ > e. Consideramos dos 
casos. 

Caso 1. Si L ^ 0, tomamos e = 1. Para cualquier <5 > 0, tomamos x, 
tal que — 8 < x, <0. Entonces \g(x ] )-L\ = \ — 1 —L\ - L+ 1 > 1 = £. 
Caso 2. Si L < 0, tomamos e = 1. Para cualquier 8 > 0, tomese un x 2 
tal que 0 < x 2 < 8. Entonces \g(x 2 )-L\ = 1 —L > 1 = £. 

( 

3.10 Ejemplo. Pruebese que lim M = — J = 1. 

Solucion. Debemos demostrar que dado cualquier £ > 0 podemos 
encontrar un numero <5 > 0 tal que 

x 2 
2 



siempre que 0 < |x — 0| = |x| < 8. Ahora bien, 



si 

|x 2 | < 2 e 
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o 


\x\ < sjle. 


Asi pues, si 6 = yj2s, entonces 



< e 


siempre que 0 < 


I* — 0| < S. Por tanto, lim 

x-»0 




= 1 


3.11 Ejemplo. Demuestrese que 


lim I 112 = a 1/2 donde a ^ 0. 


Solucion. Dividimos el problema en dos casos. 
Caso 1. a = 0. Aqui deseamos demostrar que 


lim yfx = 0. 

x-*0 


Es decir, deseamos demostrar que para cualquier e > 0 existe un S > 0 
tal que 

l V ^-0i = yjx < £ 

siempre que 

0 < |x-0| = |x| < S y xe®, 1/2 ; 

es decir, siempre que 0 < x < d. Tomemos e > 0. Tenemos que yfxe si 
xe 2 . De donde si 5 = g 2 , entonces 

yfx < E 


siempre que 


0 < |x-0| < 5, 


y por tanto 


lim yjx = 0. 

JC-»0 


Caso 2. a > 0. En este caso notamos que para todo x ^ 0, 

A-( Ji - Jh) = . 

V* + V fl sjX \J & 


Por tanto 
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Tomemos e > 0. Entonces 


siempre que 


\Jx-Ja\ sS -E \x — a\ < e 
yja 


0 < \x—a\ < 5 


8 = N /ae. 

3.12 Ejemplo. Demuestrese que 

lim f[x = jfa. 

x~* a 

Solucion. Dividimos el problema en dos casos. 

Caso 1. a = 0. Aqui deseamos demostrar que 

lim tfc = 0. 

x-0 

Es decir, deseamos demostrar que para cada e > 0 existe un 8 > 0 tal que 
I^Gc—0| = 1^1 < £ 

siempre que 

0 < |x — 0| = |x| < 3. 

Tomemos £ > 0. Sabemos que |^/x| < £ si |x| < £ 3 . De donde si 5 = £ 3 , 
entonces 

l^cl < e 


siempre que 

0 < \x — 0| < 5 

y por tanto 

lim jf :c = 0. 

Caso 2. a A 0. En este caso notamos que 
t3 /- ,r, x 2/3 +(xa) 1/3 + a 2/3 , , 

;.2/3 . /_\ 1 /3 . .2/3 'I* 


donde 


\g(x)} = 


x 2/3 +(x«) 1/3 

+ a 2/3 

x 2/3 +(xa) 1/3 

+ a 2/3 

1 


|x 2/3 +(xa) 1/3 

+ n 2/3 | 

1 


|x 2/3 + (xa) 1/3 

+ a 2/3 | ' 


•|x 1/3 -u ,/3 | 

\x — a\ = lfif(x)| |x —g| 
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Ahora bien, como a # 0, existe un numero t] tal que si \x—a\ < r\ entonces x 
y a tienen el mismo signo y xa > 0. Asi pues, si jjc — <ar| < //, |//(x)| < a~ 2,3 'y 

a \ = ItfOOl \x — a\ < a~ 2li \x-a\. 

Tomemos e > 0. Entonces 

= \g(x)\ |.x — a| < a~ 2/3 \x-a\ < e 


siempre que 


0 < \x — a\ < 5 


donde <5 = min {ti, sa 2/3 }. Por tanto 



x—> a 


Ahora que hemos dado varios ejemplos sobre limites, pasamos a fijarnos 
en tres teoremas a ellos concernientes. Antes de considerar estos teoremas, 
probamos un lema que nos sera util tanto aqui como en discusiones 
posteriores. 


3.13 Lema. Si |a| < e. para toda e > 0. entonces a = 0. 

Prueba. Si a A 0, entonces 4 \a\ > 0. Tomando s = j\a\ tenernos 
M < i \a\ 0 41 ct\ A 0 — es decir, una contradiccion. 

El primero de nuestros tres teoremas concierne a la unicidad de! limite. 
A este respecto se debe recordar que, de acuerdo a la nota de la pag. 339. 
siempre que hablamos del limite de una funcion fen x 0 , suponemos que x 0 es 
un punto de acumulacion del dominio de f. Si no ponemos esta restriccion 
sobre el punto ,r 0 , entonces el siguiente teorema no es cierto. 

3.14 Teorema. Si lim / = L t y lim / = L 2 , entonces L, = L 2 . 

a:o xo 

Prueba. Tomese s > 0. Como lim f — L,, existe un > 0 tal que 

*0 

I/W-LJ < e/2 

siempre que .v este en el dominio de / y 

0 < 1 x Xq I < <5,. 

Ademas, como iim / = L 2 , existe un <5 2 > 0 tal que 

Xo 

|/(x)-L 2 | < e/2 

siempre que x este en el dominio de / y 

0 < j x — x 0 { < 5 2 ■ 


348 Cap. 8 Lfmites y derivadas 



Ahora bien, como x 0 es un punto de acumulacion de %,/esta definida en 
algun punto x t A x 0 en el intervalo abierto <x 0 -<5,, x 0 + ^ 1 ) n < x o- <> 2 , 
x 0 + S 2 }. Luego 

| L l — L 2 \ = \L l —f(x 1 ) + f(x l ) — L 2 \ 

< ]i-i — y(^i)l + l/( x i) — 



Por tanto, de acuerdo con el lema 3.13, L x = L 2 . 

3.15 Teorema. Si exisle un intervalo abierto 3 que contiene a x 0 tal que 
para todo x A x 0 en fix) ^ g{x) < h(x), y si 11m/ = 11m h — L, 

X 0 X 0 

entonces 11m g existe y 11m g = L. 

XO *0 

Prueba. (Figura 7.) Tomese e > 0. Para cada £ existe un numero > 0 
tal que L-e < fix) < L + e para 0 < |x-x 0 l < Y a q ue lim / = L - 

xo 

Ademas 11m h — L implica que para tal e tambien existe un numero > 0 

tal que L-e < h(x) < L + e para 0 < \x-x 0 \ < S 2 . Suponemos que 5 t 
y d 2 se han escogido tan pequenos que los intervalos x 0 + 3f) y 

<x 0 - <5 2 , x 0 + S 2 y estan contenidos en 2- Si S es el mas pequeno de A, y S 2 , 



FIGURA 7 


entonces para 0 < \x — x 0 | < 3, tenemos 

L-e < f(x) s£ g(x) h(x) < L + e 
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y por tanto 


L-s < g(x) < L + e. 


Pero esto significa 

lim g = L. 

Xo 

3.16 Teorema. Si lim/ = L y a < L < b, entonces existe un numero 

Xo 

6 > 0 tal que 

a < f(x) < b 

para todo x en el dominio de f que satisfaga 0 < \x — x 0 \ < S. 

Prueba. (Figura 8.) Tomese e = min {b-L, L-a), entonces 

3.17 a ^ L — e < L < L + e < b. 

Ahora bien, como lim / = L, para cada e existe un <5 > 0 tal que siempre 
*0 

que x esta en el dominio de / y 0 < |a-a 0 | < d, entonces 

\f{x)-L\ < e 


o 

L — e < f(x) < L + e. 

Combinando esta ultima desigualdad con 3.17, obtenemos 
a < L-e < f(x) < L + s < b 

para toda a en el dominio de / que satisfaga 0 < |x — .v 0 | < 5. 



FIGURA 8 
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A veces es conveniente considerar el concepto de limite restringido a un 
conjunto 8. 

3.18 Definicion. Sea 8 un conjunto y sea /g la funcion con dominio Sn3)y 
y regia de correspondence 

Mx) = fix) para xeSn%. 

Entonces el limite de f en x 0 restringido a 8 es L, escrito 

15m / = L (sobre 6) 

*0 

O 

15m /(x) = L (xehrVJ),), 

JC-**0 

si y solo si 

15m /g = L. 

xo 

Hay dos casos especiales que son de particular importancia. 

3.19 Definicion. El limite de f en x 0 restringido a 8 = < —oo, x 0 > se llama 
limite izquierdo de f en x 0 

Las notaciones 

15m / = L y 15m /(x) = L 

*0" x-+xo~ 

se usan para denotar que L es el limite izquierdo de / en x 0 . 

3.20 Definicion. El limite def en x 0 restringido a 8 = <x 0 , oo) se llama 
limite derecho de f en x 0 . 

Las notaciones 

15m f = L y 15m /(x) = L 

Xo + X-*ACO + 

se usan para denotar que L es el limite derecho de / en x 0 . 

3.21 Ejemplo. gExisten 15m [x] y 15m [x] para n un entero ? 

x~*n x-»n + 

Soluci6n. (Figura 9.) Para xe{n— 1, «>, [x] = n— 1. De donde esperamos 
que 15m [x] = n— 1. Tenemos 

X -*« 

lim [x] = n — 1 

JC->/1 - 


si para cada s > 0 existe un 5 > 0 tal que 

|[x]-(n—1)1 < « 
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5 


■X 


(El caso n — 3) 

FIGURA 9 


siempre que xe< — oo, «) y 
Es decir, siempre que 


0 < |x — n\ < 5. 
0 < n — x < S 


o, equivalentemente. 


n — S < x < n. 

Si <5 ^ 1, entonces xe[/2-<5, w> <= [n- 1, n) y 

|[x]-(n-l)| = )(/*— 1) — («— 1)| = 0 < e 
para todo e > 0. De donde 


lim [a] = n — I . 

x-»n“ 


De un modo anaiogo podemos mostrar que lim [x] = n (problema 7). 

x->n + 


Nota. Si 


lim / = L, 

*0 

entonces para cada conjunto 8 tal que x 0 es un punto de acumulacion 
de £n‘ 

lim / = L (sobre 8). 

*0 

De donde, si existen conjuntos 8, y 8 2 tales que x 0 es un punto de 
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acumulacion de 8 t n®^ y £ 2 n®^ y si 

lini / = L, (sobreSj) 

*0 

y 

lim f — L 2 (sobre £ 2 ) 

*0 

con L l / Z. 2 , entonces lim/no existe. Ademas, si para algun conjunto £ 
*0 

tal que x 0 es un punto de acumulacion de £n®j el limite de/restringido 
a £ no existe, entonces lim / no existe. En particular, si / esta definido 
*0 

en un intervalo abierto que contiene a x 0 y cualquiera de los limites 
lim / o lim / no existe, entonces lim / no existe. Si lim / y lim / ambos 

Xo+ Xo *0“ Xo< 

existen y lim / = lim /, entonces lim / existe y lim / = lim / = lim / 

*0“ *0 + *0 *0 -Xo - *0 + 

(problema 10). 

En el ejemplo 3.21 vimos que lim [x] = n— 1 y lim [x] = n =/= n— 1. 

x-*n~ x-*n + 

De ello, de acuerdo con la nota anterior, podemos concluir que lim [x] no 

x->n 

existe (figura 9). 

3.22 Ejemplo. Encuentrese lim / donde 

o 

f x 2 

/(*) = 

l x 

si el limite existe. 

Solucion. (Figura 10.) Tenemos 
ahora 

lim / = lim x 2 = 0 
o+ *->o + 

ya que para cualquier e > 0 
|x 2 — 0| = x 2 < e 

siempre que 0<x —0 = x<(5 si 
6 = yfe. Ademas 

lim f = lim x = 0 

o - x _»o - 

ya que para cualquier e > 0 
|x — Oj = |x| = —x < e 
siempre que 0<0 —x=—x<<5 si 


para x o 
para x < 0 
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d=s. De donde como Urn / y lim / ambos existen y son iguales a cero, 

o- o + 

lim / y lim f — 0. 

o o 

3.23 Ejemplo. Encuentrese lim f(x), si existe, para la funcion / con regia 

x~*2 

de correspondencia 

f — x + 2 para xe< — oo, 2] 

/(*) = 

[(x —2) para xe<2, oo). 

Solucion. Tenemos 

lim /(x) = lim ( — x + 2) = 0 

x~* 2 ~ x-+ 2 -* 

ya que para un s > 0, entonces |— x + 2 — 0| = \2 — x\ < e siempre que 
0 < 2 — x < S = e. Analogamente 

lim f(x) = lim (x —2) 2 = 0 

x-> 2 + 2 + 

ya que para un s > 0, entonces |(.v — 2) 2 — 0| = (x-2) 2 < e siempre que 
0 < x —2 < 5 = yje. Por tanto, existe lim f(x) y 

x~* 2 

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) = 0. 

x-*2 x-+2 - jc-*2 + 


Problemas 

1. Pruebese que 
a) lim I = 1 

A' —0 

c) lim (2x+ 1) = 15 

x~*7 

e ) lim (x 2 —x) = 2 


g) lim (x 3 +x 2 — 2x) = 140 


b) lim (3 — x) = 2 


d ) lim (2x+ 1) = 1 

jc->0 

f) lim (x 2 +x) = 12 

x~* 3 

h) lim (x 3 +2x + 3) = 3 


2. Encuentrese cada uno de los siguientes limites y pruebese su asercion. 


a) lim (3 — 1) 


b) lim 3 1 


c) lim Ij2 


e) lim (/ + /) 
2 


d) lim / 2 

2 

/) lim al 
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g) lim al 2 

xo 

i) lim (3 — *JJx) 

x~* 3 

k) lim (3 — 3x/x) 

X~* 1 

m) lim (al 2 + bl + c) 

2 

3. Pruebese que: lim |x| = 0. 

x -»0 

4. Demuestrese que: lim / = L si y solo si lim \ f-L\ = 0. 

XO Xo 

5. Pruebese que : si lim |/| = L, entonces lim f = L. Proporcionese un 

*0 -*0 
ejemplo para demostrar que el reciproco es falso. 

6. Pruebese que si lim |/| = 0, entonces lim / = 0. 

Xo Xo 

7. Pruebese que: lim [x] — n para n un entero. 

x-*n + 

8. Pruebese que: lim x cos x = 0. 

x-»0 

9. Pruebese el reciproco del teorema 3.16: si a < f(x) < b para todo a 

en un intervalo <c, d >, * 0 e<c, d), y lim / existe, entonces a ^ lim / ^ b. 

XO Xo 

10. Pruebese que: si/esta definida en un intervalo abierto que contiene 

a x 0 , si lim / y lim / existen ambos, y si lim f — lim /, entonces existe 

*0 - X 0 + Xo~ Xo + 

lim /y lim / = lim / = lim/. 

Xo Xo Xo - Xo + 

11. Demuestrese que: 

lim / = lim /o (I + a). 

xo + a xo 

Sugerencia. Reduzcanse ambos limites a limites en cero. 

12. Demuestrese que: 

a) lim f{x) = lim /( 2x) 

x-»0 x-+0 

b) lim f = lim foci, c ^ 0 

o o 

c) lim f(x) = lim f(a+h 2 ) 

x-*a+ h-> 0 

13. Encuentrese lim f(x), si es que existe, si 

x~* 0 

I x 3 para xe< — oo, 0] 

2 

x para xe(0, oo). 


h) lim —— 
x-*3 9 —3x 


./) limfS+yix) 

x~* 3 

n lim(/ 3 +3/ + 2) 

2 

n) Urn (al 2 + bl + c). 

XO 
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14. Demuestrese que: 


a ) Si / es una funcion constante, entonces lim ^— fifx>) _ q 


x-*xq X — X n 


b) Si / = I, entonces lim -L—l — /i x °) _ j_ 


X~»Xq X —An 


c) Si / = I 2 , entonces lim 


fix)-f{x o) 


2x 0 . 


♦x 0 X —X 0 


iQue es lo que estos resultados significan geometricamente ? 
fi x )—fix o) 

15. Encuentrese lim-, para x 0 = 0, si es que existe, donde 

x->x„ X Xrt 


fix) = 


x 3 , para xe( — oo, 0] 
x 2 , para xs<0, oo). 


16. Demuestrese que: si a # 0, entonces lim fiat) — L si y solo si 

I-Io 

lim f(x) = L. 
x~*ato 


4. ALGUNOS LlMITES TRIGONOMfiTRICOS 

En esta seccion establecemos los siguientes limites: 


4.1 

lim sen x = 0, 



4.2 

lim cos x = 1, 


x-0 


sen x 

4.3 

lim = 1. 


x-*0 X 


Estos limites no pueden verificarse usando la definicion de limite direc- 
tamente sino que requieren el uso de algunos de los teoremas de la seccion 3. 

Estableceremos los limites anteriores basandonos en teoremas rela- 
cionados con la geometria de la figura 11. Sea P un punto en el primer 
cuadrante de la circunferencia de radio unitario y centro en el origen. 

Supongamos que el arco QP tiene longitud x; entonces 0 < x < jt/2. 
Sea [P, R] tangente a la circunferencia unitaria en P y [Q, S] tangente a la 
circunferencia unitaria en Q = (1, 0). Tenemos que P = (cos x, sen x) y x es 
la medida en radianes del angulo QOP mientras que S = (1, tan x). 
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Como [P, Q] es una linea poligonal inscrita y [P, R] u [R, Q] es una linea 
poligonal circunscrita, 

|Q-P| < x < |R—P| + |Q-R|- 

Ahora bien, [P, Q] es la hipotenusa del triangulo rectangulo PTQ y [R, S] es 
la hipotenusa del triangulo rectangulo SPR. Asi pues, IQ —P| > IT-PI 
= sen x y |R-P| < ]R — S|. Combinando estas desigualdades tenemos 

sen x < |Q—P| < x < |R-P| + |Q-R| < |R-S| + |Q-R| 

= |Q — S| = tan x. 


Asi, para 0 < x < rc/2, tenemos 

4,4 sen x < x < tan x. 

Multiplicando la primera de estas desigualdades por 1/xy la segunda por 
-- tenemos -1 < y cos x <- respectivamente. Ahora bien, 

X ’ X X 

|Q—P| = ^/(cos x- l ) 2 + (sen x-0 ) 2 = ^2-2cosx < x 

de modo que para 0 < x < nj2, 

2 — 2 cos x < x 2 


o 


1 


X 

— < COS X . 
2 
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Luego para 0 < x < nj2, 


. x sen x 

l —— < COS X <- < l. 

2 x 


Si — 7 r /2 < x < 0, entonces n/2 > — x > 0 


i (~ x ) 2 . , , sen(-x) 

1 -< cos (- x) <--—— < 


o, lo que es equivalente, 


1 


* — sen x 

-< cos x < •—-- 

2 -x 


sen x 

- < 1 . 

x 


Por tanto 

4.5 


• * sen x 

i-< cos x <- < 1 

2 x 


para - n/2 < x < 0 o 0 < x < n/2. 

Pero, por el ejemplo 3.10 (pag. 345), Mm (i - y') = 1, y por el problema 
de la (pag. 354), 11m 1 = 1. 

-T -»0 

Por tanto, los limites 4.2 y 4.3 se siguen del teorema 3.15 (pag. 349). 
De 4.4, para 0 < x < n/2, 

0 < sen x < x 

mientras que si -n/2 < x < 0 

0 < sen(— x) = - senx < -x. 

Asi pues, para - n/2 < x < 0 o 0 < x < nj2 

0 < |sen x| < |x|. 

Esta ultima desigualdad implica que lim sen x = 0. Como Ilm 0 = 0 y 

-x *0 jc-*0 

Mm |x| = 0, lim |sen x| = 0 por el teorema 3.15. Luego, por el problema 5 

*“►0 X-* 0 

(pag. 355), lim sen x = 0. 

x~*0 


5. TEOREMAS SOBRE LIMITES 

La definicion de limite dada en la seccion 3 es en ocasiones bastante 
dificil de aplicar a funciones particulares ya que antes de que podamos 
aplicar la definicion debemos habernos supuesto cual es el limite. En esta 
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seccion damos algunos teoremas que nos permiten reducir el llmite de una 
combinacion de funciones a una combinacion de limites mas sencillos. 


5.1 Teorema. Si f y g son funciones tales que 

lim / = L, y lim g — L 2 

XO x 0 

y si x 0 es un punto de acumulacion de D/+ g , entonces lim (f+g) existe y 

XO 

lim [J'+g] = lim / + lim g = L, +L 2 . 

Xo XO Xo 

Prueba. Tomemos e > 0. Deseamos demostrar que existe un numero 
(5 > 0 tal que siempre que x esta en el dominio de f+g y 0 < \x — x 0 | < S 
entonces 

I [f+g\ (x)-(L, +l 2 )\ < e. 

Usando ahora la desigualdad del triangulo, tenernos 

\[f+g] (a) — (L x + L 2 )\ = I fix) — L, +g (x) — L 2 \ 

< |/(x)-L,| + |^(x)-L 2 |. 

Por tanto, si podemos hacer cada uno de estos terminos menores que e/2 
para x suficientemente proximo a x 0 , tendremos el resultado deseado. 
Como lim / = L,, para cada e/2 hay un numero 3, > 0 tal que siempre 

XO 

que xe c S) f y 0 < |x-x 0 | < <5,, entonces [ fix)- L { \ < s/2. Ademas, como 
lim g = L 2 , hay un numero S 2 > 0 tal que siempre que xe^)^ y 

Xo 

0 < \x — x 0 l < d 2 , entonces \g{x) — L 2 \ < e/2. 

Sea 5 el minimo de (5, y d 2 . Entonces, siempre que xe r J) /+g ( r J) /+9 = 
y 0 < \x — x 0 | < <5, tenernos 

\U+y] +L 2 )\ < \f(x)—L x \ + \g(x)— L 2 \ < s/2 + s/2 = s. 

5.2 Teorema. Si f y g son funciones tales que 

lim / = L, y lim g = L 2 

Xo XO 

v si x 0 es un punto de acumulacion de tl) /9 , entonces lim (/ g) existe y 

Xo 

I'm \fg] = [lim /] [lim g] = L { L 2 . 

Xo Xo Xo 

Prueba. Tomemos s > 0. Expresamos ( fg)(x) — L { L 2 en terminos de 
\f(x)-L l \ y \g(x)—L 2 \ para demostrar que hay un numero 5 > 0 tal que 
siempre que xe‘S) fg y 0 < |x —x 0 | < 6, entonces \(fg) (x) — L { L 2 \ < s. 
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Sumando y restando el termino g(x)L ,, tenemos 

\[fg] {x)-L x L 2 \ = \f(x)g(x)~g(x)L l +g{x)L x L 2 \ 

< \g(x)\ l/W-L,| + |L,| |*/(x) —Z. 2 | . 

Si \g(x)\ no se hace “grande” para x proximo a x 0 , podemos hacer 
\(fd) ( x )~L 2 \ tan pequeno como queramos haciendo |/(x) —LJ y 
\g(x) — L 2 \ suficientemente pequeno. 

Como lim g = L 2 , para el numero 1 existe un numero <5j > 0 tal que 
*0 

si xeD g y 0 < |x-x 0 | < S t , entonces \g(x)-L 2 \ < 1. Por 1a. desigualdad 
del triangulo tenemos: 

5 - 3 \g(x)\ < \L 2 \ + 1 (xe © 9 y 0 < |x — x 0 1 < ^ 0 - 

Hay ahora numeros <5 2 > 0 y <5 3 > 0 tales que 


5 - 4 l/(*)-^il <- - -(xeDf y 0 < |x-x 0 | < S 2 ) 

2(|L 2 | + 1) r o 

y 

5.5 \g(x)— L 2 \ < - E 1 (xe3 ) 3 y 0 < |x-x 0 | < S 3 ). 

Z(\L i | + 1) 

Sea <5 = min {<S,, <S 2 , <5 3 }; entonces, siempre que xeti) /g y 0 < |x-x 0 | < 5. 
las desigualdades 5.3, 5.4, y 5.5, todas, se verifican. Asi pues 

I U'g] (x)-L,L 2 | |g(x)| i/(x)-L,| + |L 1 | |fif(x)-L 2 | 


< (|l 2 i + d 


2(|L 2 | + 1) 


+ |c,| 


2(|L,| + 1) 


< e/2 + e/2 = e (x 6 r J) /g y 0 < |x — x 0 | < 5). 
Por tanto, por la definicion de limite 

I'm [fg'i = L\L 2 . 

*0 

5.6 Corolario. Si lim g = L, entonces lim eg = cL. 

*0 Xo 

Prueba. Sea la funcion / del teorema 5.2 la funcion constante {(x, c)}. 
De acuerdo con lo visto en el ejempio 3.4 (pag. 341), lim c = c. 

*o 


1 Como podia ser cero, el 1 ha sido anadido a L 2 para evitar ia posibilidad de 
division por cero. 
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5.7 Corolario. Si f y g son funciones tales que 


Mm / = Lj y Mm g = L 2 

xo xo 

y si x 0 es un punto de acumulacion de 3) / _ s . entonces lim (J—g) existe y 

*0 

Mm [/—g] = Mm /—Min g = L 1 —L 2 . 

Xo Xo XO 

Prueba 

Mm [/-g] = Mm [/+(-l)g] 

Xo xo 

= Mm / + Mm (—l)g [5.1] 

XO Xo 

= Mm / 4- ( — 1) Mm g [5.6] 

XO Xo 

= Mm / — Mm g = L, —L 2 . 

XO Xo 

5.8 Teorema. Si Mm g = L 0, entonces Mm g~ l existe y 

XQ Xo 


Mm g 1 

XO 


L 


Prueba. Tomese e > 0. Deseamos demostrar que hay un numero S > 0 
tal que si xe c S) 1/g y 0 < \x- x 0 | < <5, entonces 


r r 

i 


(x)- 

L9. 

L 


Ahora bien, 

5.9 


r r 

i 


(X )-- 

U. 

L 


1 


IgWIILI 


|L-0(x)|. 


1 

De donde si —— no se hace “grande” para x proximo a x 0 , podemos 
9W 

hacer 5.9 tan pequeno como deseemos haciendo L—g(x ) suficientemente 
pequeno. 

Como Mm g = L # 0, usando el teorema 3.16, hay un numero <?! > 0 

Xo 

tal que 

IfifWii > \L\ (xe© s y 0< \x x 0 | < «>i). 

Entonces 

7-^—. < jt; y 0< |x-x 0 | <5 t ). 

l0(x)| \L\ 
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Como lim g = L , hay un numero S 2 > 0 tal que 

Xo 


\g(x)-L\ < 


\L\h 


(xe‘J) 9 y 0 < \x — x 0 | < S 2 ). 


Sea <5 el mlnimo de y S 2 . Entonces 

1 


r r 

i 


(x)- 

Lg. 

L 


,, , „ 2 1 |L| z e 

- -- L-g(x) <-—— 

l$(*)l \L\ \L\ \L\ 2 

= £ (x6© g _j y 0 < j.\ Xq | < <)'). 


Por tanto, lim g 1 = — . 

xo L 


5.10 Corolario. Si lim / = L 1 y lim g = L 2 , si L 2 # 0, y si 


x 0 es un 


/ 


punto de acumulacion del dominio de entonces lim ( - ) existe y 

& 




.im l 

x ° L 9. 


L. 


Prueba. Usando los teoremas 5.2 y 5.8, tenemos 


lim 

7" 

= lim 

/- 

= lim / lim 

"l 

Xo 

-0_ 

Xo 

L 0 J 

Xq Xo 

-0- 


^ L, — = — 
L 2 L*2 


5.11 Ejemplo. Encuentrese lim (7 2 + 37—2). 

2 

SOLUCION. 


= lim/ 2 + lim [37-2] 

[5.1] 

2 2 

= lim 7 2 + lim [3 7] + lim — 2 

[5.1] 

2 2 2 

= lim 7 lim 7 + 3 lim 7 + lim — 2 

[5.2, 5.6] 

2 2 2 2 

= 2• 2 + 3 ■ 2 — 2 = 8. 

[3.5, 3.4] 


I 2 +2 

5.12 Ejemplo. Encuentrese lim - — - . 

2 3/ 
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Solucion. Como lim [3/] = 3 lim / = 6 # 0, 

2 2 


2 lim [i +2] 

lim —— = -*-— 

2 3/ lim [3/] 


lim I lim / + lim 2 
2 2 _ 2 

3 lim I 

2 


2-2 + 2 


[5.10] 


[5.1, 5.2] 

[3.5, 3.4] 


5.13 Teorema. Si lim f = L y lim g = x 0 ,si t 0 es un punto de acumulacion 

Xo to 

de -0/o g, y si existe un numero c > 0 tal que g(t) # x 0 siempre que 
0 < [/ — / 0 | < c, entonces 

lim [f og~] = L - 

to 

Prueba. Como lim/ = L, para cualquier numero e > 0 hay un numero 
q > 0 tal que 

I f(x) - L\ < e (xeT) f y 0 < U~A' 0 | < q). 

Podemos reemplazar esta desigualdad por 

514 \f(g(t))-L\ < e (g(t)e‘.i) f y 0 < \g(t)-x 0 \ < ??). 

Como lim# = x 0 , hay un numero 3, > 0 tal que 

to 

l#0)-*ol < n y 0 < |/-r 0 | < <3j). 

Como por hipotesis \g{t) — x 0 \ > 0 siempre que te c £> g y 0 < |/-r 0 | < c, si 5 
es el menor de los dos numeros ^ y c, entonces tenemos 

5.15 0 < \g{t)~x 0 \ < q {teVg y 0 < |/-r 0 | < <5). 

Combinando 5.14 y 5.15, tenemos 

\f(g(0)-L\ < Z (te^g, g(t)eV f , y 0 < |/-f 0 | < 3). 

Es decir, 

lim U'°g] = 1‘in = L. 

to t-*t 0 
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Problemas 


1. Dada la funcion / = 7+3, encuentrense 
a) lim / b) iim / 


c) 11m / 


d ) lim [/(x)-/(x + 2)] 

x ->0 


e) lim /(3 + h) 


f) lim f(2 + h). 

h-*0 


2. Encuentrese el llmite de cada una de las siguientes funciones enx = 0 


a) f(x) = 


c) f(x) = 


(3 + x) 3 —3 3 


73 + X-73 


b) fix) = - ( 1 S 


d) /(x) = 


x\3 + x 
(3 +x) 2 — 9 


e) /(x) = 


3 (3 + x) — 9 


/) /(*)= -(— 1 - + 


x \ — 3 + x 


3. Encuentrese lim 

h -0 


f(x + h)-f(x) 

h 


para cada una de las siguientes 


funciones: 

a) f = / 2 

c) f = 7 4 
e) /= i “ 2 


b) / = / 3 
d) f = r 1 
f) f = i° 


4. Encuentrese cada uno de los siguientes limites: 


a-) lim 

h->0 


sen 2/i 


fc) lim 

/ i ->0 


sen 2 h 
h 


sen 2 /i 


c) lim _ 2 


e) lim 


0 n 
tan h 


. ,, tan 2 /z 

g) lim- 

fc-o h sen /z 


,, sen 2 3 h 

d ) lim --— 

h — O h 2 


/) lim h cos h 


h) lim - cos (x + - h ) sen - h. 

*-0 h \ 2 J 2 


5. Pruebese directamente el corolario 5.7 usando la definicion de limite. 
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6 . Pruebese para las siguientes funciones que lim / = /(x 0 ) 

XQ 


a) f = 2I 2 +3/+l 


c) / = 


27+1 
7 2 + i 


b) f = 5J 3 +2/ + 3 

d) / = jrri (Xo#±1) - 


6 . CONTINUIDAD 


Para una funcion definida sobre un 
continuidad es que la curva que 
represente la grafica de la funcion 
debe constituir un trazo ininte- 
rrumpido. Si la grafica de una 
funcion tiene interrupciones o saltos, 
como es el caso con la funcion 
“maximo entero contenido”, enton- 
ces la funcion no es continua en 
los puntos en donde las rupturas 
aparecen. Ahora bien, si la grafica 
de una funcion / no tiene interrup¬ 
tion alguna en el punto O 0 , /(x 0 » 
(figura 12 ), entonces, cuando x tiende 
a aproximarse a x 0 , f(x) debe 
aproximarse a /(x 0 ). Nos lleva esto 
a la siguiente definicion de conti¬ 
nuidad. 


intervalo, nuestra idea intuitiva de 



6.1 Definicion. La funcion f es continua en el punto x 0 en By si para 
cada e > 0 existe un <5 > 0 tal que 


l/(*)-/(Xo)| < E 


siempre que xeT) f y jx —x 0 | < <5. 

Si x 0 pertenece a By, pero no es un punto de acumulacion de By, 
entonces / es continua en x 0 , pues podemos encontrar un b > 0 tal que no 
haya ningun punto de By distinto del x 0 en (x 0 — S, x 0 + <5>, y entonces el 
unico punto que satisface xeBy y |x—x 0 | < S es x 0 y |/(x 0 )—y(x 0 )| = 0 < e 
para cualquier e > 0. De donde, como afirmamos, / es continua en x 0 . 

Si x 0 es un punto de acumulacion de By, entonces la definicion 6.1 es 
equivalente a la funcion /es continua en el punto x 0 en By si 

lim / = /(x 0 ). 

*0 
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En este caso no necesitamos la restriccion 0 < |x-x 0 | ya que claramente 

l/(*o)-/(*o)l = 0 < £. 

6.2 Ejemplo. Demuestrese que si / = 1 + 2, entonces/es continua en 2. 

Solucion. El dominio de/ es R = < - oo, oo> y, per tanto, 2 es un punto 

de acumulacion de 3/. Tenemos /(2) = 4 y, de acuerdo con el ejemplo 3.2 

(pag. 340), Ilm f = 4. As! pues, lim / = 4 = /(2). Luego/es continua en 2 
2 2 

6.3 Definicion. La June ion f es continua sobre un conjunto Sc'J), fa 
funcion restringida es continua en cada punto de S. 

En la mayorla de los casos de mteres S es un mtervalo. Si S es un intervalo 
abierto, entonces la definicion 6.3 es equivalente a la funcion f es continua 
sobre el intervalo abierto 3 si/es continua en cada punto de 3. 

Si S es un intervalo cerrado, entonces la definicion 6.3 es equivalente a la 
funcion/es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] si/es continua sobre 
el intervalo abierto < a , b > y si 


lim / = J\ a ) 


y 

I'm / = J(b). 

b - 

De los ejemplos 3.4 y 3.5 (pag. 341), se sigue que la funcion constante, c, y 
la funcion identidad, I, son continuas en todos los puntos x 0 . As! pues, 
estas funciones son continuas sobre el intervalo < — oo, co>. El ejemplo 3.21 
(pag. 351|) muestra que la funcion “maximo entero contenido” {(.v, [jc])} no 
es continua en n donde n es un entero. ya que en este caso lim [x] no existe 

x->t% 

lim [x] = n —l y lim [x] = /;. Sin embargo, la funcion “maximo 

x-*n x :-*n + 

entero contenido” es continua sobre el intervalo [n,n+ 1>— en n solo se 
requiere que lim [x] = n — [«]. 

x-*n + 

Correspondiendose con los teoremas sobre limiles 5.1, 5.2, y los 
corolarios 5.7, 5.10, tenemos el siguiente teorema sobre continuidad. 


6.4 Teorema. Si las funciones f y g son continuas en x 0 , entonces f+g, 
f~9i y fs s °n continuas en ,x 0 , y ^ es continua en x 0 siempre que q(x 0 ) A 0. 


Prueba. Si x 0 no es un punto de acumulacion de ‘S) f+g , entonces / + g es 
continua en x 0 . Si x 0 es un punto de acumulacion de 3) /+s , entonces x 0 
es un punto de acumulacion tanto de ‘S) f como de T> g y lim / = /(x 0 ) 

-Vo 
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y Mm g = g{x 0 ). Por el teorema 5.1, 

*0 

Mm [f+g] = g 

Xo *0 *0 

= f(x 0 )+g{x 0 ) = [/+g](x 0 ) 

y /+ g es continua en x 0 . 

Si x 0 no es un punto de acumulacion de T) fg , entonces fg es continua 
en x 0 . Si x 0 es un punto de acumulacion de entonces x 0 es un punto de 

acumulacion tanto de 3) r como de T) y lim f — f{x 0 ) y Mm g = g(x 0 ). 

*0 *0 

Por el teorema 5.2, 

Mm [fg] = Mm / Mm g = f(x 0 )g{x 0 ) = [/g](x 0 ) 

Xo Xo -Vo 

y fg es continua en x 0 . 

Las pruebas para la diferencia, f—g , y el cociente, fig , son analogas y 
se dejaran como problemas (1 y 2). 

6.5 Teorema. Si f es continua en x u , iim g = x 0 , y t 0 es un punto de 

to 

acumulacion del dominio de f g , entonces 

Mm [/ °g] = f(x 0 ). 

to 

Prueba. Como / es continua en x 0 , para cada numero s > 0 existe un 
numero g > 0 tal que 

6.6 |/(x)-/(x 0 )| < £ 

siempre que xe c S) f y |jr —.v 0 | < r\. Ademas, como Mm g = x 0 , para r\ > 0 
hay un d > 0 tal que '° 

6.7 |g(0-*ol < n 

siempre que te‘S) g y 0 < \t — t 0 \ < d. 

Ahora bien, si teT) fog y 0 < |/-/ 0 | < S, entonces te‘.J) g y por 6.7. 

l0(O-*ol < »?• 

Ademas g(t)e‘. i) f , y de ello, por 6.6 

\/{g(t))-f(x 0 )\ < e- 

Hemos mostrado asi que para cualquier numero e > 0 existe un numero 
5 > 0 tal que 

l[/°<?](0-/(*o)l <£ 

siempre que te‘.O fog y 0 < \t-t 0 \ < d. Es decir, que 

Mm [fog] = /(jc 0 ) . 
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N°td. Observese que si lim g existe y/es continua en lim g, entonces 
el teorema 6.5 nos dice que 

lim = /(lim g(t)). 

t~*to t-*to 

6.8 Corolario. Si g es continua en t 0 y f es continua en g{t 0 ), entonces fog 
es continua en t 0 . 

Prueba. Si t 0 no es un punto de acumulacion de ® /og , entonces fog es 
continua en t 0 . Si t 0 es un punto de acumulacion de ‘I) fog , entonces, como 
U debe ser un punto de acumulacion de ‘D 9 y lim g = g(t 0 ). 

Entonces, por el teorema 6 . 5 , 

lim [fog-] = f(g(t 0 )) --= if og-\ (t 0 ) 

to 

y / o g es continua en t 0 . 

Recuerdese que una funcion de la forma 

/= i a k I k , 

* = 0 

donde las a k son funciones constantes, se llama funcion polinomial o 
simplemente polinomio. Como una funcion polinomial esta construida por 
multiplication y adicion de la funcion idenlidad y de funciones constantes, 
y estas funciones son continuas sobre el intervalo <-oo, oo>, entonces, 
por el teorema 6.4, se sigue por induction que cualquier funcion polinomial 
es continua sobre el intervalo <-oo, co>. 

Una funcion racional es una funcion que es el cociente de dos funciones 
polinomiales. Por el teorema 6.4 una funcion racional es continua en todos 
los puntos, excepto en aquelios en que el denominador se hace cero. Sin 
embargo, una funcion racional no esta definida en tales puntos; por tanto, 
las funciones racionales son continuas en todos los puntos de su dominio 
de definition. 

Una funcion se llama continua si es continua en todos los puntos de su 
dominio. Las funciones polinomiales y las funciones racionales son funciones 
continuas. 

El ejemplo 3.11 (pag. 346) muestra que la funcion raiz cuadrada, 7 1/2 , es 
continua en su dominio de definition [0, oo> y el ejemplo 3.12 (pag. 347 ) 
muestra que la raiz cubica, Z 1 ^ 3 , es continua en su dominio de definition 
< — oo, go). Mas adelante, en el capitulo 14, definiremos I r para todo 
niimero real r y veremos que F es una funcion continua. Asi pues, usando 
el corolario 6 . 8 , podremos concluir que todas las funciones algebraicas 
simples son funciones continuas. 
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Ahora bien, es tambien cierto que las funciones trigonometricas son 
continuas en todos los puntos en que estan definidas. Primero vamos a 
demostrar que la funcion seno es continua en el intervalo < — 00 , 00 ). 
Usando los llmites 4.1 y 4.2, los teoremas 5.1 y 5.2 y el corolario 5.6, 
tenemos, para cualquier xe(- 00 , 00 ) 

11m sen(x + h) — 11m [sen x cos h + cos x sen /i] 

f >->0 A —0 

= sen x 11m cos h + cos x 11m sen h 

h->0 h->0 

= sen x. 

As! pues, la funcion seno es continua en el intervalo < — 00 , 00 ). Analoga- 
mente, lim cos (x + h) = cos x para cualquier xe< — 00 , co), de modo que 

)i->0 

la funcion coseno es tambien continua en el intervalo ( — 00 , 00 ). De ello 
y del teorema 6.4, se sigue que las restantes funciones trigonometricas son 
continuas en todos los puntos en que estan definidas. Por ejemplo, la 
funcion coseno es cero en nn + Ti/2 con n un entero. Para estos valores 
las funciones tangente y secante no estan definidas y por consiguiente no son 
continuas en nn + njl. Sin embargo, son continuas en todos los puntos de 
su dominio de definition. 

En resumen, sabemos ahora que todas las funciones polinomiales, ratio¬ 
nales, potentiates y trigonometricas son funciones continuas. Ademas, del 
corolario 6.8 se sigue que todas las composiciones de estas funciones son 
tambien funciones continuas. 

El siguiente teorema es analogo al teorema 3.16 (pag. 350). 

6.9 Teorema. Si f es una funcion continua en x 0 y a < f{x 0 ) < b, entonces 
existe un numero S > 0 tal que 

a < f(x) < b 

para todo x en el dominio de f que satisfaga |x —x 0 | < <5. 

Prueba. (Figura 13.) Sea e = min {b— /(x 0 ), f{x 0 ) — a}\ entonces 

6.10 a < f(x 0 )-E < f(x 0 ) < /(x 0 ) + e <6. 

Ahora bien, como / es continua en x 0 , existe para el £ tornado un 5 > 0 
tal que siempre que x este en c D f y |x — x 0 | < 5, entonces 

\ fix)-fix 0 )| < £ 

o 

/(x 0 )-£ < /(x) < /(x 0 ) + £. 
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Combinando esta ultima desigualdad con 6.10, obtenemos 
a < f(x 0 ) — e < f{x) < /(x 0 ) + g < b 
para todo x enCDy que satisfaga |x — x 0 \ < 5. 

6.11 Corolario. Sif esuna funcion continua en .r 0 y f(x 0 ) > 0 (f(x 0 ) < 0), 
entonces existe un numero 8 > 0 tal que f(x) > 0 (f(x) < 0) siempre que 
x este en 3)y y |x — ,v 0 | < 8. 

Problemas 

1. Pruebese que: si las funciones / y g son continuas en x 0 , entonces 
f—g es continua en .y 0 . 

2. Pruebese que: si las funciones/y g son continuas en x Q y c?(x 0 ) ^ 0, 
entonces fjg es continua en .v 0 . 

3. Pruebese el corolario 6.11. 

4. Pruebese que la funcion coseno es continua en el intervalo ( — co, oo>. 

5. Demuestrese que las siguientes funciones son continuas en el intervalo 

< — oo, oo y: 

a ) f(x) = sen(/l.Y+fi) b) f(x) = sen (cos .v). 

6. Pruebese que la funcion / definida por 

j\x) = x sen -, x / 0 
x 

/(0) = 0 

es continua en < — oo, oo). 
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7. l Es la funcion / definida por 


... . tan x 
fix) =-, x # 0 


/(0) = 1 


continua en <— n/2, 7i/2>? 

8. Para las siguientes funciones /encuentrense los puntos (si es que hay 
algunos) donde la funcion no es continua: 


a) f(x) = cot x 


c) f(x) = 


x 2 —2 


x 3 —4x 2 +4x 


|/(x) = x 2 -2, X6<-G0, 3] 
’ l/(x) — 2x4-1, xe<3, oo> 


b) f(x) = X s —x 3 +1 
Y -j- 3 

d) fix) = 

X + X “h 1 

\f(x) = 0, xe< — oo, 0] 
/) \fix) = X, X6<0, 1> 
l/(x) = 1, xe[l, co> 


9. Pruebese que la funcion / definida por 

sen x 

I 

fix) = 


para x # 0 


es continua en < — oo, co>. 

10. Demuestrese que 


1 para x = 0 


,, sen ch 

lim - = c. 

h^>0 h 


Sugerencia. Notese que, para h + 0, — j — = cf(ch) donde / es la 
funcion del problema 9. 

*11. Sea C el conjunto de todas las funciones definidas y continuas 
sobre un intervalo J. Muestrese que C es un grupo respecto a la operacion 
de adicion de funciones. 

*12. Sea C el conjunto de todas las funciones / definidas y continuas 
sobre un intervalo J y tales que fix) # 0 para todo xe J. ^Demuestrese 
que C es un grupo respecto a la multiplicacion de funciones. 
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7. VELOCIDAD 


Daremos ahora un ejemplo de problema fisico que requiere la nocion 
de limite. Nos ocuparemos del movimiento de un punto geometrico u objeto 
cuyas dimensiones son despreciables comparadas con la dislancia entre los 
objetos o con el movimiento que se estudia. Este objeto se llama particula. 
Asi, por ejemplo, la tierra puede considerarse una particula cuando se 
considera su movimiento respecto del sol. pero esta muy lejos de ser una 
particula para nosotros cuando nos movemos sobre su superficie. 

Consideremos una particula que se mueve a lo largo de una linea recta 
(figura 14). Cuando el tiempo cambia, la posicion de la particula en la 

h t h 

-1-1-1-1- X 

0 Xl x X 2 

FIGURA 14 


recta cambia. Denotemos por x(t) la distancia dirigida de la particula a 
punto de referencia 0 en el instante t; entonces x = {(t, x(t))} es una 
funcion —la funcion tiempo-desplazamiento. En el tiempo r, la particula 
tiene la posicion .v, = .v(f,) y en el tiempo t 2 la posicion .y 2 = x(t 2 ). La 
distancia x 2 — a - , se llama desplazamiento de la particula en el intervalo de 
tiempo [r,, / 2 ]. Si,como se muestra en lafigura 14, x 2 > x ,,entonces x 2 — -V, 
es un desplazamiento positivo. La velocidad media v de la particula durante 
el intervalo de tiempo [r,, / 2 ] esta definida como 


x 2 -a, 


<2 


h 


Supongamos ahora que intentamos definir la velocidad instantanea de la 
particula en el'instante r Q cuando esta pasando por la posicion .v 0 = x(t 0 ). 
Si encontramos las velocidades medias sobre intervalos de tiempo mas y 
mas pequenos que comiencen o terminen en t u , estas velocidades medias 
pueden aproximarse a un valor bien definido denotado por x'(t 0 ) (lease 
“x prima en l 0 "). Este valor limite 


x'(t 0 ) = liin 

l-(o 


x(t)-x(t n ) 

l-t 0 


de las velocidades medias medidas sobre intervalos de tiempo mas y mas 
pequenos alrededor de t 0 , si existe, es ciertamente una tnedida de cuan 
rapido se mueve la particula cerca de l 0 . Es, pues, natural definir la 
velocidad, v(t 0 ), en el tiempo t 0 , como x'(f 0 ). 
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Es a menudo conveniente representar graficamente el desplazamiento y 
la velocidad. Podemos hacer esto dibujando la grafica de la funcion tiempo- 
desplazamiento x = {(/, .v(/))} (figura 15). En el tiempo la paiticula 
tiene un desplazamiento x, = x(t t ) desde O y esta representada por el 



punto A = (t l ,x(t l )). Analogamente, en t 2 la partlcula tiene un despla¬ 
zamiento x 2 = x(l 2 ) desde O y esta representada por el punto B. La velo¬ 
cidad media de la particula en el intervalo de tiempo [/,, / 2 ] es 

x(f 2 )-.v(?i ) 

/ 2 — tj 

y corresponde geometricamente a la pendiente de la secante [A, B]. La 
velocidad instantanea x'(/ 0 ) corresponde a la pendiente de la tangente a 
la grafica de la funcion desplazamiento .v en el punto D = ( t 0 , x(t 0 )). 

7.1 Ejemplo. Considerese una particula que se mueve a lo largo de una 
recta para la que la funcion tiempo-desplazamiento es 

•v = {(/, t 2 )}- 

(,Cual es la velocidad en el tiempo / 0 ? 


Solucion. La velocidad en t 0 es 


v(t 0 ) = x'U 0 ) = lim 

f-lo 

= lim 

(-lo 


x(t)-x(t 0 ) 
t-t 0 


lim 

l-lo 


1 ‘O 


t~t n 



u + t o) 


lirn (t + t 0 ) 

l-lo 


Comparese este resultado con el ejemplo 2.2 (pag. 336). 


2/ 


o ■ 
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Problemas 


1. Encuentrese la velocidad en el tiempo t 0 para los movimientos a lo 
largo de una recta descritos por las siguientes funciones tiempo- 
desplazamiento: 


a) x = {(/, 16/ 2 )} 
c) x = {(/, \6t 2 + 5)} 
e) x= {(t, 2 r 3 — 3)} 


b) x = {(r, 4)} 
d) x = {(t, t + 2)} 
/) a- = {(/, ,*)}. 


2. La aceleracion promedio a de una partlcula durante el intervalo de 
tiempo [tj, t 2 ] se define por 


_ = v 2 -v l = v(i 2 )-v(ti) 
ti-h 


Definase la aceleracion instantanea en el tiempo t 0 usando la definicion 
de velocidad instantanea como modelo. 

3. Lo siguiente es un registro tiempo-distancia del comportamiento de 
dos automoviles en una prueba sobre aceleracion: 


Tiempo 

(segundos) 

Distancia (en metros) 

Auto A 

Auto B 

0 

0 

0 

5 

35 

40 

10 

80 

100 

15 

150 

210 

20 

240 

320 

25 

380 

470 

30 

600 

670 

35 

900 

900 

40 

1 220 

1 200 


Presentese, dibujando graficas continuas, una comparacion del comporta¬ 
miento de los dos carros respecto a 

a) tiempo-distancia, 

b) tiempo (en segundos)-velocidad (en kilometros por hora), 

c ) tiempo (en segundos)-aceleracion (en kilometros por hora/segundo). 
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8. LA DERIVADA 


En la section 2, la pendiente de la recta tangente a la grafica de una 
funcion g en un punto P 0 = (x 0 , g(x 0 )) se definla por 

Hm 

x-*xo X— X 0 x 0 I — Xq 

En la section 7 definimos la velocidad como 

l| m = lim , 

t-*Io t — t 0 to I to 

donde x era la funcion tiempo-desplazamiento de una particula que se 
movia a lo largo de una recta. 

Estas dos definiciones contienen el mismo tipo de limite. Como esta 
clase de limite ocurre frecuentemente en matematicas y en las aplicaciones 
de las matematicas, se estudia como si constituyera una entidad por si 
solo y se le da el nombre de “derivada”. 

Nota. Siempre que consideremos derivadas de funciones, supondremos 
que todas las funciones que aparezcan en nuestras discusiones estan 
definidas sobre un intervalo 2 consistente en mas de un punto o en la 
union de varios de tales intervalos. 

8.1 Definition. Si f es una funcion, entonces f (lease “/ prima"), la 
derivada de f, es una funcion con regia de correspondencia 

, ,.„/-/(* o) 

/ (*o) = llm —- 

xq l — Xo 


que tiene como dominio el conjunto de todos los numeros del dominio de j para 
los que exisle tal limite. 

Asi pues, la derivada de una funcion / en x 0 se denota por J'(x 0 ) y 


f\x o) 


lim 


/(x)-/(x 0 ) 


X-Xo 


Sea 


g(x) = 


/(x)-/(x o) 
x x 0 


como 


Um g = Hm g o(x 0 + I) 

xo 0 


= lim g(x 0 + h), 

h-> 0 
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obtenemos 


/'(x 0 ) = lim J(*o) = Hm J(x 0 + h) fjx q) 


La cantidad f(x 0 + h)—f(x 0 ) es el cambio de valor de la funcion cuando ,y 0 

cambia en la cantidad /;, y la razon es una raz 6 n <j e cambio 

h 

promedio. La derivada de / en ,v 0 es el iimite de esta razon de cam¬ 
bio promedio y se llama razon “instantanea” de cambio en ,v 0 (figura 16). 



La definicion de recta tangente puede formularse ahora usando el 
concepto de derivada (figura 16): la recta tangente C a la grafica de una 
funcion / en el punto P 0 = (x 0 ,/(.v 0 )) es la recta que pasa por P 0 de 
pendiente J'(x 0 ) —la derivada de /en a 0 — si la derivada existe. Asi pues, 
la recta tangente a la grafica en P 0 es la recta 

c = {(*o, /(*„)) + 1( 1, /' (x 0 ))}; 
una ecuacion de la recta tangente C es 

y = /'(v 0 )(.v-x 0 )+/(x 0 ). 

La velocidad de una funcion x en el tiempo t 0 es x'(/ 0 ), la derivada 
de x en t 0 , si es que la derivada existe. 

Si x es un numero en el dominio de /', entonces decimos que f es 
diferenciable en x. 
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8.2 Definicion. La funcion f es diferenciable sobre un intervalo 3 si la 

funcion restringida /j es diferenciable en cada punto de 3- 

Si 3 es un intervalo abierto, entonces la definicion 8.2 es equivalente a la 
funcion f es diferenciable en el intervalo abierto 3 si / es diferenciable en 
todo punto de 3- 

Si 3 es un intervalo cerrado [a , h\ (a < b), entonces la definicion 8.2 es 
equivalente a la funcion f es diferenciable en el intervalo cerrado [fl, b] 
si ft s diferenciable en cada punto del intervalo abierto < a , by y si 

i Im /<-+»>-/(<■) 

h-*0+ h 


lim 

h->0~ h 

existen. 

Ademas de /', se usara con frecuencia la notacion Df para denotar a la 
derivada de /. Advertimos al estudiante que Df no significa / multiplicadc 
por D sino que mas bien lo que representa es una funcion derivada de la 
funcion / por la operacion de tomar la derivada de / —la operacion se 
llama diferenciacion. Cuando se usa esta notacion, se escribe frecuen- 
temente D x f(x) para denotar a /'(x) en lugar de escribir [Df] (x). Poi 
ejemplo, si f(x) = sen x, escribiremos f'(x) = D x sen .r. 


8.3 Ejemplo. Encuentrese el valor de la derivada de / en 2 si / = l 2 . 


Solucion. Tenemos 


/'(2) = lim 

A-0 


f(2 + h)-f{2) 

h 


lim 

x^i x —2 


lim 


a- 2 -4 


x-2 X — 2 

Este es el limite evaluado en el ejemplo 3.3 (pag. 341). Por tanto. /'(2) = 4 
8.4 Ejemplo. Encuentrese la derivada /' de /, si / = l 2 . 

Solucion. Tenemos 


/'(a) = lim 

A-0 


J'(x + h)-f(x) 


lim 

h -*0 


(x + h)-x 


= lim 

h ->0 


a 2 + 2xh 4- h 2 — x 2 


= lim 

h-> 0 


: (2a + / i ) = 2a . 
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Asi pues, esta funcion es diferenciable para todos los numeros en el inter- 
valo < — oo, co>. DI 2 = 2/ y la regia de correspondencia de la derivada 
de f es f (x) = 2x o D x x 2 = 2x. Notese que este resultado contiene el 
resultado del ejemplo 8.3. Comparese este resultado con los ejemplos 2.2 
(pag. 336) y 7.1 (pag. 373). 

8.5 Ejemplo. Encuentrese la recta tangente a la parabola y = x 2 en el 
punto (2, 4). 

Solucion. La pendiente de la recta tangente es /'( 2) donde / = / 2 . 
Pero, por el ejemplo 8.4, /'(2) = 4. Por tanto, la recta tangente es 

C = {(2, 4) + ?(l, 4)}. 

Una ecuacion para la recta tangente C es 

y = 4(x —2) + 4 
o 

y = 4x —4. 

8.6 Ejemplo. Encuentrese la derivada f de la funcion constante 

/ = {(*, c)}. 

Solucion. 


r w - iim . lim 

0 h h->0 


-c 0 

-= lint - 

h h ->o h 


= 11m 0 = 0. 

h^O 

Asi pues, la derivada de cualquier funcion constante {(.v, c)} es la funcion 
cero {(x, 0)}. La grafica de una funcion constante es una recta horizontal. 
Es su propia recta tangente en cada uno de sus puntos y esta tangente tiene 
pendiente 0. 


8.7 Ejemplo. Encuentrese sen D. 

Solucion. Usando 3.29 del capitulo 6 (pag. 277), para cualquier xeR, 

n sen (x + h ) — sen x 

D x sen x = lim --- - - 

o h 


lim 2cos ( x + ih) sen (jh) 
h->o h 
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cos (x + ^h) sen (jh) 
/i->o \h 


= 11m cos (x + jh) 11m 

!.-> 0 h-0 


sen Qh) 

i h 


= COS X , 

donde el llmite de 4.3 (pag. 356) y la continuidad de la funcion coseno 
han sido empleados. As! pues 

D sen = cos. 

8.8 Ejemplo. Encuentrese la derivada DI de la funcion identidad 

/ = {(x, x)}. 


Solucion. Para cualquier xeR, 


D x I(x ) = D x x = lim 

h -»0 


I(x + h) — I(x) 
h 


x + h — x 

lim-— 

^-•o h 


= 11m - = 1 . 
(i-o h 

8.9 Ejemplo. Encuentrese DI 112 . 
Solucion. 


y/x + h - yfx 


D x yjx = lim 

h o h 


Multiplicando el numerador y el denominador por Jx+ h + yfx, obtenemos 


D x yfx = 11m 

h->0 


[ y/x + h — y/x _ y/x + k + yfx \ 

l h y/x + Jl + y/X j 


,, x + h — x 1 

= urn - - - -— = —— , 

1.-0 h\ x /x + h + x /x] 2,/x 

donde se uso la continuidad de la funcion ralz cuadrada para obtener el 
llmite (ejemplo 3.11, pag. 346). 

El siguiente teorema enuncia una relation entre diferenciabilidad de una 
funcion en un punto y continuidad en el punto. 


8.10 Teorema. Si la funcion f es diferenciable en x 0 , entonces f es 
continua en x 0 . 
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Prueba. Si f e s diferenciable en x 0 , entonces 


./'('<■ 0 ) = lim 

h -~0 


f(x 0 + h)~f(x 0 ) 
h 


La funcion / es continua en x 0 si 


lim f(x 0 + h) = f(x 0 ) = lim f(x 0 ) 

h -0 1,-0 


o, equivalentemente, si 


Ahora bien. 


lim {/(x 0 + /i)-/(x 0 )} = 0. 

h ~*0 


I'm {/(x 0 + /i)-/(x 0 )} = lim 

h -0 h -0 



= lim 

h -0 


J(x 0 + h)-f{x 0 ) 
h 


lim h 

A — 0 


= /'(x o )-0 = 0 


de modo que / es continua en x 0 . 

El reciproco del teorema 8.10 no es cierto. Es decir, una funcion/puede 
ser continua en x 0 , pero no ser diferenciable en ,v 0 . Por ejemplo, la funcion 
valor absoluto / = {(x, |.v|)} es continua en cero, pero no es diferenciable 
en cero. La funcion valor absoluto no es diferenciable en cero porque 


lim mnnzim , lim . , lm !*! 

/I-O /; ;,^o h h~o h 


no existe, como mostramos en el ejemplo 3.9 (pag. 344/ Sin embargo, la 
funcion es continua en 0 ya que por el problema 3 (pag. 355) sabemos que 

lim |0 + /rj = lim |/ij = 0 = |0! . 

h-> 0 /i-0 

La grafica de esta funcion no se rompe en cero, pero no tiene una tangente 
en cero (figura 17). 
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8.11 Corolario. Si la funcion f es diferenciable sobre un intervalo 3, 
entonces f es continua en 3- 

Prueba. Apliquese el teorema 8.10 a /g. 


Nota. Se pueden introducir las derivadas izquierda y derecha que se 
definen como sigue: la derivada izquierda de J en x 0 es 


/' Oo) 


lim 

/i—o - 


f(x 0 + h)-f{x 0 ) 
h 


y la derivada derecha de / en x 0 es 


f' + (x o) 


lim 

»i-0 + 


J(x 0 + h)-f(x 0 ) 

h 


Si una funcion / esta definida en un intervalo abierto que contiene 
a Xq , entonces / tiene una derivada (es diferenciable) en .v 0 si y solo si 
tiene tanto derivada izquierda como derivada derecha en x 0 y ambas 
son iguales (problema 4). Por ejemplo, la funcion valor absoluto 
f = {(x, |.r|)} tiene una derivada izquierda en cero, /'“(0) = -1, y 
una derivada derecha en cero, /' + (0) = + 1. Sin embargo, no son iguales. 
Por tanto, la funcion valor absoluto no es diferenciable en cero. La 
funcion valor absoluto es diferenciable en < - co, 0] y en [0, co>, pero 
no es diferenciable en cero. 


Problemas 

1. Usando el ejemplo 8.7 como modelo, demuestrese que 

D cos = — sen. 

2. Encuentrese para cada uno de los siguientes casos la derivada de /: 


a) /= 21+ 1 
c) / = ml+b 
e) f = al 2 

1 


9) f = 
i) f = 

k) / = 


1 + 5 
I 

1 2 + 3 

1 3 +21 


b) /= 5-6 1 2 
d) f — I 2 + 51 
f) f = al 2 + bl+c 
I 


h) f = 
j ) / = 
D / = 


1 — 2 

1_ 

2 1 2 + l 
I 1 + 2 
I 


La derivada 381 



3. Encuentrese la derivada de / cuando: 


a) f(x) = 2 — 3x 

b ) fix) = 

mx + b 

c) f{x) = ax 2 

d) fix) = 

2x — x 2 

e) fix) = 4x 2 + 2x 3 

f) fix) = 

2 



x + 1 

9) fix) = -4— 

h) fix) = 

x + 4 

X 

0 fix) = X 
x + 2 

j) fix) = 

x 3 +1 

X 


4. Pruebese que: si una funcion f esta definida en un intervalo abierto 
que contiene a x 0 , entonces / es diferenciable en x 0 si y solo si tiene tanto 
denvada derecha como derivada izquierda en x 0 y las dos son iguales. 


5. Encuentrese la derivada de 
a) fix) = [x] 

-N f Ax) = 2x, xs < - 00, 3] 

J l/W = 3, xe<3, oo> 


/ cuando: 

b) Ax) = ijx 

[Ax) = x 2 , xe(-co, 
’ 1/M = 0, A'G <0, 00 > 


0 ] 


9. TEOREMAS SOBRE DERIVADAS 

En esta seccion sistematizaremos nuestro estudio de las derivadas 
estableciendo algunas de sus propiedades fundamentales e ilustrando como 
estas propiedades (que pueden llamarse reglas) pueden aplicarse para 
calcular numerosas derivadas partiendo de las pocas y sencillas formulas 
que hemos derivado por el calculo directo del limite: 

H m f( x + h)-f(x) 


9.1 leorema. Si ./ y g son diferenciables en un intervalo entonces 
f+g es diferenciable en 3 y 

D U+g] = Df+Dg en 'rf. 


Prueba. En la prueba podemos suponer que las funciones / y g tienen, 
ambas, como dominio el intervalo 3. En otro caso,/y g se reemplazarian 
por las funciones restrmgidas a 3. En particular, en los puntos extremos de 
un intervalo cerrado unicamente pedimos derivadas a un solo Iado. Sea x 
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un numero cualquiera en entonces 

.. ff+q'](x + h)-\f+g'}(x) „ f(x + h) + g(x + h)-f(x)-g(x) 

lim —--- urn-- 

/i-»0 h f»-*0 n 

- Um [ f(x + h)-f(x) + g(x + h)-g(x ) } 
h^o 1 h h j 

= ]im f{x + h)-f(x) + Hm g(x + h)-g(x) 
(i-.o h h-*o h 

= Df(x) + Dg(x ) = lDf+Dg~\ (x). 

Por tanto 

D[f+g] = Df+Dg en 3- 

No es cierto que f+g diferenciable en 3 implique / y g diferenciables 
en 3- Por ejemplo, si 

fl para x racional j 0 para x racional 

JW - jo para x irracional y g ' x ’ ~ [ 1 para x irracional 

entonces f+g = 1 sobre R y ni / es diferenciable ni g lo es. 

9.2 Ejemplo. Encuentrese D(I 2 + I+ 4). 

Solucion. DI 2 , DI, y 7)4 estan definidas sobre toda la recta <-co, oo>. 
Por tanto D(l 2 + J+ 4) esta definida sobre <-co, co> y 

Z>[7 2 + 7+4] = DI 2 + D[I+4\ [9.1] 

= DI 2 + DI+D4 [9.1] 

= 2/+l+0 [8.4, 8.8, 8.6]. 

9.3 Teorema. Si f y g son diferenciables en un intervalo 3, entonces fg es 
diferenciable en 'J y 

D[fg] = fDg+gDf en J. 

Prueba. En la prueba, podemos suponer que las funciones / y g tienen 
el intervalo 3 como dominio. Sea x un numero cualquiera en 3, entonces 

Hm [/g] (x + /Q~[/g] (x) = ljm f(x + h) g (x + h) -/(x) g (x) 
h- o h h-*o h 

Sumando y restando el termino f(x + h)g(x ) en el numerador —el termino 
f(x)g(x + h) puede, si se quiere, usarse en su lugar— y reagrupando 
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terminos, la expresion anterior toma la forma 

I /(-* + /') [g(x + h)-g(x)]+y(x) U(x + li)-J(x) 1 
*-> o /; 

- Mm /(, + (,) Mm «S£±*hfJ3 + Mm „(,) Mm ntStUzM 

,l_ *0 A — o /? /i-0 A —0 ll 

= f(x)Dg(x) + g(x)DJ\x) = [ /l>g+gl)f\ (a). 

Por tan to 

= fDy+gDf en 3. 

Adviertase que 11 m f(x + h) = f(x) ya que /"'(.v) existe y, por tanto. por 
/.->o 

el teorema 8.10 (pag. 379), / es continua en ,v. 

9.4 Corolario. Si g es diferenciable en an intervalo 3 y c es unit funcion 
constante , entonces eg es diferenciable en 3 V 

D[cg] = cDg en 3. 

Pruiba. Sea, en el teorema 9.3, la funcion f la funcion constante 
c — {(.v, (•)}. Por el ejemplo 8.6 (pag. 378), c es diferenciable en R y Dc = 0 
en R. De donde e es diferenciable en 3 y Dc = 0 en 3. 

9.5 Ejemplo. Encuentrese Z)[(/ 2 + / + 4) sen]. 

Solucion. {I 2 +1 + 4) y sen son diferenciables sobre R (ejemplos 9.2 y 8.7). 
Por tanto (I 2 + / + 4) sen es diferenciable sobre R y 

D[{l 2 + !+ 4) sen] = (I 2 + 1 + 4) D sen + sen D(/ 2 + / + 4) [9.3] 

= (/ 2 + / + 4) cos + (2/T I) sen [8.7, 9.2], 

9.6 Teorema. Si g es diferenciable en un intervalo 3 y para todo *e3, 
g(x) + 0, entonces g 1 es diferenciable en 3 y 

Dg ' = —g~ 2 Dg en 3. 

Prue;ba. De nuevo podemos suponer en la prueba que la funcion g tiene 
el intervalo 3 como dominio. Sea a un numero cualquiera en 3 ; entonces 

1 _1 

lim x + h)~g \x) = Jjm g(x + h ) y(x) 

*-*o h h->o h 

= H„, dM-dix + h) 
hg(x + h)g{x) 
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lhn | -1 g(x + h)-g(x) 

h^o [ g(x + h)g(x) h 


D x g(x ) = -g 2 (x)D x g(x) 


pues la diferenciabilidad de g en x y g{x ) # 0 implica 

lira--- = — . 

h^o g(x + h) g(x ) 


Por tanto 


Dg 1 = -g 2 Dg en J. 


9.7 Corolario. Si f y g son diferenciables en un intervalo 3 y para toda 
f 

xe2, g(x) # 0, entonces ~ es diferenciable en 3 y 
G 


Prueba. 


-a- 


gDf-fDg 


DUG _1 ] 


= fDg~ 1 +g~ l Df 
= -fg~ 2 Dg + g~ 1 Df 
gDf-fDg 


Por tanto 


>K = 

- 9 . 


gDf-fDg 


9.8 Ejemplo. Encuentrese D tan. 

Solucion. Como sen y cos son diferenciables sobre R, para cualquier 
intervalo 3 que no contenga punto alguno en que cos sea cero, 

_ sen 
D tan = D — 


cos D sen — sen D cos 
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[8.7, problema 1, pag. 38J ] 


cos 2 4- sen 2 
cos 2 


Con la ayuda de los teoremas 9.3 y 9.6, podemos ahora encontrar la 
derivada de las funciones potenciales /" para n un entero cualquiera. 

9.9 Teorema. Dl" = nl" 1 para n un entero cualquiera. 

Nota. Debe notarse que cuando n < 0, 0 no esta en el dominio de I n y, 
por ello, es claro que tampoco en el dominio de DI n . 

Prueba. Estableceremos primero la formula para un n entero positivo 
por induccion matematica. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n 
para los que la formula se verifica. 

1) 1 eS ya que, por 8.8, Dl = I = l/ l_l . 

2) Si AeS, es decir, si DI k = kl k ~\ entonces 

Dl k+ ' = £>[/*/] = l k Dl + IDI k 
= I k + l(kl k -’) 

= (1 +k)l k 

y k+ leS. Por tanto, por el principio de induccion, S es el conjunto de 
todos los enteros positivos y la formula queda probada para cualquier n 
entero positivo. 

Para n = 0, por 8.6, DI° = D 1 = 0 = 0/ _1 y la formula se verifica 
para n = 0. 

Si n es un entero negativo, si m = —n, entonces m es un entero positivo 
y podemos aplicar e! teorema 9.6. Por tanto 

Dr = or m = D(/ m r ] = -( i m y 2 Di m [9.6] 

= ~r 2 m rnl m 

= = nl 

y la formula se verifica para un entero cualquiera n. 

Nota. Mas adelante, en el capitulo 14. veremos que la formula del 
teorema 9.9 se verifica para cualquier numero real r. Hasta este momento, 
l r se ha definido solo para un numero racional r. De aqui en adelante 
usaremos la formula Dl r = r/ r_l para cualquier numero racional r 
aunque solo la hayamos probado para r entero o igual a \ (en el 
ejemplo 8.9) o igual a j (en el problema 5b de la seccion 8). 


[9-3] 

[ 8 . 8 ] 
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9.10 Ejemplo. Encuentrese D(5I S + 27 3 + 3/). 


Solucion. Como cada termino en 57 s +27 3 + 3/ es diferenciable en R, 
5/ 2 +2/ 3 + 3/es diferenciable en R y 

77(57 5 +27 3 + 37) = 5777 s + 2777 3 + 3 DI [9.1, 9.4] 

= 257 4 + 67 2 + 3 [9.9], 


Problemas 

1. Pruebese que: si / y g son diferenciables en un intervalo 3, entonces 
f—g es diferenciable en 3 y D{f—g) = 77/— Dg en 3- 

2. Demuestrese que: D cot = —esc 2 . 

3. Demuestrese que: D sec = sec tan. 

4. Demuestrese que: D esc = — esc cot. 

5 . Pruebese que para n funciones •••,/„ diferenciables en un 

intervalo 3 5 

D £ f = i Dfi en 3 • 

i = 1 i = 1 

6. Demuestrese que si / es una funcion polinomial 

/= i m \ 

= 0 


entonces 


n 

7)/ = ka k I k ~ l en R . 

k= 1 


7. 

a) 

c) 

e) 

9) 

i) 


Encuentrese cada una de las siguientes derivadas: 


7)(57 2 + 27+3) 
£)(7 2 + sen) 

D (sen + tan) 

D (sec 2 — tan 2 ) 
D (2 tan) 


k) D{I 2 — sen) 


m) D(I 2 sen) 


b) D(I+il 3 +iI 5 ) 
d) 7)(7 3 +cos) 

/) 7)(sec —tan) 
77(27 tan) 

77(27 cot) 


ft) 

j) 

l) 77(sen —7 2 ) 


n) D 


r 


1+7 


o) 77 
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/•) D (sen esc) 


f sent 
q) D[ — 

\csc/ 

v .. (l + sen\ , 7 

s) D 7-7 - 0 DU 2 °(I 2 + l)l. 

\1 -f COS/ 


8 . Encuentrese cada una de las siguientes derivadas: 


a) D x ( 4x 4 + 4x 2 + 3x) 
c) Z) x (x 2 + cos x) 
e) D x (x 2 cos x) 
g) D x ( sen 2 x + cos 2 x) 
i ) D x (2 sen x) 
k ) D x (cos x + x sen x) 


b) D&x + tf + ix 5 ) 
d) D x (x + sen x) 

/) -D x (sen x + cos x) 
h) D x {sen x — cos x) 
j) D x (2 cos x) 

/) D x (x+ l) 2 


'») D> 


sen x 


o) D x (sen x cos x) 

q) D x (x 3 sen x) 
^sen x^ 


s) D*. 

Vtan xj 
u) D x (sen x tan x) 

w ) D x [(2x-3) cos x] 
/tan x^ 

y) D, 


n) D x \ - sen x 
Ka 


P) dJ 3 ^-±1 x 
V sec x 

/•) D x (tan x cot x) 
0 D x (2x + 1)- 2 

/x + 1' 


v) D Xi 

Vx —1/ 

x) D x (3 sen x — 2 cos x) 
2 ) D x (xcscx). 


10. LA DERIVADA DE LA COMPOSICION DE FUNCIONES 

En esta seccion consideraremos un teorema que da una regia, llamada 
a veces “regia de la cadena”, para encontrar la derivada de la composicion 
de dos funciones. Muchas funciones que aparecen en el analisis y sus 
aplicaciones estan o definidas por una composicion de dos o mas funciones o, 
aunque no esten definidas explicitamente en tal forma, pueden expresarse 
como una composicion de funciones simples. Por ejemplo, si F(x) — 
sen (x 2 + 2x + 3), podemos reconocer que F = fa g , donde / = sen y 
9 = / 2 + 2/+3. Puede entonces aplicarse la regia de la cadena para calcular 
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la derivada de F, ya que esta regia da la derivada de F en terminos de las 
derivadas defy g y estas derivadas son ya conocidas. 

Antes de considerar este teorema, haremos la siguiente observacton. 
Si / es una funcion diferenciable en un punto x 0 , entonces, para cualquier 
punto x 0 + heT) f , podemos escribir f{x 0 + h) en la forma 

10.1 f(x o + h) = f(x 0 ) + hf (x 0 ) + h v (h) 

donde q>( 0) se define como 0 y q> es continua en 0. Facilmente se deduce 
lo afirmado si observamos que para h #0, 10.1 implica 

cp(h) = /( * 0 + ^)-/( X 0 - ) - f'(x 0 ) 


lim <p(/i) = lini 
*-»0 


f(x 0 + h)—f(x 0 ) 


- fix 0 ) 


= /'(*o)-/'(*o) = 0. 


Por tanto, (p es continua en 0 ya que q>( 0) = 0. 

10.2 Teorema. Sig es diferenciable sobre un intervalo 3 y f es diferenciable 
sobre un intervalo que contiene g{ 3) = {g(x ): xe3}> entonces f^g es 
diferenciable en 3 }’ 

D[f °g] — {(F>f)°g]Dg en 3. 

Prueba. (Figura 18.) Suponemos que si una funcion g es continua en un 
intervalo 3> entonces el conjunto #(3) = {#(- v )l- ve 3} es un intervalo. Es 
decir, la imagen de un intervalo bajo una funcion continua es un intervalo. 
Probaremos este resultado en el teorema 4.6 de la pagina 435. De nuevo, 
aqui podemos suponer que la funcion g tiene el intervalo 3 como dominio 
y la funcion/el intervalo #( 3 ). Sea x 0 un numero cualquiera en 3 - Queremos 
demostrar que 

lim /<g(»° + Q>-/<»O l!L> _ 
k-o k 

Sea h(k) = g(x 0 + k)-g(x 0 ). Como g es diferenciable en x 0 , g es continua 
en A' 0 . De donde h es continua en 0 con h{ 0) = 0. Usando 10.1, tenemos 

f{g(x 0 + k)) = f(g(x 0 ) + h(k)) 

= f(g (*o)) + h ( k ) [f (9 (*o)) + sp(h (k))], 
donde <p( 0) esta definida como 0 y cp es continua en 0. Entonces 

f(g(x 0 + k))-f(g(x 0 )) = 9( x o + k ')- g ( x °}[f'(g( Xo )) + ( p(h(k)y], 

k k 
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m i=e’( x 0 > 

m 2 -f'(g(x 0 )) 


f(8(* „+*)) -f(t(*.)) 


=D[f°g] (x 0 )=m 2 m 1 
= f r <g(x 0 ))g'(x 0 ) 


FIGURA 18 


ya que, por el corolario 6.8 (pag. 368), lim <p(h(k)) = <p(h( 0)) = 0. Por 
tanto, D (/ o g) esta definido en x 0 y k ~'° 

D lf ff] = [{Df)og]Dg en J. 

Como una consecuencia inmediata de los teoremas 10.2 y 9.9 sobre 
funciones potenciales, tenemos el siguiente importante corolario. 
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10.3 Corolario. Si g es diferenciable en un intervalo 3, entonces g" , clonde n 
es un eniero, es diferenciable en 3 y 

Dg" = ng"~' Dg en 3. 

Notese que para n < 0 debemos exigir que para todo xe3, g(x) # 0- 

Prueba. Tomemos / = /”; entonces fog = 1 " •-> g = , 9 " y 

Dg" = D[I"og] = [(/)/") o^]D^ 

= [n /"' 1 03 ]^ = ng n ~ 1 Dg. 


10.4 Ejeniplo. Encontrar D x sen (x 2 4-2x4- 3). 

Solucion. Podemos aplicar el teorema 10.2 con / como la funcion 
seno y g como la funcion polinomial / 2 + 2/+3. Como j y g son ambas 
diferenciables en R, / g es diferenciable en R. Tenemos entonces 
Df — cos, Dg = 21+2, y 

Z)[sen o (/ 2 + 2/+3)] = [cos fl 2 + 21+ 3)] (2/4-2) 

D x sen (x 2 + 2x + 3) = [cos (x 2 + 2 x + 3)] (2 x + 2). 

10.5 Ejeniplo. Encuentrese Z) x (sen 2 x4-2 sen x + 3). 

Solucion. En este caso g es la funcion seno y j es la funcion polinomial 
/2 + 2 /+3. Como fyg son, ambas, diferenciables-en R,/ g es diferenciable 
en R. Entonces Df = 2/4-2, Dg = cos, y 

D[([ 2 4 - 2 1+ 3) < sen] = [(2/ + 2) sen] cos = [2 sen 4- 2] cos 


o 

OJsen 2 x 4 -2 sen x4-3] = [2 sen x + 2] cos x. 

10.6 Ejemplo. Encontrar D x {x 2 + 2x + Af. 

Solucion. Podriamos efectuar la operacion indicada en (x 2 4 -2x4-4) 
obteniendo asi un polinomio de grado 10 y usar entonces el teorema 9.1 
repetidamente. Sin embargo, usando el teorema 10.2 (o el corolario 10.3) 
con /= I s y g = / 2 4 - 2 / 4 - 4 , tenemos 

D[I 5 0 (/ 2 4-2/4-4)] = [5/ 4 o(/ 2 +2/ + 4)](2/+2) = 5(/ 2 4-2/+4) 4 (2/+2) 
o 

D x (x 2 + 2x + 4) 5 = 5(x 2 + 2x + 4'f (2x4-2) 

en R, ya que /, g, y por tanto / > g, son diferenciables en R. 

Vamos ahora a presentar aqui juntas todas las formulas de derivacion 
que hemos desarrollado en las ultimas tres secciones. Estas formulas no 
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son validas sin restricciones. Las restricciones sobre su validez pueden 
encontrarse en los teoremas correspondientes 

9 A Dlf+g ] = Df+Dg 

93 D Ug] = fPg+gPf 

9.4 D[cg ] = cDg 

A/" = ng n 1 Dg («, un entero cualquicraj 
gDf-fDg 
9 1 

i0.2 PU og] = [(Pf)og]Dg. 

Las siguientes son formulas de derivadas de algunas funciones particulares: 


8.6 

Pc = 0 


8.8 

PI = 1 


9.9 

or = nr - 1 

(n, un entero cualquiera) 

8.7 

P sen = cos 



P cos = —sen 

[Problema 1 , p. 381] 

9.8 

P tan = sec 2 



P cot = — CSC 2 

[Problema 2, p.387] 


P sec = sec tan 

[Problema 3, p.387] 


P CSC = — esc cot 

[Problema 4, p. 387]. 

Problemas 




9.7 


P 


1. Encuentrese cada una de las 
a) D* tan (x 2 + 2 ) 

c) D x cot (sen x) 
e) D x tan 3 x 
9 ) P y sec 2 y 


siguientes derivadas: 
b) D x sen 5x 

d) D y y tan y 

f) D z sec 3 4z 2 

h) ^[(sec 2 x)(3 + 4x) 2 ] 


i) P 9 cos (4710) j) d x tan — 

x — 1 

k) D t sen (cot + <5) /) p v \... sen 2y 1 

11 + tan 2y J 
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2 . Encuentrese cada una de las siguientes derivadas: 
a) D.,(x 3 + 2) 4 b ) D x (3 sen 2x - cos 5x) 


c) D x sen 3 x 
e) D x sen 3 3 x 


g) D x sen 3 x 


d ) D y sen 3 y 
f) D x tan 3 x 


h) D, sec - 
3 


0 D x ( 2x + l) 


(-1 


-2 


j) D x 
l) D x 


(10 — x ) 3 

tan x 


3. Encuentrese cada una de las siguientes derivadas: 


a) D[/ 1/2 °sen] 
c) D[/ 1/3 otan°3/] 


e) D 


I 2 


2 + 1 


g ) D [/ 2 ° (esc + cot)] 
0 £>[.an.(il)] 


b) I) [sen o(4 + 2/)] 
d) D[l 3 °(sec + tan)] 

/) D [tan o sec] 

h) D[tan o/ 2 osen] 

j) D 




— cos 


k) £>[seno(/ 2 + 3/)] 
m) D 

o ) D [sen o cos] 


sen 

1/2 ,/rl 


('"’"GtS)] 


/) Z)[csc°/ ' o(/ 2 +2)] 
n) D 

p ) D[tanocot]. 







4 . Demuestrese que: si h es diferenciable sobre un intervalo 2, 9 es 
diferenciable sobre un intervalo que contiene a h(2), y / es diferenciable 
sobre un intervalo que contiene a (g o h) (J), entonces 

D[f o ( g o A)] = [Df o {g o A)] [Z># o h]Dh en 2- 

Nota. Son esta regia y su extension las que sugieren el nombre de 
“regia de la cadena”; el operador D progresa a lo largo de la cadena. 
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11. LA DERIVADA SEGUNDA 


De acuerdo con la definition 8.1, la derivada /' de una funcion/dada 
es otra funcion. La funcion /' puede tener una derivada, a la que denotamos 
por f" o D 2 f. La funcion f" (lease “/ doble prima”) se llama derivada 
segunda de f. Analogamente, la derivada de /" se llama la derivada tercera 
de f y se denota por /'" o Z) 3 /, etc. Para derivadas de ordenes mas altos, 
se usan notaciones como f iv ,f v , ..., donde el orden se denota por un 
indice en numeros romanos (con letras minusculas) o tambien como 
/(4),/ (5) , ...,/ <n) , ... donde el indice se encierra entre parentesis. Tambien 
se usan las notaciones D 4 f, D s f,... Por ejemplo, si f(x) = x 2 + 2x + 4, 
entonces f'(x) — 2x + 2 y f"{x) = 2. 

En la seccion 7 se senalo que la velocidad se definla por 

<■(».) - ,■«„) - Urn 

Es decir, la velocidad es la derivada del desplazamiento. La aceleracion 
se define como la derivada de la velocidad; es decir, la aceleracion es la 
segunda derivada del desplazamiento 

a = v' = x". 

En mecanica es una practica casi general usar la notacion de Newton 
para la derivada. En esta notacion, un punto sobre la letra denota la 
primera derivada y dos puntos sobre la letra la segunda. En esta notacion 
tenemos, por tanto, 


Problemas 

1. Encuentrense la primera y la segunda derivadas de cada una de las 
siguientes funciones 

a) f = 3/ 4 + 2Z 3 —5/ 2 + 2/+l b) /=/ 2 -3/ _1 


c) 


/ = 


1 


1 -I 


d) g = cos 2 


e) f = iV sen °(4I) 


f) fix) = 


3x 

x 2 + 3 


g ) F(0) = — 

sen 0 

i ) G(x) = 

x —4 


h) f(y ) = sec y 


j) H(x) — cot .x 
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2. Pruebese que: si D"f y D n g existen sobre un intervalo 3, entonces 
D n (/ +g) existe en 3 y que 

D"[f+g] = D n f + D n g en 3- 

3. Pruebese que: si D n f y D n g existen sobre un intervalo 3, entonces 
D n (fg) existe sobre 3 y 

O n U0l = t D n ~ k fD k g en 3 • ^ 

A esta formula se le llama regia de Leibniz para la n-enesima derivada del 
producto de dos funciones. Osese la prueba del teorema del binomio como 
modelo. 


4. Pruebese que 

D n I m 


- I m ~ n (n^m) 

(m — n)l 

0 (n > m). 


5. Demuestrese que: 

a) D 2n sen = ( - 1)" sen b ) D ln cos = (—l)" cos. 

6. IJsense las formulas de los problemas 2 a 5 para encontrar: 


a) D\l 2 sen) 
c) D 25 (/ 4 + cos) 


b) £> 7 (/ 5 + sen) 
d) D 2 \I 3 cos). 


12. DIFERENCIALES 

Recuerdese (10.1) que si una funcion ft s diferenciable en un punto x y 
x + he^Dj, entonces 

f(x + h) = f(x) + hf'(x) + hcp(x; h) 


donde 


lim (p(x ; h) = 0. 

ft-> o 


Escribimos ahora rp(x; h ) en lugar de (p(h) para exhibir la dependencia 
de (p de x. La expresion 

f(x + h)-f(x) = hf(x) + h<p(x; h) 

se llama incremento de /'correspondiente al incremento h en x. El incrementc 
en f se denota por A f(x; h ); sin embargo, en las aplicaciones se encuentra 
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a menudo simplemente A/ o A f(x). Tenemos 

A f(x; h) - hf'(x) + h(p(x; h). 

Cuando cp(x; h) es suficientemente pequeno podemos usar la expresion 
hf'{x) como una aproximacion a A f(x;h). Tenemos entonces 

f(x + h) = /(*) +A/(.x; h) » f(x) + hf'(x). 

Es decir, podemos usar la recta tangente (figura 19) 

C= {(x + h, f(x) + hf'(x))\heR} 

como una aproximacion a la grafica de / cerca del punto ( x, f(x)). 

La expresion hf'(x ) se llama diferencial de / y se denota por df(x; h). 
La diferencial de / es una funcion de dos variables. Esta funcion se denota 
por df y no ha de pensarse en ella como si significara / multiplicada por d. 
Aunque df es una funcion con dominio en R 2 , en las aplicaciones es 
frecuente que se usen df o df(x) para denotar los valores de la funcion. 

12.1 Ejemplo. Calculese un valor aproximado para ^145 usando la 
diferencial como una aproximacion al incremento de la funcion. 

Solucion. Tenemos 

f(x) = x 1/2 

y 

/'(*) = i*- 1/2 . 
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Tomando x = 144 y h = 1, obtenemos 

x /l45 = /(144+1) » ,/'(144) + d/(144; 1) 

= /(144) +1 ■/'(144) 

= ,+144 + —4= = 12.0417. 

V 2 X /144 

Por calculo directo, usando el bien conocido algoritmo para encontrar la 
ralz cuadrada, lo que hallamos es 

7145 = 12,0416. 

El valor obtenido por la aproximacion es demasiado grande, como podia 
esperarse, ya que la tangente se encuentra sobre la curva y = x 1 ' 2 . 

12.2 Ejemplo. Encuentrese un valor aproximado de sen 31 °. 


Solucion. sen 31° = sen (30° + 1°) = sen + — j. Aqul/es la funcion 
seno, x — 71/6 y h = tt/ 180. De donde 

df(x; h ) = hf'(x) = h cos x 


y 


f(x + h) a f(x) + df(x; h) 


se hace 


,o 71 71 n 1 , 

sen 31 « sen - 3-cos - = — 1 - 

6 180 62 


U X yfi 

180x2 


= 0.5 + 0.01512 = 0.51512. 

En una tabla de cinco cifras de la funcion seno, encontramos: sen 31° 
= 0.51504. 

De nuevo, el valor obtenido es demasiado grande, ya que cerca de 
x = jr /6 la tangente a la curva seno se encuentra sobre la curva. 

Es habitual encontrar representada a la cantidad h por dx y que se 
llaine diferencial de x. Con esta notacion 

df(x; h) = df(x; dx) = f'(x)dx. 

No hay nada en la definicion de dx (o h) que implique que dx es una pequena 
cantidad —es un numero real cualquiera. En las aplicaciones, los fisicos o 
los ingenieros se encuentran a menudo interesados solamente en el caso 
en que dx es pequena. Esto induce a veces al estudiante a pensar que dx debe 
ser pequena, lo que no es el caso. 


Diferencial es 
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12.3 Ejemplo. Un tubo de hierro de JO pies de largo tiene un diametro 
exterior de 4 pulgadas y un grueso de pared de £ de pulgada. Usese una 
diferencial para encontrar el peso aproximado del tubo si el hierro pesa 
450 libras por pie ciibico. 


Solucion. El tubo es un cilindro hueco de 10 pies de longitud, 4 pulgadas 
de diametro exterior, y un diametro interior de 4 — 2(^) = \ pulgadas. 
Expresando las dimensiones en pies, tenemos 

longitud: 1 = 10 pies 

radio (exterior): r = ^ = \ pies 

grueso: dr = ——- = - — pies. 

4x12 48 


Ahora bien, el volumen de un cilindro de longitud 10 pies y radio r es 
V(r) = 10 nr 2 . De donde 

dV(r\ dr) = V'(r)dr = 207i rdr 


y 



20 7T - • -- 

6 48 


10 n 
144 


— 0.218 pies 3 . 


Este es el cambio aproximado en volumen de un cilindro de longitud 10 pies 
si reducimos el radio de 2 pulgadas a J de pulgada. De aqui que el volumen 
del hierro es aproximadamente de IOti/ 144 pies 3 y el peso del tubo es 
aproximadamente: 

_ 10 n 

Peso ss- 450 = 98.2 libras. 

144 


Usando incrementos encontramos que el peso es de 92.04 libras. Si 
tomamos el radio interior como r y usamos la diferencial como aproxima- 
cion, encontramos que el peso es aproximadamente de 85.9 libras. Asi 
pues, si aproximanos el peso usando la diferencial tenemos un error en 
exceso de 6 libras, es decir, un exceso de 6.5%. 

Hemos dicho que cuando h (o dx) es suficientemente pequeno, la 
diferencial es una buena aproximacion al incremento de una funcion. En 
los anteriores ejemplos fuimos capaces de verificar la precision por calculo 
directo o consultando una tabla de la funcion. En los ejemplos 12.1 y 12.2 
la aproximacion era buena, pero en el ejemplo 12.3 no lo era. Si en el 
ejemplo 12.1 hubieramos intentado aproximar v '20 usando una diferencial, 
hubieramos tenido un error de aproximadamente un 33% en el incremento 
y de alrededor del 5% en el valor calculado. Vemos, pues, que mientras 
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que si es cierto que tenemos un metodo de aproximacion, no tenemos, en 
cambio, ninguna forma de determinar la precision de la aproximacion. En el 
capitulo 14 diremos como establecer una cota superior para el error de 
nuestra aproximacion y al mismo tiempo aprenderemos a mejorar la 
precision de esta. 

Usando la notacion dx para /;, si dx ^ 0, podemos escribir 


12.4 


dx) = f{ X ). 
dx 


La ecuacion 12.4 sugiere una notacion frecuentemente usada para la 

if 

funcion derivada: —. La notacion correspondiente para los valores de 
dx 

la funcion derivada es 



o 


dfix) 

dx 


La derivada segunda se denota por 


±{df 

dx \dx 


o 


d*f 

dx 1 ' 


Analogamente, las derivadas mas altas se denotan por 

dV dV dTf 

dx 3 ’ dx 4 ’ ’ dx" 

La regia para la derivada de la composition de funciones afirma (bajo 
las condiciones del teorema 10.2, pag. 389) que 

D[fog] = (f g)g’. 

Por tanto 

d[f o g] (x; dx) = f (g(x))g'(x)dx; 

es decir 

12.5 d[f o g] (x; dx) = f (g(x))dg(x; dx) = df(g{x)\ dg(x; dx)). 

Este resultado puede expresarse en la forma 

d[f°g] = if °9)dg. 


Problemas 

1. Encuentrese df{x\ dx) para cada una de las siguientes funciones: 
a) f{x) = sen 2x b) fix) = ^(x+l) 
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3. Usando diferenciales, calculese un valor aproximado de cada uno de 
los siguientes y comparese con el valor obtenido por calculo directo o 
de una tabla: 

a) v 'T70 b) ./168 

c) <J 123 d ) 7'78 

e) sen 27° /) CO s 47° 

g) tan 48° h) sen 62°. 

4. La medida del diametro de un circulo es 2.54 cm. Sabemos que esta 
medida tiene una aproximacion de 0.025 cm. Proporcionese un valor 
aproximado del maxirno error en el valor calculado del area del circulo. 

5. El lado de un campo cuadrado mide 317 metros. Sabemos que esta 
medida tiene un margen de error de 0.030 metro. Proporcionese un valor 
aproximado del maxirno error en el valor calculado del area del campo. 

6. Una esfera de hierro hueca tiene un diametro exterior de 61 cm y 
una pared de 6.35 mm de espesor. Encuentrese el peso aproximado si el 
peso del hierro es de 2196 kilogramos por metro cuadrado. Si el peso del 
agua es de 305.15 kilogramos por metro cuadrado, ^flotara la esfera o 
se hundira? 

7. El calibre (diametro) de un cilindro en una maquina de combustion 
interna es de 8.890 centimetres y su carrera de 12.700 centimetres. Si ei 
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cilindro se recalibra hasta un diametro de 8.915 centimetros, ^cual es 
aproximadamente el aumento en el volumen del cilindro ? 


8. La razon de compresion, r, es la razon entre el volumen del cilindro 
y la camara con el piston al fondo de su carrera, V 0 , al volumen con el 


piston en lo mas alto de su carrera, V c : r 


V 0 

—. En el cilindro del problema 7, 

r c 


sea V c = 46.88 cm 3 (pulgadas cubicas); entonces V 0 = 271.25 cm 3 . La 
razon de compresion antes de volver a calibrarla es 


_ Vo _ 271.25 
V c ~ 46.88 


5.786. 


Encuentrese la razon de compresion aproximada despues de recalibrar 
el cilindro. 


13. RAZON DE CAMBIO 


Sean x(t) y y(t) valores en el tiempo t de un par de magnitudes fisicas 
x y y. Las magnitudes fisicas son funciones y se dice a veces que son 
“funciones de tiempo” o “variables”. Las magnitudes fisicas x y y puede 
ser que esten relacionadas por alguna. ley o restriction geometrica o fisica 

13.1 y — f a x\ 

es decir, 

y(0 = 

Por ejemplo, x(t) puede ser la longitud de un lado de un cuadrado en el 
instante t, y y{t) puede ser el area del cuadrado, en cuyo caso y = I 2 ° x = x 2 . 
En su relacion con x (ecuacion 13.1), y se llama variable “dependiente” 
y x variable “independiente”. Dado un valor de x, el correspondiente valor 
de y esta determinado por la relacion funcional 13.1. 

Sean x 0 = x(t 0 ) y y 0 ='y(t 0 )', x 0 y y 0 son valores de las magnitudes 
fisicas en algun instante t 0 . Supongamos que x 0 cambia en la cantidad Ax. 
El cambio correspondiente Ay en y 0 es 

Ay = f(x 0 + Ax) — f(x 0 ), 

y la razon promedio de cambio de y con respecto a x es 


13.2 


Ay 

Ax 


f(x 0 + Ax)-f{x 0 ) 
Ax 


(Ax #0). 


El limite de esta razon promedio de cambio de y con respecto a x cuando 
Ax -> 0 es /' (x 0 ). El valor /' (x 0 ) de la derivada /' se llama razon de cambio 
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(instantanea) de y con respecto a x en x 0 . La derivada /' se llama razon 
de cambio de y con respecto a x. La razon de cambio de y con respecto a x se 
denota a menudo por D x y; es decir, 

D x y = D x f o x = /' c .v. 

El valor de la razon de cambio de y con respecto aren x 0 se denota por 
{D x y) x=x o; es decir, 

LD x y] x=xo = [_D x fox\ x=Xo = f'(x 0 ). 

Las derivadas x y y se llaman razones de cambio de las magnitudes 
fisicas x y y con respecto al tiempo. Asi pues, las notaciones D,x = x y 
D,y = y se usan a menudo para denotar estas razones de cambio. Si a- y y 
estan relacionadas por 13.1, entonces la regia para la diferenciacion de 
una composicion de funciones da 

13.3 y = (/' o x)x 

o 

y(t) = f'(x(t))x(t). 

Reescribiendo 13.3 en terminos de la notacion para una razon de cambio, 
obtenemos 

D,y = D x yD,x. 

Asi pues, la regia para la derivada de la composicion de funciones nos dice 
que “la razon de cambio de y con respecto a t es igual a la razon de cambio 
de y con respecto a x por la razon de cambio de x con respecto a t". 

Examinemos un poco mas la relacion entre razones de cambio. La 
ecuacion 13.2 nos dice que la razon promedio de cambio de y con respecto 
a a es 

Ay = /(x 0 + Ax)-/(x 0 ) 

Ax Ax 

Si Ax corresponde a un cambio At en t 0 , entonces Ax = x(? 0 + Af) — x(t 0 ), 
y si Ax # 0, entonces 

Ay _ Ay Ax _ /(x 0 + Ax)-/(x 0 ) x(t 0 +At)-x(t 0 ) 

At Ax At Ax A; 

Esto nos dice que la razon promedio de cambio de y con respecto a t es 
igual a la razon promedio de cambio de y con respecto a x por la razon 
promedio de cambio de x con respecto a t. La regia para la derivada de la 
composicion de funciones afirma, como hemos visto, que lo mismo es cierto 
para las razones instantaneas de cambio. Tenemos, pues, 

„ Ay „ Ay Ax „ Ay ,, Ax 

lim — = Inn — — = am —— lira — . 

At ->0 At Ar -*0 Ax At A.X -.0 Ax Af-»o At 
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13.4 Ejemplo. En un cierto instante t 0 , la longitud de un lado de un 
cuadrado es de 20.32 cm y cada lado del cuadrado esta aumentando en 
longitud a razon de 0.508 cm/min. ^Cual es la razon de cambio del area 
del cuadrado con respecto al tiempo y con respecto a la longitud de un lado 
en el instante r 0 ? 

Solucion. Sean 

x{t) — longitud (en centimetros) de un lado en el tiempo t (en minutos) 
A ( t) = area (en centimetros cuadrados) del cuadrado en el tiempo t (en 
minutos). 

Sabemos que 

x(/ 0 ) = 20.32 cm 
x(/ 0 ) = 0.508 cm/min. 

La relation entre A y x es 

A(t) = x 2 (t). 

Por tanto 

A(t) = x 2 (t) 

y 

D,A{t) = 2x(t)x(t). 

De donde la razon de cambio del area con respecto al tiempo en t 0 es 

A(t 0 ) = 2x(? 0 ) x(? 0 ) = 2(20.32) (0.508) == 20.65 cm 2 /min 

y la razon de cambio del area con respecto a la longitud del lado en el 
tiempo t 0 es 

[Z) t z(] ;c=8 = 2(20.32) = 40.64 cm 2 /cm. 

13.5 Ejemplo. Determinese la razon de cambio de la energia cinetica de una 
particula con respecto a su velocidad. Demuestrese que la razon de cambio 
de la energia cinetica con respecto al tiempo es la fuerza actuante sobre 
la particula multiplicada por la velocidad. 

Solucion. Sean 

m = masa de la particula, 
v{t) = velocidad de la particula en el tiempo t, 

T{t) = energia cinetica de la particula en el tiempo t. 

La energia cinetica de una particula con masa m y velocidad v es 

imv 2 . 

Por tanto 

D V T = D v {\mv 2 ) = mv 
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y 

D t T = T = mvv = mva, 

donde a(t) = v (?) es la aceleracion de la partlcula en el tiempo t. La segunda 
ley de Newton sobre el movimiento afirma que 

F = ma, 

donde F(t) es la fuerza actuante sobre la partlcula en el tiempo t. De donde 

D t T = T = Fv. 

Vemos, por estos ejemplos y esta discusion sobre terminologla, que las 
razones de cambio son derivadas y que las reglas generales para la diferen- 
ciacion nos permiten obtener relaciones entre razones de cambio. En la 
aplicacion a problemas flsicos especlficos las funciones (las variables) que 
en ellos aparecen deben identificarse y uno debe conocer las leyes cientificas 
que expresan las relaciones entre estas funciones. 

Problemas 

1. Si l 0 es la longitud de un alambre de cobre a 0° centigrados, la 
longitud, l(T), a T grados centigrados es aproximadamente 

l(T) = / 0 (1 +aT+bT 2 ), 

donde a = 0.16xl0~ 4 y b = 0.10x10 7 . Encuentrese la razon de cambio 
de la longitud del alambre con respecto a la temperatura cuando T = 22 °C 
y l 0 = 100 cm. 

2. Usando los datos del problema 1, encontrar la razon de cambio de 
la longitud del alambre con respecto a! tiempo cuando T = 100°C y la 
temperatura esta cambiando a razon de 3°C por segundo. 

3. Una plancha circular esta siendo calentada y su diametro esta 
expandiendose a razon de 0.02 x 10 -2 cm/seg. Encuentrese la razon de 
cambio respecto al tiempo del area cuando el diametro es de 3 centimetres. 

4 . Un barco navega hacia el norte a razon de 10 nudos y otro hacia 
el este a razon de 20 nudos. A las 10:30 el segundo barco cruza la trayectoria 
del primero en el punto en el que el primero habia estado a las 10:00. 
Encuentrese como esta cambiando la distancia entre los barcos a las 09:30 
y a las 11:00. 

5. Un deposito con la forma de un cono invertido, tiene una altura 
de 10 metros y una base de 10 metros de diametro. Si el deposito esta 
ilenandose a razon de 2 m 3 /seg, £a que velocidad se esta elevando el 
nivel del agua cuando el nivel se encuentra a 3 metros de la parte superior 
del deposito? 
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6. Si el diametro de una esfera de metal se expande con el calor a 
razon de 0.01 centlmetro/seg. encuentrese la razon a la que aumenta el 
volumen de la esfera cuando el diametro es de 5 centimetres. 

7. Un voltaje constante de 12 voltios es lo que se suministra a un 
circuito. Si a medida que el circuito se calienta aumenta su resistencia a 
razon de 0.1 ohm/seg., encuentrese la razon de cambio de la corriente 
cuando la resistencia es de 4 ohms. Usese la Ley de Ohm E — RI. 

8. En el extremo de una cuerda de 12.60 metros que pasa por una polea 
situada a 6.90 metros sobre el suelo se coloca una pesa. Si un hombre 
sostiene el otro extremo de la cuerda a 1.50 metros del suelo y se aparta 
a razbn de 1.20 metros/seg., ia. que velocidad se esta elevando la pesa 
cuando el hombre esta a 2.10 metros del punto directamente debajo de la 
polea? 

9. On avion pasa sobre un faro a las 10:30 volando hacia el oeste a 
482.70 km/hr y otro avion pasa sobre el faro a las 10:40 volando hacia el 
sur a 563.15 km/hr. Encuentrese a que velocidad se estan separando los 
aviones a las 10:00, en la hipotesis de que ambos aviones vuelan a la misma 
altura. 

10. Dos aviones que vuelan a la misma altura se dirigen hacia un 
faro. Uno vuela hacia el norte a una velocidad constante de 515 km/hr y el 
otro vuela en direccion norte 60° Este a 579.36 km/hr. En cierto momento, 
el primero esta a 112.75 kilometres del faro y el segundo a 80.47 kilometres 
del faro. Encuentrese la razon a la que los aviones se acercan en tal instante 
y tambien 5 minutos mas tarde. 

11. Un tanque de agua conico con el vertice hacia abajo, tiene una 
altura de 5 metros y un radio de 1.50 metros. Si la altura del agua en el 
tanque esta disminuyendo a razon de 30 cm/hr, encuentrese la razon a la 
que el volumen de agua decrece cuando la altura es de 2.40 metros. 

12. El coeficiente lineal de expansion termica es el aumento en longitud 
por unidad de longitud (medida a 0°C) por grado centigrado. Para muchos 
solidos este coeficiente es del orden de magnitud de 10 s . El coeficiente 
cubico de expansion es el aumento en volumen por unidad de volumen 
(medido a 0°C) por grado centigrado. El coeficiente cubico, de acuerdo 
con las medidas experimentales, se encuentra que es aproximadamente 3 veces 
el coeficiente lineal. Expliquese por que podia esperarse esto. 


14. ECUACIONES DIFERENCIALES 

En las secciones precedentes hemos considerado el problema de encontrar 
la derivada de una funcion dada. En muchos casos nos encontramos con 
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el siguiente problema: se sabe que alguna de las derivadas de una funcion 
y quiza la funcion misma, satisfacen una ecuacion dada. Tal ecuacion 
se llama ecuacion de derivadas o mas frecuentemente, ecuacion diferencial. 
En algunos casos, los valores de la funcion y/o algunas de sus derivadas 
pueden ser conocidos en algunos puntos. ^Que funcion o funciones satis¬ 
facen estas condiciones? Los valores prescritos para la funcion se llaman 
a menudo condiciones de frontera o iniciales. En esta seccion consideramos 
un tipo particularmente simple de ecuacion diferencial. 

Si se da la derivada de una funcion, ^.podemos encontrar la funcion o 
funciones que tiene la derivada dada? Por ejemplo, ^podemos encontrar 
todas las funciones / tales que /' = 27? Sabemos que DI 2 = 27; en 
realidad, si anadimos una funcion constante c cualquiera a 7 2 , entonces 
7)(7 2 + c) = 27. Asi pues, cualquier funcion de la forma / = 7 2 +c es una 
solucion de la ecuacion diferencial /' = 2 7. 

La pregunta, desde luego, queda en pie: ^Hay algunas funciones distintas 
de las de la forma f = I 2 + c para las que /' = 27? A esta pregunta se le 
contesta con la negativa, usando el siguiente hecho (vease el corolario 4.2 
del capitulo 10, pag. 458): si/,' = f 2 ' en un intervalo 3, entonces/, =/ 2 + c 
en 3 para alguna funcion constante c. Otra forma de enunciar este hecho es: 
si 7)(/, -/ 2 ) = 0 en 3, entonces /, -f 2 = c en 3. Es decir, las funciones 
constantes son las unicas funciones con derivada cero sobre un intervalo. 

Antes de poner ejemplos en los que este resultado se aplique, hacemos 
la observacion de que, por nuestras anteriores formulas para derivadas, 
ya conocemos las soluciones de la siguientes ecuaciones diferenciales: 

Si/' = al", entonces/ = /" + 1 + c , r n ^ _ n 

n +1 v 

Si /' = cos, entonces / = sen + c. 

Si /' = sen, entonces / = cos + c. 


Si /' = sen" cos, entonces / = 
Si /' = cos" sen, entonces / = 


n+1 se n" +1 +e, («A-1). 
~[Cos" +1 +c, (n # -1). 


14.1 Ejemplo. Encuentrese f(x) si f'(x) = x y f{2) = 5. 

Solucion. Como /' (x)= x, tenemos /(x) = \x 2 + c para algiin numero c 
adecuado. Ahora bien, /(2) = ^2 2 + c = 2 + c = 5, de modo que c = 3 y 

f{x) = ix 2 + 3. 

Que esta funcion satisface las condiciones pedidas puede y debe ser com- 
probado. Notese tambien que sabemos que esta es la unica funcion que 
satisface la ecuacion diferencial dada y la condicion inicial. 
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14.2 Ejemplo. Encuentrese /(x) si f'(x) = sen 4 lx cos lx y / 

Solucion. Tenemos 

/(x) = i ■} sen 5 2 x + c 
= sen 5 2x + c. 

Ahora bien,/(jj = tV sen 5 n + c = c = 3, de modo que c = 3 y 

/(x) = tV sen 5 2x+3. 

14.3 Ejemplo. Fue descubierto por Galileo que cerca de la superficie de 
la tierra un cuerpo que caia libremente (es decir, en el que no actuaban 
mas fuerzas que las de la gravedad) tenia una aceleracion constante si no 
se tenia en cuenta la resistencia del aire. En o cerca de la superficie de la 
tierra, esta aceleracion debida a la gravedad, es aproximadamente 
de 9.754 m/seg 2 . 

Se dispara una bala verticalmente hacia arriba con una velocidad 
inicial de 73.15 m/seg desde lo alto de una torre de un puente que esta 
182.88 metros sobre el agua. a) ^Hasta que altura llega aproximadamente la 
bala? b) /.Cuanto tarda la bala aproximadamente en llegar al agua? 

Solucion. Escojamos un eje de coordenadas vertical con origen en el 
nivel del agua y midamos el tiempo en segundos desde el instante en que 
se dispara la bala. En el momento inicial, t = 0, el desplazamiento inicial 
es^(0) = 182.88 metros y la velocidad inicial es r(0) = y(0) = 73.15 m/seg. 
Ahora bien, la aceleracion es la derivada de la velocidad, de modo que 

HO = ~9 



y 


HO = -fff+ct ■ 


Como la velocidad es la derivada del desplazamiento, 

HO = HO = -gt+c i 


y{0 = -i gt 2 + c;t + c 2 . 

Las condiciones iniciales determinan qyf;. Para t = 0 tenemos 
v (0) = c, = 73.15 m/seg 


y 


(0) = c 2 = 182.88 m. 


La constante g es aproximadamente de 9.754 m/seg 2 y, por tanto, la 
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aceleracion, velocidad y desplazamiento de la particula son, aproximada- 
mente 

a(t) — — 9.754 m/seg 2 

v(t) = — 9.754/ + 73.15 m/seg (t > 0) 

y(t) = —4.877? 2 + 73.15/+182.88 m (/ > 0). 

a) Ahora bien, a la maxima altura la velocidad es cero, de modo que 

v(t) = — 9.754/ + 73.15 = 0 

implica t = -L 5 - segundos, y la maxima altura es 

(15\ 4.877-15 2 „„ 15 

y — =-+ 73.15 • — + 182.88 = 457.17 m. 

\2j 4 2 

b) Cuando la bala alcanza el agua, y{t) = 0 o sea, 

— 4.8771 2 +73.15/ + 182.88 = 0. 

La ralz positiva, t = 17.2 segundos de esta ecuacion es, por tanto, la 
solucion deseada. 

Problemas 

1. Encuentrese j dado que 

a) /' = I\ /(2) = 3 

b) /' = sen o (31), f(n) = 0 

c) /' = cos 3 sen, f(n) = 7/2 

d) /' = 7+cos, /(0) = -2 

e) /' = [sen 2 c (5/)] cos o (57), = -10. 

2. Si a es la aceleracion, v la velocidad y x la coordenada de una particula 
sobre una recta coordenada, encuentrese x(t) si: 

a) a(t) = 3, r(2) = 6, x(2) = 4 

b) a(t) = 6?, r(0) = 4, x(0) = 0 

c ) a(t) = - 6 1 , t’(l) = 1, x(l) = 0 

d) a(t) =-- -32.2, »(0) = 0, *(0) = 1610 

e) a(t ) = cos 3 1, r(0) = 0, .x(7c/9) = 6 

/) a(t) = 3 cos^ t, u(0) = 0, x(7t) = 1. 

3. Un cable soporta un peso de w libras por pie, medido a lo largo de la 
horizontal. Si e! origen se toma en el punto mas bajo del cable, entonces 
las fuerzas que actuan sobre una seccion del cable son las que se muestran 
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en el diagrama adjunto. Sumando fuerzas, para el equilibrio, tenemos 

T(O) + T0c)-iwcj = 0 

donde T(.x) es la tension enP = (x, y). Si T = (//, V), las ecuaciones 
correspondientes de las componentes son 

H(x) = -H( 0) = H 


y 


V(x) = wx. 


La direccion de T(x) es la de la tangente a la curva en P: 


y'W 


V(x) _ wx 
H(x) ~ H ' 


Demuestrese que la forma de la curva en que el cable cuelga es una parabola. 

4. La razon de cambio con respecto al tiempo del volumen de una bola 
de naftalina es proporcional al area de su superficie. Se ha observado que 
una bola de naftalina de 0.75 cm de radio tiene un radio de 0.375 cm al 
cabo de 6 meses. Determinese el radio como una funcion del tiempo [es 
decir, determinese la funcion r tal que r(t) es el radio de la bola de naftalina 
en el instante t\. 


15. LIMITES INFINITOS 

En esta seccion extenderemos nuestra nocion de limite. En los limites que 
hemos considerado hasta ahora, tanto el limite L como el punto x 0 en 
que el numero esta determinado son numeros reales. Queremos ahora 
considerar dos extensiones del concepto de limite. Puede suceder que 
cuando x se aproxima a x 0 , los valores de una funcion /vayan creciendo 
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indefinidamente. En este caso, diremos que el limite de / en x 0 es oo. De 
manera analoga, los valores de / pueden decrecer sin limite cuando x se 
aproxima a x 0 . En este caso diremos que el limite de / en x 0 es - oo. La 
segunda clase de extension se presenta cuando queremos considerar el 
comportamiento de los valores f(x) de una funcion / cuando x crece 
indefinidamente. 

15.1 Definicion. Una funcion f se dice que tiene el Hmite infinito, oo, 
en x 0 si x 0 es un punto de acumulacion de 2)y y para cada numero M > 0 
existe un numero 5 > 0 tal que 

f{x) > M 

siempre que xei\) { y 

0 < |x — x 0 | < 5. 

Las notaciones 


lim / = oo y lim fix) = oo 

*0 X->Xo 

se usan para denotar que el limite de / en x 0 es infinito. Asi pues, si 
el limite de / en x 0 es oo, / no tiene un limite en x 0 , pero falla en tener un 
limite de un modo muy especial. Debe notarse que co no es un numero 
real. Es simplemente un simbolo usado para denotar que f(x) excede 
cualquier numero dado para x suficientemente proximo a x 0 . 

15.2 Ejemplo. Demuestrese que lim I 1 = oo. 

o 

Solucion. Tomemos M > 0. Entonces 1/x 2 > MsiemprequeO < x 2 < 1/M 
o, lo que es lo mismo, siempre que 0 < x < 1/ N /M. De donde si b - 1 ;f~M, 
entonces 1/x 2 > M siempre que 0 < |x| < d y lim 1/x 2 = oo. 

x -*• 0 

Una definicion analoga se da a continuacion para el caso en que el 
limite de/ en x 0 sea — oo. 


15.3 Definicion. Se dice que una funcion f tiene el limite — oo en x 0 si x 0 
es un punto de acumulacion de ‘!> f y para cada numero M > 0 hay un numero 
5 > 0 tal que 

f{x) < - M 

siempre que xe‘,\) f y 

0 < |x — x 0 | < (5. 

Las notaciones 


lim / = -oo y lim /(x) = - oo 

*0 X-»ATQ 
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se usan para denotar que el lirnite de / en x 0 es — oo.De nuevo, aqui /falla 
en tener un Hmite en x 0 , pero de un modo muy especial. 


15.4 Ejemplo. 


Demuestrese que lim 

2 


7-4 
(/— 2) 2 


— oo. 


Solucion. Tomemos M > 0. Si |x—2| < 1, entonces —3 < x — 4 < — 1 y 

x — 4 -1 

(x — 2) 2 (x — 2) 2 


Ahora bien, si \x — 2\ < 1 j^jM, entonces 


_ 1 _ 

(x-2) 2 


-M. 


De donde si S = min {1, 1 I\JM} se veriiican ambas de las anteriores 
desigualdades y 


x — 4 -1 

(x — 2) 2 < (x — 2) 2 


< -M 


siempre que 0 < |x-2| < <5. Es decir, lim 

x-+ 2 


x — 4 
(x-2) 2 


— oo. 


15.5 Ejemplo. ( ',Tiene y 2 . ^ un lirnite finito o un Hmite infinito en 2? 

1 

Solucion. (Figura 20.) Para x proximo a 2, pero mayor que 2, yy —- es 

un niimero positivo grande, mientras que para x proximo a 2 , pero menor 
1 

que 2, yy —- es negativo y tiene un gran valor absolute. Es, pues, de esperar 

1 

que lim 77 —; no exista ni como lirnite infinito. 

7—4 

1 

Probamos ahora que tal es el caso, es decir, que 1) lim ji —- = 00 y 
1 

2 ) lim 77 —- = — 00 . 

2 1-4 

1) Tomemos M > 0. Si 0 < x — 2 < 1, entonces 7 <-- < 7 y 

5 x+2 4 J 

1 1 1 

-7-=->-. 

x 2 —4 (x + 2)(x —2) 5(x — 2) 
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4(x — 2) 
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De donde si 


1,5 " ""“{'•iT/J 


las dos anteriores desigualdades se verifican y 


1 1 ,, 

< - < -M 


x — 4 4(x —2) 


1 

siempre que — (5 < x —2 < 0. Es decir, lim -j j — ~ co - 

Cuando consideramos el llmite de una funcion / cuando x aumenta por 
encima de cualquier numero, supondremos siempre que para todo numero 
real N > 0, no importa cuan grande sea, hay elementos x en el dominio 
de / tales que x > N. Esta condicion es analoga al requerimiento de que x 0 
sea un punto de acumulacion del dominio de / en el limite usual y se 
expresa a veces diciendo que oo es un punto de acumulacion del dominio 
de /. Una observation analoga se aplica al caso en que x decrece sin 
limitation alguna. 


15.6 Definicion. Un numero L se dice que es el limite de una funcion f 

en oo (o cuando x aumenta indefinidamente ), lo que se escribe 

lim / = L o lim /(x) = L, 

OO X-00 

si para coda e > 0 existe un numero N tal que 

\ftx)-L\ < e 

siempre que xeDf y x > N. 

La definicion de 11m f = L e s analoga. 

— 00 

15.7 Ejemplo. Demuestrese que lim I~ n = 0 para cualquier n entero 

00 

positivo. 

Solucion. Observemos primero (problema 4, pag. 409) que para todo 
entero n > 1 y todo x > 1 , 


De donde 


1-0 


1-0 

x n 


X 


Tomemos e > 0. Tenemos ahora 



x 


1 

= - < £ 
X 
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siempre que x > £ . Dedonde, siescogemos ^ = maxll,^!, entonces siempre 
que x > N J 

~ - 0 < - - 0 < e 
x x 

y lim x~" - 0 para todos los enteros n ^ 1. 

X->OC 

Finalmente, puede suceder que cuando x aumente indefinidamente, 
uria funcion j tambien aumente por encima de cualquier numero (o 
disminuya por debajo de cualquier numero). 

15.8 Definition. Una funcion f tiene limite go en oo si para cada numero 
M > 0 hay un numero N tal que 

fix ) > M 

siempre que xe‘S) f y x > N. 

Pueden darse analogas definiciones para 

lim j = — oo, lim J = oo, y lim / = — oo . 

00 - =0 - oo 

15.9 Ejemplo. Demuestrese que para todos los enteros positivos n, 

co para a > 0 

lim al n = 

- oo para a < 0 

Solucion. Consideremos el caso a > 0 . La prueba para a < 0 es anaioga 
Notemos primero que si a > 0 , entonces 

ax" Sj ax 

para todos los enteros « > 1 y toda x ^ I. Tomemos M > 0. Entonces 

ax > M 

siempre que x > Mja. De donde si N = max {I, Mja}, entonces, siempre 
que x > N, 

ax" ^ ax > M 


y 

para a > 0 . 


lim ax" = oo 

x-+ CO 


15.10 Ejemplo. 


Encuentrese lim 

X-* oo 


5 x 2 -f- 3 x + 2 
2 x+ 1 
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Solucion. Notese primero que 

5x 2 + 3x+2 5 x + 3 + 2/x 

-=-(x # 0) 

2x+1 2+1/x 

y para x grande el denominador a la derecha es aproximadamente 2, 
mientras que en el numerador el termino 5x dominara para x grande. 
De aqul que esperemos que el llmite sea co. Ahora bien, para x > 1, 

5x 2 + 3x + 2 _ 5x + 3 + 2/x > 5x 
2 x +1 2+1/x 3 


siempre que x > f M. De donde si N = max (1, \M}, entonces 


5x 2 + 3x + 2 
2x +1 


> M 


siempre que x > N y 

5x 2 + 3x + 2 

lim -= oo. 

x-»oo 2x +1 

La tecnica usada en el ejemplo 15.10 de dividir el numerador y el 
denominador por la maxima potencia de x en el denominador para 
determinar la naturaleza del llmite en co puede usarse para cualquier 
funcion racional. Sea 


a„r + a n ^ i r 1 +...+a 0 

M'"+b m _ 1 r- 1 +...+fc 0 ’ 


(u„ 0, b m A 0). 


Entonces, el comportamiento de R en oo es el mismo que el de 



en oo. Los ejemplos 15.7 y 15.9 nos dicen cual es el comportamiento de la 
ultima expresion en oo. 


Problemas 

1. Demuestrese que 11m al" = — oo para a < 0. 

oo 

2. Pruebese que: si / y g son funciones tales que 

11m / = L, y 11m g = L 2 

oo oo 
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y si co es un punto de acumulacion de T> f+g , entonces lim [f+g] existe y 
Hm [/+£?] = Hm / + Hm g = L, +L 2 . 

00 CO co 

3. ExpHquense las modificaciones que deben hacerse en las pruebas 
de los teoremas 5.2 (pig. 359) y 5.8 (pig. 361) si x 0 se reemplaza por oo. 

4. Pruebese que: si lim f = oo y lim g — L + 0 y si oo es un punto de 
acumulacion de ® /9 , entonces 


lim fg = 

00 


oo si L > 0 
— co si L < 0 . 


5. Pruebese que: para una funcion racional 


_ a n I"-ra„-\l" 1 + ... + a 0 

b m r+b,„_ l i m - 1 +... +V 0 


donde 


a n * 0 y ^ 0, lim R = lim ^ T -1 " 

K oo b m 


6 . Encuentrense cada uno de los siguientes limites: 


a) 

lim 

4 

b) 

lim 

I 2 -A 


3 

(/-3 ) 2 

2 

(/- 2) 3 

c) 

lim 

x + 3 

d) 

lim 

x +1 


jc->4 

x 2 —16 

*-> i 

.x 2 -1 

e ) 


hi 1 +21 +1 



3/ + 2 

lim 

/ + 3 

f) 

lim 


00 

co 

/ 2 + 3/+l 

9 ) 

lim 

X~+ oo 

3 x -b 2 x -f-1 

x -f- 3 x -f- i 

h) 

lim 

X~* 00 

x 2 +l 

3x 2 + 2 

0 

lint 

x + 1 

j) 

lim 

x 2 + 3 


x~* — OO 

x +3 


X-» - 00 

x +1 


16. RESUMEN 

En este capitulo hemos comenzado nuestro estudio del calculo. Se 
introdujo el concepto basico de limite y con la ayuda del concepto de limite 
se definieron la continuidad y la derivada. La continuidad es la propiedad 
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analltica que corresponde a la propiedad de conexidad de la grafica de una 
funcion, y la diferenciabilidad se corresponde con la propiedad de no 
tener una grafica con angulos bruscos. 

Los detailes que aparecen al encontrar formulas para las derivadas de 
una extensa clase de funciones que nos evitan la necesidad de volver una 
y otra vez a la definicion, deben verse ahora como detailes, aunque impor- 
tantes, en la construccion de una teorla y en la adquisicion de evaluation 
y comprension de los conceptos basicos. Despues de desarrollar el algebra 
de las derivadas y las formulas para unas pocas funciones —constante, 
identidad, seno y coseno— pudimos derivar formulas para las funciones 
polinomiales, racionales, todas las trigonometricas, y las composiciones de 
estas. Estas funciones son todas diferenciables y, por tanto, continuas en 
todo su dominio de definicion. Hemos aprendido tambien algo sobre unas 
cuantas aplicaciones de la derivada. 

Pero aun queda mucho por hacer. En el siguiente capltulo volverernos 
a nuestro estudio de los numeros reales. Discutiremos el axioma del supremo 
y probaremos varios importantes teoremas del analisis. Esto nos permitira 
seguir adelante y aprender mas sobre las funciones continuas y la derivada. 
Esto, a su vez, nos permitira extender nuestro conocimiento de las 
aplicaciones geometricas y fisicas de la derivada. 

Nos queda tambien por presentar y estudiar el concepto basico del 
calculo integral, la integral y las relaciones que existen entre la derivada 
y la integral que expresa el teorema fundamental del calculo. Tambien 
hemos de estudiar varias funciones de importancia tanto en las discusiones 
teoricas como en las aplicaciones. 


Problemas de repaso 

1. Pruebese cada uno de los siguientes limites: 


lim (5-x) = 0 

x~* 5 

b) lim 

x-* 2 

lim (x 3 + 3x + 2) = 142 

*-+5 

d) lim 

x-»3 

Encuentrese cada uno de los siguientes 

,, sen 3 h 

lim- 

h->0 h 

b) lim 

h~* 0 

sen 3 It 
lim —— 

ft~»0 k 3 

d) lim 

h-+0 

11m sec h 

h-> 0 

/) 

h-*0 


d) 11m (2 x 2 +3x + 1) = 28. 


sen 3 h 


h 2 

h cos h 
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3. Demuestrese, escribiendo cada expresion en terminos de la definition, 
que 11m f(x 0 + h) = 11m f(x 0 ). 

h-*0 x-»xo 

4. Pruebese que la funcion definida por 

x 2 para xe< — oo, 1] 

J(x) = 

x para xe<l, oo) 

es continua para todo xeR. 

5. Encuentrese cada una de las siguientes derivadas 



6. Dsense diferenciales para hallar valores aproximados de 

a) VI43 b ) </26 

c) sen 61° d) tan 44°. 

7. Un clrculo ha de tener un area de 16 cm 2 . i,Que tolerancia puede 
establecerse en la medida del radio para asegurar un error menor de 0.5 cm 2 
en el area? 

8. La intensidad de iluminacion en un punto es inversamente propor- 
cional al cuadrado de la distancia de una fuente de luz. Si una luz se encuentra 
a una distancia de 8.25 metros, 6 cu al es la distancia aproximada que 
necesita moverse la luz para obtener un incremento en la iluminacion 
del 3% ? 
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9. Proporcionese el porcentaje de error permisible aproximado en jc para 
que el porcentaje de error en x" sea menor que un 1 %. 

10. Se aumenta la longitud de cada uno de los lados de un cuadrado 
en Ax. Tracese un cuadrado que muestre la diferencia entre el aumento 
real del area y la aproximacion diferencial de este aumento. 

11. El alcance horizontal R de un proyectil bajo condiciones ideales es 

2 

R = — sen 26 
9 

donde v es la velocidad inicial y 6 es el angulo inicial de inclination de la 
trayectoria. Si v es 457.5 metros por segundo y 9 = 30°, y si hay un error 
posible en 9 de 30.5 cm, proporcionese el posible error aproximado en el 
valor calculado para R debido al error en 9. 

12. Demuestrese que el porcentaje de error en la ralz n-esima de un 

1 

numero es aproximadamente - veces el porcentaje de error en el numero. 
iQue es lo que se puede decir respecto a la potencia n-esima del numero? 

13. Demuestrese que la funcion definida por 

/(x) = x|x|, xeR 

es diferenciable para todo xeR y que/"(x) existe para x ^ 0, pero que 
/"(0) no existe. Dibujense las graficas dey f". 

14. Demuestrese que la funcion definida por 

1 

x sen - para x # 0 
g(x) = x 

0 para x = 0 

es continua para todo xeR. ^Cual es el dominio de g’2 

15. Demuestrese que la funcion definida por 

x 2 sen - para x # 0 
f(x) = x 

0 para x = 0 

es diferenciable para toda xeR, pero/' no es continua en 0 y que/"(x) 
existe para x ^ 0, pero que/"(0) no existe. 

16. Esta vertiendose agua dentro de un recipiente conico de 6.10 metros 
de profundidad y 6.10 metros de diametro en el extremo mas alto, a razon de 
2.832 metros cubicos por hora. £A que razon aumenta la altura del agua 
cuando ha alcanzado una altura de 3.05 metros? 
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17. La position de una particula en R 2 en el instante t es (100?, 16? 2 ). 
^Cual es la razon de cambio respecto al tiempo de la distancia de la 
particula al origen en el instante / = 10? 

18. Una piedra lanzada a un estanque genera ondas concentricas que 
marchan a la velocidad de 1.53 metros por segundo. ^Cuan rapidamente 
aumenta la superficie del agua perturbada 6 segundos despues de que la 
piedra golpeo la superficie? 

19. Un hombre de 1.83 metros de altura se aleja a una velocidad 
de 2.44 metros por segundo de una lampara colocada a 4.58 metros de 
altura. Determinese la razon a la que el extremo de su sombra se esta 
moviendo y la razon a la que la longitud de esta sombra esta aumentando. 
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Capitulo 


/(x0) 55 fix) 



El axioma 


del supremo 


1. INTRODUCTION 

En la lista de axiomas para los numeros reales dada en el capitulo 1 nos 
limitamos en lo que al ultimo axioma se refiere a dar solo un nombre para 
el: el axioma del supremo. La consideracion de este axioma ha sido diferida 
hasta este momento, no porque sea menos importante que los otros axiomas 
sino para que podamos apreciar mejor el papel que juega en el analisis. 

Es este axioma el que distingue el sistema de los numeros reales del 
sistema de los numeros racionales —el sistema de los numeros racionales 
satisface todos los axiomas del sistema de los numeros reales, excepto el 
axioma del supremo. Asi, sin este axioma, no podriamos demostrar la 
existencia de numeros irracionales tales como 2, sino que, hasta el 
momento, teniamos que presumir su existencia. En este capitulo probaremos 
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la existencia de las ralces n-esimas de cualquier numero real para n impar 
y de cualquier numero real no negativo para n par. Este resultado se sigue de 
un teorema sobre funciones continuas. Otras propiedades fundamentales 
de funciones continuas que son de considerable importancia en analisis 
seran tambien probadas. 

2. COTAS DE UN CONJUNTO 

Si S es un conjunto finito de numeros reales —es decir, si S consiste en 
un numero finito de numeros reales— entonces S tiene un elemento minimo 
y un elemento maximo. Sin embargo, si S es un conjunto infinito de numeros 
reales puede ser que tenga un elemento maximo y uno minimo, pero puede 
ser tambien que no. Por ejemplo, el intervalo cerrado [a, b], donde a < b, 
tiene un elemento minimo, a , y un elemento maximo, b. Pero el intervalo 
abierto (a, b ) no tiene ni elemento minimo ni elemento maximo. Supon- 
gamos que (a, b > tuviese un elemento maximo, llamemosle c. Entonces 

a < c < b y hay un numero entre c y b ^por ejemplo, Este numero 

esta en <<z, b ) y es mayor que c. Esto contradice la hipotesis de que c era 
el elemento maximo de {a, by. Asi pues, by no tiene elemento maximo. 

El intervalo <a, co> tampoco tiene elemento maximo. En realidad, para 
cualquier numero x hay un elemento en <a , co> mayor que x - (por ejemplo 
x+l si x > a o a+ 1 si ,y < a); tal, no es el caso con by. Decimos 
que (a, by esta acotado superiormente mientras que < a, oo> no esta 
acotada superiormente. 

2.1 Definicion. Un conjunto S de numeros reales esta acotado superior¬ 
mente (o tiene una cota superior) si existe un numero c tal que, para todo 
.xeS, x ^ c. Un cualquier tal numero c se llama cota superior de S. 

Para el intervalo abierto (a, by, b o cualquier numero mayor que b es 
una cota superior. 

En una forma analoga definimos una cota inferior para un conjunto. 

2.2 Definicion. Un conjunto S de numeros reales esta acotado inferiormente 
(o tiene una cota inferior) si existe un numero c tal que , para todo xeS, x > c. 
Un cualquier tal numero c se llama cota inferior de S. 

Para el intervalo abierto (a, by, a o cualquier numero menor que a es 
una cota inferior. 

2.3 Definicion. Un conjunto S de numeros reales esta acotado si existe un 
numero c tal que para todo xeS, \x] sj c. 

Es facil ver que un conjunto S esta acotado si y solo si es superiormente 
e inferiormente acotado, ya que |x:| ^ c es equivalente a — c ^ x ^ c. 
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Evidentemente, si algun numero c es una cota superior (inferior) de un 
conjunto S, entonces cualquier numero mayor (menor) que c es tambien 
una cota superior (inferior) de 8. Asi pues, la existencia de una cota superior 
(inferior) de un conjunto asegura la existencia de infinitas cotas supe- 
riores (inferiores) para el conjunto. En el caso del intervalo abierto 
ja, by, el conjunto de cotas superiores tiene un elemento minimo, a saber, 
el b. El numero b se llama “supremo” de <a, b ). En general, el supremo 
de un conjunto se define como sigue. 

2.4 Definicion. Un numero c se llama supremo de un conjunto 8, lo que 
escribimos c = sup 8 , si c es una cota superior de 8 y ningitn numero menor 
que c es una cota superior de 8. 

Como cualquier numero menor que c puede escribirse como c — e 
donde s > 0, podemos reformular la anterior definicipn en la siguiente 
manera. 


2.5 c = sup 8 si 

1) para todo xeS, x < c, y 

2) para cualquier e > 0 existe un .veS tal que x > c — e. 

La condicion (1) afirma que c es una cota superior de 8 y la (2) enuncia 
que ningun numero menor que c es una cota superior de 8. 

El infimo de un conjunto 8, escrito inf 8, se define de un modo analogo. 
El estudiante debe escribir esta definicion por si mismo. 


2.6 Ejemplo. Determinense (si existen) el supremo y el infimo del 
corffunto 


8 = 


n es un entero positivo cualquiera 


Solucion. Despues de pensarlo un poco, parece logico suponer que 
sup 8=1 e inf 8 = 0. Intentaremos verificar esto usando (2.5) y la 
formulacion correspondiente para el infimo. Primero demostramos que 
sup 8=1. 

1 

1) Para todo entero positivo n. - < 1 y 

n 

2) para cualquier e > 0 existe un entero positivo n (simplemente, 1) 

I 

tal que - > 1 —e. 
n 

Asi pues, sup 8=1. 

Pasamos ahora a demostrar que inf 8=0. 
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1) Para todo entero positivo ^ 0 y 

n 

2) para cualquier £ > 0 existe un entero positivo n tal que - < e. 

n 

Que la condicion (2) se verifica realmente en este caso, es una consecuencia 
de la propiedad arquimediana del sistema de los numeros reales, propiedad 
que probaremos en la proxima seccion. 

Notese que en el anterior ejemplo el supremo es un elemento del 
conjunto y el infimo no es un elemento del conjunto. En general, supremo 
e Infimo de un conjunto pueden ser y pueden no ser del conjunto. Si el 
supremo de un conjunto es un elemento del conjunto, entonces el conjunto 
tiene un elemento maximo (que es el supremo). Ademas, si un conjunto tiene 
un elemento maximo, entonces tal elemento es el supremo del conjunto. 
Estas afirmaciones se verifican facilmente usando 2.5 (problemas 7 y 8). 
Relaciones analogas se verifican entre el infimo y el minimo de un conjunto. 
As! pues, el supremo (infimo) de un conjunto puede considerarse una 
generalizacion del maximo) (minimo) elemento del conjunto. 


Problemas 


1. Demuestrese que el intervalo abierto (a, b} no tiene un elemento 
minimo. 

2. i,Son los siguientes conjuntos acotados superiormente, acotados 
inferiormente, acotados? 

a) <-co , b} b) {n \ n, entero positivo cualquiera} 


c) <J(-1)"- 

n 


d) > + (-!)" 


iera| 

n, un positivo cualquiera}. 


n, entero positivo cualquiera 
1 


3. Escrlbase una definicion analoga a la 2.5 para el infimo de un 
conjunto de numeros reales. 

4. Veriflquese que a es el infimo de <a, b ) y de [a, b\. 

5. Determlnense el supremo y el Infimo (si existen) de los siguientes 
conjuntos. Veriflquese que las contestaciones satisfacen 2.5 y la condicion 
correspondiente para el Infimo. 

a) <2,7> b ) [-3,5] 

c) {n\n, un entero positivo cualquiera} d) {1,4,9,13}. 

6. Pruebese que un conjunto de numeros reales tiene cuando mas un 
supremo. 
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7. Demuestrese que si S tiene un elemento maximo, entonces 8 tiene 
un supremo y que el elemento maximo de 8 es el supremo de 8. 

8. Demuestrese que si el supremo c de S es un elemento de 8, entonces 8 
tiene un elemento maximo, y que c es el elemento maximo de 8. 

9. Demuestrese que si el supremo c de un conjunto S no es un elemento 
de S, entonces c es un punto de acumuiacion de 8. 

10. Demuestrese que si c — sup 8, entonces, para cualquier e > 0 
existe un jceS tal que 0 < c — x < e. Asi pues, si 3 es un intervalo abierto 
que contiene a c, entonces existe un xeS tal que xe'J- 

11. Si c es el supremo de 8, pruebese que — c es el infimo de — S; 
donde — S denota el conjunto de numeros que son los imersos aditivos de 
los numeros que estan en S. 

3. EL AXIOMA DEL SUPREMO 

Una pregunta importante que ha sido ignorada en la discusion de la 
section precedente es: (.todos los conjuntos superiormente acotados tienen 
supremo? En el sistema de los numeros reales todos los conjuntos de tal 
tipo tienen supremo. En realidad, eso es precisamente lo que nos dice 
el axioma del supremo. 

Daremos ahora el ultimo axioma del sistema de los numeros reales. 

(3.1) Axioma L. Si 8 es un conjunto no vacio de elementos de R superior¬ 
mente acotado, entonces S tiene un supremo en R. 

Usando el axioma del supremo, podemos probar la afirmacion hecha 
en el ejemplo 2.6 de que para cualquier g > 0 existe un entero positivo n tal 

que - < g. Esto es una consecuencia inmediata de la propiedad arquimediana 
n 

de los numeros reales que ahora probaremos. 

3.2 Teorema. Si a y b son numeros reales positivos cualesquiera, existe 
un entero positivo n tal que b < na. 

Prueba. Daremos una prueba indirecta. Supongamos que para todos los 
enteros positivos n, b 5= na. Sea 

S = {na\n, entero positivo cualquiera}. 

De acuerdo con nuestra hipotesis, S esta superiormente acotado (b es una 
cota superior). Luego, por el axioma L, 8 tiene un supremo, llamemosle c. 
Como c—a es menor que c, c-a no puede ser una cota superior de 8 y, 
por tanto, hay un elemento de 8, llamemosle n 0 a, tal que n 0 a > c — a. 
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Entonces (« 0 + 1 )a > c. Pero (« 0 + l)ae§. Esto contradice el hecho de que c 
es el supremo de S. Por tanto, la hipotesis de que para todo n, b ^ na no 
puede verificarse. Asi pues, existe un n tal que b < na. Lo que prueba el 
teorema. 

3.3 Corolario. Para cualquier e > 0, existe un entero positivo n tal 

que ~ < e. 
n 

Prueba. Hagase a = s y b = 1 en el teorema 3.2. 

La propiedad arquimediana nos da un medio de probar otra relacion 
entre los numeros reales y los enteros positivos que parece intuitivamente 
obvia. Esta relacion se admitio tacitamente cuando definimos la funcion 
“maximo entero contenido” en el capitulo 3. 

3.4 Teorema. Para cualquier numero real b, existe un entero m tal que 
m — \ ^ b < m. 

Prueba. Demostramos, primero, que existen enteros p y q tales que 
p < b < q. S\ b > 0 entonces, haciendo a = 1 en el teorema 3.2, existe 
un entero positivo q tal que b < q. Si b < 0 hacemos q = I . Asi, para 
cualquier numero real b, existe un entero positivo q tal que b < q. Aplicando 
ahora este resultado al numero real — b , tenemos que existe un entero 
positivo al que llamamos —p tal que — b < —p. Luego existen enteros p y q 
tales que p < b < q. 

Parecerla, pues, que b debe encontrarse entre dos numeros consecutivos 
en el conjunto {p,p+\. ...,/> + (<?— p) = q}. Para demostrar que este es 
el caso, sea S el conjunto de todos los enteros positivos n tales que p + n > b. 

S es un conjunto no nulo de enteros positivos ( q—peS ) y, por tanto, 
de acuerdo con el pnncipio del buen orden (pag. 316), S tiene un elemento 
mlnimo, digamos Hq. Haciendo, entonces, m = p + n 0 , tenemos 

m— 1 < b < m. 

Lo que completa la prueba. 

Usando ahora el corolario 3.3 y el teorema 3.4 podemos demostrar que 
entre dos numeros reales cualesquiera hay un numero racional. A veces 
este hecho se formula diciendo que “los numeros racionales son densos en 
los numeros reales”. 

3.5 Teorema. Si a y b son dos numeros reales cualesquiera tales que a < h. 
entonces existe un numero racional r tal que a < r < b. 

Prueba. Segun el corolario 3.3, existe un entero positivo n tal que 

I 

< b—a. Ahora bien, como la distancia entre racionales sucesivos de 
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la forma — es - < b — a, parece logico que algun numero racional de esta 
n n 

forma deba encontrarse entre a y b. Segun el teorema 3.4, sabemos que 
existe un entero m tal que 

w — 1 ^ an < m; 


es decir, 

m — 1 m 

-< a < — 

n n 


. , m m 1 _ 

Asi pues, a < — y, como-< a, 

n n n 


m 1 . 

— ^ d f — < b . 

n n 


m 

Por tanto, el numero racional r = — se encuentra entre a y b. 

n 

En la introduccion a este capltulo afirmamos que el axioma del supremo 
distingue el sistema de los numeros reales del sistema de los numeros 
racionales; es decir, los numeros racionales satisfacen todos los axiomas 
para el sistema de los numeros reales, excepto el axioma del supremo. 
Damos ahora un ejemplo de un conjunto que esta superiormente acotado, 
pero que, en el sistema de los numeros racionales, no tiene supremo. 

3.6 Ejemplo. Demuestrese que el conjunto S de todos los numeros 
racionales positivos cuyos cuadrados son menores que 2 es acotado 
superiormente, pero no tiene supremo en el sistema de los numeros 
racionales. 


Solucion. Es claro que S es superiormente acotado; por ejemplo, 2 es 
una cota superior de S. Ahora bien, usando el axioma del supremo y el 
problema 6, pag. 424, sabemos que S tiene un supremo y solamente uno 
en el sistema de los numeros reales al que llamaremos c. Demostraremos 
que c 2 = 2, de donde, como ningun numero racional tiene su cuadrado 
igual a 2, S no puede tener supremo en el sistema de los numeros racionales. 

Estableceremos que c 2 = 2 demostrando que c 2 < 2 y c 2 > 2 conducen a 
contradicciones. Notese que si c = sup S entonces c debe ser positivo. 

Caso 1. Si c 2 < 2, entonces podemos demostrar que hay un numero 
racional reS (es decir, tal que r 2 < 2) tal que /• > c. Esto contradice la 
hipotesis de que c es el supremo de S. Ahora bien, si c 2 < 2, entonces 
c 2 < 4 y por tanto c < 2. Ademas para n > 2, 


0 < 


2 —c 


< - < 1 . 

n 
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jL — L 

Sea b = c + (n, algun entero positivo), entonces b es un numero 

fl 

real mayor que c. Para una eleccion adecuada de n, obtenemos b 2 < 2 


b 2 


c + 2 c 
2 —c 


2 -c 1 


+ 


= c 2 + 


n 


2c + 


2—c 


2 — c 


< c + 


.2 , (2 — C 2 ) 


5 para n > 2 


< c 2 +(2 — c 2 ) = 2 para n > 5. 


As! pues, A = c + 


es un numero real mayor que c tal que b 2 < 2. 


Segun el teorema 3.5 hay un numero racional r tal que c < r < b. 
Entonces r 2 < 2 y re S. Lo que contradice el hecho de que c = sup S 
y de aqul que c 2 < 2 no puede verificarse. 

Caso 2. Si c 2 > 2, entonces podemos demostrar que hay un 
numero real b que es menor que c y que es una cota superior de S. 
Esto contradice el supuesto de que c sea el supremo de S. Si c 2 > 2, 


entonces c 2 + 2 < c 2 + c 2 = 2c 2 y por tanto 


c 2 + 2 
2c 


c 2 + c 2 
2c 


< c. Haciendo 


, tenemos 0 < b < c. Ademas 


b 2 -2 


c 4 + 4c 2 + 4 
4 c 2 


- 2 


c 4 —4 c 2 + 4 
4c 2 


2 c 


> 0 . 


De donde b 2 > 2 y b es una cota superior de S que es menor que c. 
Esto contradice el hecho de que c = sup S y demuestra que c 2 > 2 no 
puede verificarse. 

Por tanto, c 2 = 2 y S no tiene supremo en el sistema de los numeros 
racionales. Esto completa la solucion del ejemplo 3.6. 1 

Notese que en la solucion del ejemplo 3.6 hemos demostrado la existencia 
del numero 2 (el supremo de S). Ademas, usando el problema 10 de la 
seccion 2, pag. 425, vemos que J2 puede aproximarse por numeros 
racionales tanto como deseemos (para cualquier e > 0, existe un .xeS tal 
que 0 < yj2 — x < e). 


1 Si no se quiere interpretar el enunciado del problema en el sentido de que tan solo 
afirma que el supremo de S no es racional, falta, para completar la prueba, hacer ver 
que sup S = r implica que no existe un c racional distinto de r que sea la menor cota 
superior racional de S. [N. del T.] 
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Podriamos hacer la pregunta de si no es tambien cierto que un conjunto 
no nulo S de numeros reales inferiormente acotado no tiene siempre Infimo. 
Es facil probar que tal es el caso aplicando el axioma del supremo al 
conjunto -§ (el conjunto consistente en los inverses aditivos de los 
elementos de S). Dejamos esta prueba al estudiante,(problema 2). 


Problemas 


1. Determlnense el supremo y el infimo (si existen) de los siguientes 
conjuntos. Verifiquese que las contestaciones dadas satisfacen 2.5 y las 
condiciones correspondientes para el infimo. ^Tienen estos conjuntos 


maximo y minimo: 


a) •(! - - 


n, un entero positivo 


itivoj- 


b) 4(-ir 


n, un entero positivo 


c) < n -t- (— 1 ) n — n, un entero positivo 
n 


d) <- + (-l)"n I«, un entero positivo 
In 


V 


2. Pruebese que si S es un conjunto no nulo de elementos de R 
inferiormente acotado, entonces 8 tiene un infimo en R. ( Sugerencia . 
usese el axioma L y el problema 11 de la seccion 2.) 

3. Si a y b son numeros reales positivos cualesquiera, demuestrese que 
existe un entero positivo m tal que 


(m-\)a b < ma. 

4. Construyase un conjunto 8 de numeros racionales que tenga ^3 
como su supremo. Verifiquese que sup S = J3. 

5. Construyase un conjunto 8 de numeros racionales que tenga yj 3 
como su infimo. Verifiquese que inf 8 = v 3. 

6. Pruebese que entre dos numeros reales distintos a y b hay infinitos 
racionales. 

7. Si S y IF son conjuntos de numeros reales tales que para cualquier 
xe£ hay un yeF tal que x ^ y, demuestrese que 

sup 8 < sup IF. 

8 . Si 8, IF, y S son conjuntos de numeros reales tales que para cada 
xe8 y cada ye$ hay un zeS tal que x + y < z, demuestrese que 

sup 8 + sup J < sup S. 
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4. EL TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO 

En la seccion anterior demostramos Ja existencia del numero /2, 
construyendo un conjunto de numeros racionales que tenian como\u 
supremo a un numero cuyo cuadrado es 2. Es claro que podemos demostrar 
la existencia de otras raices de numeros en una forma analoga. Sin embargo, 
no es necesario hacerlo asi puesto que podemos probar el siguiente resultado 
general: para n impar la «-esima raiz de cualquier numero real existe 
como un numero real y para n par la «-esima raiz de cualquier numero 
real positivo existe como un numero real. Este resultado se sigue de un 
teorema llamado teorema del valor intermedio. 

Geometricamente, el teorema del valor intermedio enuncia que si / es 
contmua sobre [a, b ] y si la grafica de / esta por debajo de la recta y = t 
en a y P or encima de esta recta en b, entonces la grafica de / debe intersectar 
la recta en algun punto c entre a y b (figura 1). De esto puede inferirse 
que si una funcion ft s continua sobre un intervalo, entonces la curva que 
representa la grafica de / no puede tener salto alguno en este intervalo. 




Por ejemplo, si una funcion f es continua sobre [ d , e] la curva que representa 
su grafica no puede ser analoga a la curva de la figura 2. Pues f es continua 
en [a, 6], pero no hay ningun punto ce(a,b > tal que f(c) = t. 

4.1 Teorema. (El teorema del valor intermedio.) Si f es continua sobre 
[a, b] y f(a ) < f(b) y si t es un numero cualquiera tal que f(a) < t < f(b), 
entonces existe un punto ce(a, b > tal que f(c) = t. 

Prueba. Sea 8 el conjunto de todos los puntos xe(a,b) tales que 
f( x ) < L Este conjunto 8 no es nulo (ae8) y esta superiormente acotado 
(b es una cota superior). De donde, por el axioma del supremo, 8 tiene un 
supremo, llamemosle c. Como aeS y b es una cota superior de 8, es claro 
que ce[u, b], Demostraremos que f{c) = t demostrando que la hipotesis 
/(c) # t nos lleva a una contradiccion. Entonces, si /(c) = /, c no puede 
ser nia mb y, por tanto, ce <a, b >. 
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Caso 1. Si /(c) < t, entonces ce[a,b} y, segun el teorema 6.9 del 
capitulo 8, pag.369, existe un d > 0 tal que 

f(x) < t para todo xe{c— 8, c+<5>n[a, b]. 

As! pues, existe un punto xe (c, 5] tal que f(x\< t y esto contradice 
el hecho de que c = sup S. 

Caso 2. Si /(c) > ?, entonces ce <a, b] y, por el teorema 6.9, del 
capitulo 8, pag. 369, existe un <5 > 0 tal que 

f(x) > t para todo xe <c— <5, c+ 5} n [a, b ]. 

Asi pues, no hay ningun punto de 8 a menos de una distancia § de c y 
esto contradice el hecho de que c = sup 8 (problema 10 de la seccion 2, 
pag. 425). 

Asi pues, el supuesto de que /(c) A t conduce a una contradiction y 
concluimos que /(c) = t y ce (a, by. Esto completa la prueba del teorema 4.1. 

En el teorema 4.1 supusimos que f{a ) < f(b). Un resultado analogo se 
verifica, desde luego, si f(a ) > f(b). 

4.2 Corolario. Si f es continua sobre [a, b\ y j(a) y f(b ) tienen signos 
opuestos , entonces existe un numero ce(a,b} tal que f(c ) = 0. 

Este corolario es simplemente un caso especial del teorema 4.1. Lo 
enunciamos explicitamente porque se usa en la determinacion aproximada 
de las raices de las ecuaciones. 

4.3 Ejemplo. Calculense aproximadamente las raices de la ecuacion 

3x 3 + 2x-4 = 0. 

Solucion. Sea / = 3 1 3 + 21 - 4 . Como f(x) aumenta cuando a- aumenta, 
la ecuacion puede tener cuando mas una raiz real. Busquemos ahora dos 
numeros en que / tenga valores de signos opuestos. Por ejemplo, /(0) = -4 
y /(l) = l. Como / es continua en [0, 1], la ecuacion tiene una raiz entre 
0 y 1. Asi pues, podemos tomar 0 o 1 como una aproximacion a la raiz y 
el error sera menor que 1. Escogeriamos 1 ya que /(l) es menor que /(0) 
en valor absoluto. Si deseamos una aproximacion con error menor que 0.1 
determinamos dos decimas sucesivas en que los valores de / sean de signos 
opuestos. Despues de algunos calculos encontramos que /(.9) = —.013 y, 
por tanto, la raiz de la ecuacion debe encontrarse entre 0.9 y 1.0. Como 
/(.9) es mas pequeno que /(1) en valor absoluto, escogemos 0.9 como la 
aproximacion a la raiz y esta es correcta dentro de un error de 0.1. Podriamos 
continuar en esta forma para obtener una aproximacion con error tan 
pequeno como deseasemos. 
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Usaremos ahora el teorema del valor intermedio para probar la 
existencia de la n-esima raiz de cualquier numero real positivo. 

4.4 Teorema. Si a es un numero real positivo y n es un entero positivo, 
entonces exisle un numero real positivo y solo uno b tal que b" = a. 

Prueba. Sea p un entero tal que a < p; entonces p ^ 1 y tenemos: 

0 < a < p ^ p". 

La funcion /" es continua sobre [0, p] y 

/"(0) = 0 < a < p n = F(p). 

Por tanto, segun el teorema del valor intermedio, hay un numero be(0.p ) 
tal que l n (b) = b n = a. Como l n (x) aumenta cuando .v (positivo) aumenta, 
b es el unico numero con tal propiedad. 

Si n es impar, la existencia de la w-esima raiz de un numero real negativo 
cualquiera puede probarse de un modo analogo (problema 2). 

Ahora que hemos establecido la existencia de la raiz cuadrada de 
cualquier numero positivo, consideraremos un procedimiento para obtener 
una aproximacion decimal de la raiz cuadrada de un numero positivo a. 
Este procedimiento es esencialmente el metodo del ejemplo 4.3 aplicado 
a la ecuacion x 2 — a = 0. 

Sea k 0 el mayor entero tal que 

k o ^ a. 

Entonces 

kfj ^ y® < k 0 +1. 

Sea A:, el mayor entero entre 0 y 9 inclusive tal que 

(*° + m) 

Entonces 

k 0 + ^ ^ ■ 

10 10 


Sea k 2 el mayor entero entre 0 y 9 inclusive tal que 

k- X2 


, /c, 

k 0 + — + 

10 10 


^ a . 


Entonces 


r k i k-J 

k() ”E ~ T ~ 

10 10 2 


^ v a < k 0 + —1 + 
10 


k 2 +1 
10 2 
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Continuando de esta forma podemos Hegar a una aproximacion a x a con 
tantas cifras decimales exactas como deseemos. 

Ilustramos este procedimiento encontrando una aproximacion decimal 
de ^2 con tres cifras decimales exactas. En este caso k 0 = 1. Necesitamos 
a continuation determinar el mayor entero k l entre 0 y 9 tal que 


1 

10 . 


2 


o, lo que es equivalente, 


kl ^2 + ^.\ < 2-1 = 1 


10 V 10 ) 

fc 1 (2-10 + /c 1 ) < 10 2 . 


Asx pues, k 2 = 4. A continuation determinamos el mayor entero entre 
0 y 9 tal que 




2 


o, lo que es equivalente, 


2 

10 2 



< 2-1 


_ 8 _ _ _ 16 _ _ _ 4 _ 
10 10 2 ~ 10 2 


k 2 (2 • 10 2 + 8- 10+fc 2 ) ^ 4 -10 2 . 


Por tanto, k 2 = 1. 

Para la ejecucion de este problema introduciremos un esquema que es 
familiar al estudiante y que pone el anterior procedimiento en una forma 
abreviada. 


1.4 1 4 2 
v '' 2.00 00 00 00 
1 

24jl00 

96 

2811 4 00 


2 81 


2824 1 19 00 


28282 


1 12 96 
6 04 00 


5 65 64 
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Por tanto, 1.414 es una aproximacion decimal a % /2 con tres cifras decimales 
exactas. 

En el capltulo 1 definimos intervalos finitos abiertos, cerrados, y 
semiabiertos e intervalos infinitos. Dijimos entonces, que el termino 
“intervalo” se usaria para denotar cualquiera de estos tipos de intervalos. 
Todos estos tipos de intervalos tienen la propiedad de que para cualesquiera 
dos puntos del intervalo todos los puntos entre ellos se encuentran tambien 
en el intervalo. En realidad, esta propiedad caracteriza a los intervalos. 

4.5 Teorema. Un conjunto S de numeros reales es un intervalo si y solo 
si tiene la propiedad de que para cualesquiera dos puntos x x y x 2 en 8, 
con Xj < x 2 , <(x,, r 2 ) c S. 

Prueba. Es facil verificar que cada uno de los varios tipos de intervalos 
tiene esta propiedad. Supongamos que el conjunto 8 tiene esta propiedad. 
Si S es el nulo o consiste en un solo punto, es un intervalo. Supongamos 
pues que S consiste de, al menos, dos puntos. 

Si 8 es acotado, sean a = inf 8 y b = sup 8 . Demostraremos que S es 
uno de los intervalos (a, by, [a, by, (a, b], o [a,b], Tomemos x tal 
que a < x < b. Como a = inf 8 y b = sup 8, hay puntos x l y x 2 en 8 tales que 

a < ,V[ < x < x 2 < b. 


Por tanto, xeS y 

S = <a, by si a£S, b<£S 
8 = [a, by si aeS, bifcS 
S = <a, b] si ai 8, fteS 
8 = [a, b] si aeS, be S. 

Si 8 no esta acotada, la prueba es analoga. Por ejemplo, supongamos 
que 8 esta inferior, pero no superiormente acotada. Sea a = inf 8. 
Demostraremos que 8 es o oo> o [a, oo>. Tomemos v > a. Como 
a = Inf 8 y 8 no esta superiormente acotada, hay puntos x, y x 2 en 8 tales 
que 

a < .v, < x < x 2 . 


Por tanto, .veS y 

8 = oo> si a $8 
8 = [a, oo> si ae 8. 

Una vez que hemos establecido la anterior caracterizacion de los 
intervalos podemos demostrar que el teorema del valor intermedio implica 
que la imagen de un intervalo bajo un mapeo (funcion) continue es un 
intervalo. 
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4.6 Teorema. Si 2 es un intervalo y f es una funcion continua sobre 2, 
entonces fQ ) = {/(x)|xe5} es un intervalo. 

Prueba. Si fQ) es el nulo o consta de un solo punto, entonces es un 
intervalo. Supongamos que fQ) consta de al menos dos puntos. Tomemos 
/(*i) y f(x 2 ) en fQ) con f(xf) < f(x 2 ). Si te (/(x^, /(x 2 )>, por el teorema 
del valor intermedio existe un punto ce(^x l , x 2 f (o <x 2 ,x 1 » tal que 
f(c) = t. Por tanto, te fQ). Segun el teorema 4.5, ello nos dice que fQ) es 
un intervalo. 

Por ejemplo, I 2 mapea <1,2> sobre <1,4> y la funcion seno mapea 
<0, 27 t) sobre [—1, 1]. 

Problemas 

1. Aproximense las ralces de las siguientes ecuaciones con un error 
menor que 0.1. 

a) x 3 + 3x—5 = 0 b) x 3 + 2x+10 = 0 

c) x 3 — 5 = 0 d) x* — 8 = 0 

2. Pruebese que: si a es un numero real negativo y n es un entero 
positivo impar, entonces existe un numero real negativo b tal que b" = a. 

3. Determlnese una aproximacion decimal a v '5 que sea correcta hasta 
tres cifras decimales. 

4. Expliquese detalladamente un procedimiento para obtener una 
aproximacion decimal de la ralz cubica de un numero positivo real. 

5. Determlnese una aproximacion decimal a yj2 que tenga dos cifras 
decimales correctas. 

6. Si S es un conjunto de numeros no negativos y m = inf S y 
M = sup S, demuestrese que m 2 = inf S 2 y M 2 = sup S 2 , donde S 2 
representa el conjunto de los numeros que son los cuadrados de los 
numeros en S. 

7. Muestrese que entre- dos numeros reales distintos a y b hay 
un numero irracional. ( Sugerencia: segun el teorema 3.5, pag. 426, 
hay un numero irracional entre N /2a y flb.) 

8. Demuestrese que entre dos numeros reales distintos hay infinitos 
numeros irracionales. 

9. Demuestrese que el rango de la funcion seno es el intervalo cerrado 

[- 1 , 1 ]. 

10. Determinense las imagenes de los siguientes intervalos segun las 
funciones que se dan. 

a) [0, 3];/ 3 b) <0, 3];/" 1 

c) < — 2, 2); I 2 — 21+ 1 d) [0, 3]; funcion "maximo entero contenido” 
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5. EL TEOREMA DE HEINE-BOREL 


Usando el axioma del supremo podemos probar otra propiedad basica 
del sistema de los numeros reales llamada la propiedad de Heine-Borel. 
Esta propiedad es de una naturaleza geometrica y, con frecuencia, su 
aplicacion resulta mas conveniente que el mismo axioma del supremo. 

Antes de enunciar esta propiedad vamos a definir lo que entendemos 
por una cubierta de un conjunto. 

5.1 Definicion. Una coleccion de intervalos abiertos se dice que cubre un 
conjunto S si cada punto de S pertenece al menos a uno de los intervalos 
abiertos. 

Daremos ahora algunos ejemplos para ilustrar esta definicion. 

5.2 Ejemplo. Sea S el intervalo <0,1], i Cubre S la coleccion de intervalos 



FIGURA 3 


Solucion. La coleccion {3„} cubre <0, 1], Para demostrar esto tomemos 
un ce<0, 1], Por el corolario 3.3, pag. 426, para algun n, \jn < c. Luego 
ce3„. 

5.3 Ejemplo. Sea S = j-j donde n = 1,2,... i Cubre a S la coleccion de 

intervalos abiertos {$„}, donde = (^~ ~ ~ + bj y <5 un cierto numero 

positivo ? 

1 

Solucion. Claramente {$„} cubre a S ya que 

En ambos ejemplos la coleccion de intervalos abiertos es una coleccion 
infinita. ^Podemos escoger de la coleccion {3„} un numero finito de 
intervalos abiertos que cubra a S en cada uno de estos ejemplos? 

En el ejemplo 5.2 no podemos escoger un numero finito de intervalos 
abiertos de los de {3„} en tal forma que esta finita coleccion cubra a S. 
Consideremos una coleccion finita de intervalos abiertos de {3„}- Sea 3 m el 
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intervalo abierto con el indice mayor en esta coleccion finita. Entonces, 

cualquier punto en el intervalo (o, ^ no se encuentra en ninguno de los 

intervalos abiertos de esta coleccion finita. De donde que ninguna coleccion 

finita de intervalos abiertos de {3„} pueda cubrir a S. r ; 

En el ejemplo 5.3 podemos escoger un numero finite de intervalos 
abiertos de los de {$„} que cubrira a S. Usando la propiedad arquimediana ,. 

de los numeros reales, para algun entero positivo m, — < S. Entonces 

{2 n \n = 1,2es una coleccion finita que cubre a 8, ya que, 
para n > m 

-— <5<0<-< — + d. 

m n m 

La cuestion de la existencia de un numero finito de intervalos abiertos .1 

de una cubierta de 8 tales que ellos mismos cubran a 8 queda contestada J 

para el caso en que 8 sea un intervalo cerrado segun el teorema de Heine- j 

Borel. | 

5.4 Teorema. (Teorema de Heine-Borel.) Si el intervalo cerrado [ a , b) 
esta cubierto por una coleccion de intervalos abiertos {3,}, entonces puede 
escogerse un numero finito de intervalos abiertos de la coleccion {3 a } ta ^ 
forma que [a, b ] quede cubierto por la nueva coleccion finita. 

Prueba. Sea 3 el conjunto de todos los puntos *e[a, b] tales que un 
numero finito de intervalos en {3 a } cubra a [a, x]. Como a esta en algun 
intervalo de {3*}, [a, a] esta cubierto por un numero finito de intervalos 
(en realidad, por un intervalo) de {3 a }. Asi pues, ae5e3 es, por tanto, no 
nulo. Ademas, 3 esta superiormente acotado (b es una cota superior de3). 

Luego, por el axioma del supremo, <5 tiene un supremo, llamemosle c. El 
punto ce[a, b] y, por tanto. pertenece a algun intervalo de RJ- Se gun 
el problema 10 de la seccion 2, pag. 425, existe un punto .v 0 e3tal que .x 0 e3c- 
Como x 0 eS, una coleccion finita de intervalos de {3*} cubre [a, b\. Si 
anadimos 3 C a esta coleccion finita, entonces tenemos una coleccion finita 
de intervalos abiertos de {3 a } que cubre a [a, jc,] donde .\qe3c y 
Como c = sup3, x { no puede estar en 3, luego no puede estar en [a,b\. 

Por tanto xq > b. Asi pues, tenemos [a, b] <= [a, x t ] y [a, xq] esta cubierto por 
una coleccion finita de {3J. Esto demuestra que [a, b] esta cubierto 
por una coleccion finita de intervalos de {3 a }- 

Problemas 

1. Sea 8 el conjunto de todos los enteros positivos. Consideremos el 


El teorema de Heine-Borel 437 



conjunto de intervalos abiertos {3„} donde n es un entero positivo cualquiera 

y 



<j,Cubre a S la coleccion {3„}? En caso afirmativo, <,puede escogerse un 
numero finito de intervalos de {3„} de tal modo que cubra a S? 

2. Sea S = [0, 1) y {3*} un conjunto de intervalos abiertos tales que 
para cada xe[0, 1) 

3x io’ ■ 

t,Cubre {3*} a S? En caso afirmativo, ^cubre a S un subconjunto finito 
de{3x}? 

3. Sea 8 = [a, b ] y sea <5 un numero positivo. Si {3*} es una coleccion 
de intervalos abiertos tales que para cada xe[n, b] 

3* = (x-3, x + <5> 

^cubre {3*} a S? En caso afirmativo, ^.cubre a 8 un subconjunto finito 

de{3*}? 


6. CONTINUIDAD UNIFORME 

De acuerdo con la definicion dada en el capitulo precedente, una 
funcion / es continua sobre un conjunto 8 (contenido en T) f ) si para cada 
xeS y para cualquier e > 0 existe un d > 0 tal que \f(x)- f(y)\ < e para 
todo ye <x— S, x+ 3) n §. En general, este numero 3 depende tanto 
de x como de e. Si podemos encontrar un 3 que depende solo de s y no 
del punto particular xeS, entonces decimos que f es uniformemente 
continua en 8. 

La nocion de continuidad uniforme no se usara hasta que lleguemos 
a la integracion. Pero la introducimos aqui porque un teorema sobre la 
continuidad uniforme es una de las mas importantes aplicaciones del 
teorema de Heine-Borel. 

6.1 Definicion. La funcion f es uniformemente continua sobre un 
conjunto 8 contenido en By si para cualquier s > 0 existe un 3 > 0 tal que 
para todo xeS 

I f(x) —./(>’)! < « siempre que ye<jc- 3, x+ 3) n 8. 

Ilustraremos esta definicion con algunos ejemplos. 
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6.2 Ejemplo. i,E s uniformemente continua en R? 

Solucion. Tomemos e > 0. Deseamos determinar si existe un 8 > 0 tal 
que, para todo xeR y para todo ye(x-S, x+<5>, 

|/ 2 (x)-/ 2 (j)| = \x 2 -y 2 \ = \x + y\ \x-y\ < e. 

Parece claro que para todo xeR podemos encontrar un <5(x) > 0 tal que 
si |x-j] < <5(x) entonces \x+y\ |x-y| < £. 

Sin embargo, la election de <5(a) dep|ndera de cual sea el punto particular 
xeR. A medida que a se hace mayor en valor absoluto <5(x) debe escogerse 
mas pequeno (figura 4). Asi pues, parece que I 2 no es uniformemente 



Utilizaremos un razonamiento indirecto para probar que f= I no 
es uniformemente continua en R. Supongamos que para un e > 0 dado, 
existiera un <5 > 0 tal que para todo xeR 

\f(x)-J\y)\ = |x+>’| \x-y\ < e 

e <> _ 

siempre que |x —y| < <5. Tomemos ahora x = ~y y — x + ^ tntonces 

( d\S „ d 2e 3 

\/{x)-f(y)\ = (x + y)lx — y\ + 2 J 2 > 2X ' 2 _ § 2 ~ 
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Esta contradiccion muestra que nuestra hipotesis no puede verificarse y que, 
por tanto, / no es uniformemente continua en R. 


6.3 Ejemplo. il 2 es uniformemente continua en <0, 2)? 

Solucion. Tomese e > 0. Deseamos determinar si existe un <5 > 0 tal que, 
para todo xe <0, 2> y para todo ye <x- S,x+5)n <0, 2>, 

\I 2 (x)-I 2 (y)\ = \x 2 -y 2 \ = \x+y\ \x-y\ < a. 

En este caso, como x y y pertenecen a {0, 2/>, |x+_y| no puede crecer 
arbitrariamente. De donde parece que podemos suponer que es posible 
encontrar un b con tal propiedad y que, por consiguiente, I 2 es uniforme¬ 
mente continua en <0, 2>. Demostraremos ahora que tal es el caso. 

Si x y y pertenecen a <0, 2> entonces 

|/ 2 (x)-/ 2 (_v)| = \x+y\ \x-y\ < 4|.v—y|. 

Asi pues, si <5 = e/4, para todo xe <0,2> y para todo ye (x-b, x+S)n <0, 2> 

\I 2 (x)-I 2 (y)\ < 4\x—y\ < e. 

Por tanto, / es uniformemente continua en <0, 2). 

6.4 Ejemplo. i,/ -1 = - es uniformemente continua en <0, 2>? 


Solucion. Tomemos s > 0. Deseamos determinar si existe un b > 0 tal 
que para todo xe<0, 2> y para todo ye (x-b, x + b}n( 0, 2> 


£1 

x y 


l.y-*l 

xy 


< £. 


Como I 1 es continua en <0, 2>, para cada xe<0, 2> existe un b(x) > 0 
tal que si ye (x— b(x), x+ b(x)} n <0, 2) entonces 


1 

x 



\y-x\ 


< e. 


xy 


Sin embargo, a medida que x se hace mas pequeno, 5(x) debe escogerse 
mas pequeno (figura 5). Puede pues esperarse que / no sea uniformemente 
continua en <0, 2>. Supongamos ahora que / es uniformemente continua 
en <0, 2>. Entonces para £ > 0 existe ur. <5 > 0 tal que para todaxe<0, 2> 
y toda ye <x— S, x+ d> n <0, 2) 


l 

x 


1 

y 


\y-*\ 

xy 


< a. 
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Tomemos x e 


0, — } n <0, 2> y ve<0, 2> tal que <5/2 < |x-y| < <5. (Para 
4e/ 

asegurarnos de que tal numero y existe, suponemos 8 < 1. Lo que no 
constituye ninguna restriction.) Entonces 

\y-x I > 8/2 = £ 

xy d_. 2 

4s 



Esto contradice nuestro supuesto y concluimos, por tanto, que / no es 
uniformemente continua en <0, 2). 

Es facil ver que, si 8 es uniformemente continua sobre un conjunto 8, 
entonces / es continua sobre 8. Que lo reclproco no es cierto, en general 
se muestra en el ejemplo 6.4. Sin embargo, si una funcion es continua en un 
intervalo cerrado [a, b ], entonces es uniformemente continua en [a, b], 

6.5 Teorema. Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b\, entonces f 
es uniformemente continua sobre [a, b], 

Prueba. Tomese £ > 0. Deseamos demostrar que existe un 5 > 0 tal que, 
para todo xe[a,b\ y para todo ye<x— 8, x+<5>n[a, b\, |/(x)— f{y)\ < e. 
Como/es continua sobre [a, b ], para cada xe[a, b\ existe un numero positivo, 
al que denotaremos por <5(x) para enfatizar su dependencia de x, tal que 
siempre que ye <x— 8(x), x+ <5(x)} n [a, b] 

i/(*)-/(y)l < e/2. 
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Podria pensarse en tomar como <5 el inf {6{x)\xe[a, 6]}. Sin embargo, esto 
no funcionaria ya que tal infimo puede ser 0. Lo que haremos es emplear 
el teorema de Heine-Borel para obtener un conjunto finito de numeros 
positivos y tomar como <5 el elemento mlnimo de este conjunto finito. 
Denotemos por 3 (jf; <5(-v)) al intervalo abierto <x— c>(,y), x+(5(.y)> y 
/ <5(.v)\ / 3(x ) 3(x)\ 

por (jl a; ~y~J a ( x — -y~, ,v + —— ). El conjunto de intervalos abiertos 



|xe[<7, b\ 


cubre a [a, b\. Luego por el teorema de Heine-Borel, 


un subconjunto infinito 


Mi_ , 

V A > J I ^ L • • • 5 


cubre a [a, b]. Sea 5 el 


minirno de los numeros 


$( x k) 

2 


, k = 


1, Entonces 3 es positivo. 


Tomemos ahora dos puntos cualesquiera x y y en [a, b ] tales que 
\x-y\ < 3. Como = 1, nj cubre a [a, b], 

para algun k(k =- Ademas 


ly-**l = | y-x + x-x k \ < ly-xj + lx-xj < 3 + 


3(x k ) 


^ 3{ x k) ■ 


Por tanto, ambos, x y v estan en 2 (,v* ; <5(.Y k )) y por tanto 


|/(x)-/(.v,)| < s/2 

y 

I/O’)-/(**)! < e/2. 


Luego 


= \m-f(x k )+f(x k )-f(y)\ 

< I f(x)-f(x k )\ + | f(x k )-f(y)\ 

< e/2 + e/2 


As! pues, para cualquier e > 0 hemos demostrado que existe un <5 > 0 tal 
que para todo xe[a, b\ 

\f(x)-f(y)\ < e 

siempre que ye(x— 3, .v+5)n[a, b], Esto completa la prueba. 


Problemas 

1. Demuestrese que la funcion identica / es uniformemente continua 
en R. 
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2. Demuestrese que I 1 = - es uniformemente continua en [a, oo] 
donde a > 0. 

3. Demuestrese que si existe un numero positivo M tal que, para x y y 
en S cualesquiera, 

I/M-/MI < M\x-y\ 
entonces / es uniformemente continua sobre S. 

4. Las siguientes funciones / son uniformemente continuas sobre los 
conjuntos S dados. Para e > 0, determinese un (5 > 0 especifico tal que 
para todo xeS 

| f(x)—j(y)\ < e siempre que^e<x— 6, x+5}nS. 
a) I 3 ; S = [0,2] b) I 1 ' 2 - S = [2, 4], 

5. Demuestrese que si S<= S y / es uniformemente continua sobre S, 
entonces / es uniformemente continua sobre S. 

6. ^Es la funcion / definida por f{x) = x 3 uniformemente continua 
sobre <0, 3)? 

7. Si / y g son uniformemente continuas sobre un conjunto S, muestrese 
que f+g es uniformemente continua sobre S. 

7. ALGUNOS TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS 

Probaremos ahora algunos teoremas importantes sobre funciones 
continuas. Primero damos algunas definiciones. 

7.1 Definicion. Una funcion f se dice que esta acotada superiormente, 
acotada inferiormente, o acotada sobre un conjunto S contenido en el dominio 
de la funcion si el conjunto de valores de la funcion, {/(.v)|xeS}, es 
superiormente acotado, inferiormente acotado o acotado, respectivamente. 

7.2 Definicion. El supremo de f en S, denotado por sup /, es el supremo 

del conjunto {/(x)|xeS}. s 

7.3 Definicion. El infimo de f en 8, denotado por inf /, es eI infimo del 

conjunto {/(x)|.veS}. 8 

7.4 Teorema. Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b\, entonces f es 
acotada sobre [a, b\. 

Prueba. Tomese xe[a, b\. Como / es continua en x, existe un numero 
<3(x) > 0 tal que siempre que ye[a, b] n <x— 5(x), x+ i5(x)> entonces 

1/00-/Ml < 1 

o 

7.5 I/Ml < I/M0+1 
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por la desigualdad del triangulo. Escribimos d(x) en lugar de 5 para senalar 
expllcitamente que <5 depende de x. Denotemos el intervalo abierto 
<x-<5(x), x+<5(x)> por 3(x;<5(x)). La coleccion {30; <5(x))|xe[a, 6]} 
cubre [a, b ]. Entonces, por el teorema de Heine-Borel, una coleccion finita de 
estos intervalos abiertos cubre a [a, b], digamos {30 l <50,0)1 k- 1 
Si M es el mayor de los numeros |/(x*)|+I, k = 1, .... n, entonces para 
todo ye[a , ft], |/(>)| < M. Para ver que esto es cierto tomemos un ye[a, b], 
Entonces >’£30*; <50*)) para algun k entre 1 y n. Usando 7.5, obtenemos 

1/001 < 1/001 +1 < m. 

Luego / es acotada sobre [a, b\. 

Notese el papel jugado por el teorema de Heine-Borel en esta prueba. 
La funcion / es acotada sobre cada intervalo 30; <5(x)) por |/0)| +1. 
Como una cota para la funcion / sobre el intervalo total [a, b\ no podemos 
tomar 

sup {|/0)l + J Ue[a, b}} 

ya que este supremo puede que no exista. Por el teorema de Heine-Borel 
obtenemos un numero finito de intervalos que cubren a [a, b]. Entonces el 
mayor elemento del conjunto {|/0*)I + 1|&= 1,sera una cota 
para / sobre el intervalo total [a, b\. 

Si una funcion es continua sobre un intervalo cerrado [a, 6]. entonces /es 
acotada sobre este intervalo y, por tanto, tiene un supremo y un infimo 
sobre [a,b]. Una pregunta de interes: ^alcanza la funcion su infimo y su 
supremo sobre [a, b}1 Es decir, ^son el supremo y el infimo del conjunto 
{/(■*)I*g| \a, ft]} elementos del conjunto? Se contesta a ello en el siguiente 
teorema. 


7.6 Teorema. Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, ft], entonces 
existen pantos x 0 y x, en [a, ft] tales que f(x 0 ) = sup f y /(x,) = inf /. 

[a, 6 ] 


Prueba. Demostraremos que existe un x 0 e[a, ft] tal que f(x 0 ) = sup / 

[ 0 , 6 ] 

por medio de una prueba indirecta. La prueba de la otra parte del teorema 
es analoga y se deja al estudiante (problema 3). 

Sea M = sup / y supongamos que para todo xe[a, ft], /(x) / M. 


Entonces la funcion g 


1 

M-f 


es continua sobre [a, ft] (teorema 6.4 del 


capitulo 8, pag. 366). Por tanto, segun el teorema 7.4, g es acotada sobre 
[a, ft] y, por tanto, existe un numero positivo c tal que 


I .(/Ml = 



M-/(x) 


c 
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para todo xe[a, b\. De modo que, para todo xe\a, b\, 

f(x) < M — -. 

c 


Esto contradice el hecho de que M = sup /. Luego nuestro supuesto no 

[a, fc] 

puede verificarse. Es decir, existe un x 0 e[a, b] tal que f(x 0 ) = M — sup f. 

El teorema 6.7 nos dice que, sobre un intervalo cerrado, una funcion 
continua alcanza su supremo y su Infimo al menos en un punto. Desde 
luego, puede alcanzar estas cotas en mas de un punto de [a, b\. 

Los siguientes ejemplos muestran que la hipotesis de que / sea continua 
y la de que el intervalo sea cerrado, son, ambas, necesanas en el teorema 7.6. 

La funcion / definida por f(x) = x-[x] no alcanza a su supremo en el 
intervalo [0, 1]. Esta funcion no es continua sobre [0, 1]. 

La funcion identica I no alcanza a su supremo 1 sobre [0, 1>. 

Si combinamos los resultados de los teoremas 7.6 y 4.6, pag. 435, 
podemos afirmar que la imagen de un intervalo cerrado y acotado [a, b] bajo 
una funcion continua es un intervalo cerrado y acotado. 

el intervalo [/(*,), /(*„)] donde fix,) = inf / y f(x 0 ) = sup /. 

[a, b] 1.0. 

No podemos reemplazar “cerrado” por “abierto” en este enunciado; la 
funcion seno mapea <0, 27 r> sobre [- I, 1] e/" 1 mapea <0, 1> sobre <1, co>. 

En el siguiente capitulo nos ocuparemos del problema de encontrar los 
valores maximo y minimo de una funcion. Definimos ahora el maximo y 
el minimo de una funcion sobre un conjunto y volveremos a dar el enunciado 
del teorema 7.6 en esta terminologia. 


7.7 Definicion. Si S es un conjunto contenido en el dominio de la funcion /, 
entonces se dice que f tiene un (valor) maximo sobre S si existe un elemento 


x 0 e S tal que 


fix 0 ) > fix) 


para todo xe 8. 

Una definicion analoga puede darse para el (valor) minimo de una 

funcion sobre un conjunto. 

El teorema 7.6 puede, pues, reformularse como sigue. 

7.8 Si f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b] entonces f tiene un 
maximo y un minimo sobre [a, b]. 


Problemas 

1. iSon las siguientes funciones superiormente acotadas, inferiormente 
acotadas, acotadas sobre el conjunto dado S ? 

a) 7 2 , S = < —3,2> b) I~\ S = <0, 4] 

c) r 2 , s = [3, co> d) tan, 8 = <0, tt/2>. 
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2. Encuentrese sup / e inf / (si existen) para las funciones y conjuntos 

s s 

dados en el problema 1. 

3. Pruebese que: si / es continua sobre el intervalo cerrado [a,b] 
existe un punto x l e[a, b ] tal que f(x,) = inf f. 

[a> t >] 

4. ^Tiene la funcion / definida por f(x) — |.v| un maximo y un mlnimo 
en el intervalo abierto < - 1, 1 > ? 

5. Encuentrense Ios valores maxjmo y minimo de la funcion / sobre 
[0, 3] cuando / esta definida por 

a) f(x) = 3 x+a b) f{x) = -x 

c ) /(*) = 4x 2 + $x — 2 d ) f(x) = x 2 — 4x+5 

£) f(X) = ^4 ^ /W = -v 3 + 2x —5. 

6. Pruebese que: si / y g son acotadas sobre S y, para todo .xeS, 
f(x) < g(x), entonces 

inf / < inf g y sup / ^ sup g. 

S S S S 

7. Pruebese que: si / esta acotado sobre S y c es una funcion constante, 
entonces 


sup (c/) = c sup / e inf ( cf ) = c inf / si c > 0 


sup (cf) = c inf / e inf (cf) = c sup / si c < 0. 
s cS 8 s 

8. Pruebese que: si f y y son acotadas sobre S, entonces 

SU P (f+g) < sup / + sup g 
S 8 8 

e 

inf (f+g) > inf /+ inf g. 

S S s 


8. RESUMEN 

En este capitulo hemos completado nuestra discusion de los axiomas 
para el sistema de los numeros reales introduciendo el axioma del supremo. 
Las consecuencias de este axioma nos dan una buena imagen de la estructura 
del sistema de los numeros reales. Por ejemplo, sabemos ahora que cualquier 
numero real se encuentra entre dos enteros consecutivos y que entre dos 
numeros reales distintos hay infinitos numeros racionales e infinitos numeros 
irracionales. 

El axioma del supremo nos permite tambien establecer propiedades 
globales de funciones continuas. Ejemplos de tales propiedades son la 
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propiedad del valor intermedio y el hecho de que una funcion continua 
sobre un intervalo cerrado [a, b ] es uniformemente continua y acotada sobre 
[a, b\ y tiene un maximo y un mlnimo en [a, b]. 

El teorema de Heine-Borel es de importancia para nosotros como un 
instrumento mas que por si mismo. Con frecuencia es conveniente usar 
este teorema en lugar del axioma del supremo. 


Problemas de repaso 

1. Si a y b son dos numeros positivos cualesquiera, demuestrese que 
existe un entero positivo n tal que a < 2" b. 

2. Determlnese el sup S y el Inf S cuando 


S H- 
12 " 


n, un entero positivo cualquiera 


Veriflquese que las contestaciones dadas satisfacen las definiciones de 
sup S e Inf S. Tiene S un elemento maximo y un elemento mlnimo? 


3. Hagase lo mismo que en el problema 2 cuando 

1 


§ = ?!+(-!)" 


2 " 


n, un entero positivo 


4. Demuestrese que si el Infimo c de un conjunto S es un elemento de S, 
entonces S tiene un elemento mlnimo y c es el elemento mlnimo. 

5. Demuestrese que si el Infimo c de un conjunto S no es un elemento 
de S, entonces c es un punto de acumulacion de S. 

6. Demuestrese que el rango de la funcion tangente es el total de la 
recta < — oo, oo>. 

7. ^Cual es el rango de la funcion secante? 

8. Obtenganse las ralces de la ecuacion 

x 2 + 2x — 2 = 0 


con un error menor que 0.01. 

9. Sea S = <1, 2> y 3* = (x- S, x+S) donde S es un numero positivo. 
<,Cubre a S el conjunto de los intervalos abiertos {TJjce<l, 2>}? En caso 
afirmativo, ^.cubre a S un subconjunto finito de (5 x |xe<l, 2>}? 

*10. Pruebese que si / es uniformemente continua sobre el intervalo 
abierto b) entonces / es acotada en (a, by. 
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Capitulo 



Aplicaciones 
de la derivada 


1. INTRODUCTION 

Cuando la derivada se introdujo por primera vez en el capitulo 8 
discutimos su interpretation como velocidad de una particula y como 
una funcion que nos daba la pendiente de una curva. En este capitulo damos 
algunas aplicaciones mas de la derivada, asi como la fundamentacion 
teorica necesaria para estas aplicaciones. La determination de los valores 
del maximo y el minimo y el problema del trazado de la grafica de una 
funcion son los problemas fundamentales que aqui consideraremos. 
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2 . mAximos y minimos 


El teorema 7.6 del capltulo 9, pag. 444, alirma que una funcion continua 
sobre un intervalo cerrado tiene un maximo y un minimo en el intervalo. 
Sin embargo, este teorema no nos da un metodo para encontrar los valores 
del maximo y el minimo. El problema de determinar estos valores se 
considerara en esta seccion. 

Las nociones de valores maximo y minimo relativos de una funcion son 
utiles en la solucion de este problema. Una funcion tiene un maximo 
relativo en el punto c si /(c) es mayor que o igual al valor de la funcion 
en cada uno de los puntos de una vecindad de c. Una vecindad de un 
punto se define como sigue: 

2.1 Definicion. Una vecindad de x denotada por JV’(.v) es un intervalo 
abierto que contiene a x. 

Entonces, la definicion de maximo relativo es: 

2.2 Definicion. Una funcion f tiene un maximo relativo en un punto c si 
existe una vecindad de c, JV(c), tal que para todo x en J'P(c) y en el dominio 
de f 

Ax) < /(c). 

Un numero tal /(c) se llama (valor) maximo relativo de la funcion. Un 
(valor) minimo relativo de la funcion se define de un modo analogo. 

2.3 Definicion. Los valores extremos de una funcion son los maximos y 
minimos relativos de la funcion. 

Si / es la funcion definida en el intervalo cerrado [a, b\ con la grafica 
que se ilustra en la figura 1, entonces / tiene maximos relativos en los 



valores a, r 2 , y i 4 , y minimos relativos en x ,, x 3 , y b. Notese que en este 
ejemplo los valores extremos aparecen o en los puntos extremos del intervalo 
o en puntos donde la derivada es cero (la recta tangente es horizontal) o 
en puntos donde la derivada no existe. La geometria de las curvas sugiere 
que estas son las unicas posibilidades. 


450 Cap. 10 Apiicaciones de la derivada 



2.4 Teorema. Si 1), la funcion f tiene un valor exlremo en c; 2), / esta 
definida en una vecindad de c; y 3), /'(c) existe, entonces /'(c) = 0. 

Prueba. Supongamos que / tiene un maximo relativo en c. (La prueba 
para el caso en que lo que / tiene es un minimo relativo es analoga.) Existe 
un numero q > 0 tal que /esta definido sobre <c — t], c + q ) y, para todo 
xe(c — t],c+t]}, f(x ) < f(c). Luego para todo /re<0, r/>, 

f(c + h)-f(c) < Q 

h 

y, por tanto, f' + (c) < 0. Para todo /re < — >7, 0), tenemos 

/(c + ft)-/(c) Q 
h 

y, por tanto, /'"(c) ^ 0. Como /'(c) existe por hipotesis, /' + (c) = /'~(c)y, 
por tanto, /'(c) = 0. 

Este teorema confirma nuestra conjetura. Es una consecuencia inmediata 
del teorema que los valores extremos de una funcion definida sobre un 
intervalo pueden aparecer solamente en 1) puntos donde la derivada es cero, 
2) puntos donde la derivada no esta definida, o 3) puntos extremos del 
intervalo si es que pertenecen al intervalo. Tales puntos se llaman puntos 
criticos. 

2.5 Definicion. Los puntos criticos de una funcion definida sobre un 
intervalo son los puntos del intervalo donde la derivada o es cero o no 
existe, y tambien los puntos extremos del intervalo si es que pertenecen al 
intervalo. 

Ndtese, sin embargo, que una funcion no tiene necesariamente un 
valor extremo en cada punto critico. Por ejemplo, consideremos la 
funcion I 3 sobre el intervalo cerrado [—1, 1]. La derivada de esta funcion 
es cero en 0, pero la funcion no tiene un valor extremo en 0 (figura 2). 

Tenemos, pues, que los valores extremos de una funcion pueden solo 
ocurrir en puntos criticos,- pero no 
necesariamente todo punto critico 
corresponde a un valor extremo de la 
funcion. 

Volviendo al problema de deter- 
minar los valores maximo y minimo de 
una funcion continua sobre un inter¬ 
valo cerrado, es claro que estos valores 
maximo y minimo deben ser valores 
extremos, de donde solo pueden aparecer 
en los puntos criticos de la funcion 
sobre el intervalo dado. Si el numero 
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de puntos criticos es finito, como ocurrira en todos los casos que vamos 
a considerar, entonces calculamos el valor de la funcion en cada uno 
de los puntos criticos y el mayor de estos numeros es el maximo y el 
menor es el minimo. 


2.6 Ejemplo. Encuentrense los valores maximo y minimo de la funcion / 
definida por f(x) = x—2x 113 sobre el intervalo [—1,2]. 

Solucion. Para determinar los puntos criticos de / sobre [—1,2] 
encontramos la derivada de /: 

/'(*) = \-x~ 213 , x*0. 

Observamos que /' deja de existir tan solo en 0 y que /' se anula tan solo 
en +1. Por tanto, los puntos criticos de / sobre el intervalo [—1,2] son 
— 1,0, 1,2. Calculando el valor de / en cada uno de los puntos criticos, 
tenemos 

/(-l) = 2 
/(0) = 0 
/(l) = -2 

/(2) = 2-3 </2 > -2. 

Asi pues, /(—1) = 2 es el maximo y /(1) = -2 es el valor minimo de la 
funcion / sobre [— 1 , 2 ]. 

2.7 Ejemplo. Determinense las dimensiones y el volumen de un cilindro 
circular recto de volumen maximo entre los inscritos en una esfera de 
radio a (figura 3). 


Solucion. El volumen de un cilindro circular recto de radio r y altura h 

es nr 2 h. Como el radio y la altura de un 
cilindro circular recto inscrito en una esfera 
de radio a satisface la relacion 

r 2 = a 2 — (hj2) 2 , 

la funcion altura-volumen V esta dada por 
V{h) = n(a 2 -h 2 \4)h , /ie[0, 2 a] 

donde V(h) es el volumen del cilindro inscrito 
de altura h. Calculando la derivada, tenemos 

V'(h) = n{a 2 -ih 2 ), he[0,2a). 

V'{h) existe, pues, en todo punto de [0, 2a] y 

2a 

es cero solamente en h — —Por tanto, los puntos criticos son 0, ~ 7 =,y 2a. 

V ’ v 
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Calculando el valor de V en estos puntos, tenemos: V(0) = 0, V(2a/yj3) 

4 4 3 , 

= - a 3 , y V(2a) — 0. As! pues, el volumen mayor es ~z~]\ na y las 

3J3 

2a /T 

dimensiones del cilindro con este volumen son h = y r — y/ia. 


Problemas 

1. Determlnense los valores maximo y minimo de las siguientes funciones 
sobre los intervalos cerrados que se senalan: 

a) /= — 4/ 2 + 8 /—2; [0, 3] />) /(*) = 1 -x 213 ; [-2, 2] 

c) /= / 4 + 2/ 2 -3; [-2,2] d) f(x) = ^; [0, 3] 

e) /(x) = (x+l) 1 / 2 (x-2) 1 / 3 ;[0, 4] /) / = 3 / 3 + /; [- 1, 1] 

g ) / = sen + cos; [ 0 , 2 tt] /i) /(x) = x 2 — |x|; [— 1 , 1 ] 

i) f = sec; [-tt/4, 7 r/ 4 ]. 

2. Si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y f'(a)> 0, 
demuestrese que / tiene un minimo relativo en a. 

3. Si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y f'(b)< 0, 
demuestrese que / tiene un minimo relativo en b. 

4. Pruebese que la interseccion de dos vecindades, A^Cx) y A° 2 (x), de 
un punto X es tambien una vecindad de x. 

5. Encuentrense las dimensiones y el volumen de un cono circular recto 
de volumen maximo entre los inscritos en una esfera de radio a. 

6 . Encuentrense las dimensiones y el volumen de un cilindro circular 
recto de volumen maximo entre los inscritos en un cono circular recto de 
radio a y altura b. 

7. Va a construirse una caja sin tapa con una lamina cuadrada de a 
centimetros de lado cortando un cuadrado de lamina en cada esquina y 
doblando hacia arriba la lata para formar los lados de la caja. Encuentrese 
la caja de volumen maximo que puede hacerse de este modo. 

8 . Se tiene que hacer una caja de una lamina de lata de forma rectangular 
de dimensiones 12.20 cm x 36.60 cm en la forma descrita en el problema 7. 
Encuentrese cual es la caja de mayor volumen que puede hacerse de este 
modo. 
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9. Encuentrense las dimensiones del rectangulo de maxima area que 
puede inscribirse en una circunferencia de radio r. 

10. Si la fuerza de una viga de seccion rectangular varia directamente 
con el ancho y el cuadrado de la altura, encuentrense las dimensiones de la 
viga mas fuerte que puede sacarse de un tronco redondo de diametro d. 

11. Una cabana esta en el bosque a \ kilometro de un camino recto y 
un hombre esta a 2 kilometros camino abajo del punto del camino mas 
cercano a la cabana. Si el hombre puede caminar 5 kilometros/hora por el 
camino y 3 kilometros/hora por el bosque, ^donde debe dejar el camino 
para alcanzar la cabana en el tiempo mas corto ? 

12. Un hombre tiene 300 metros de alambre para cercar tres lados de 
un terreno de ^iorma rectangular. El cuarto lado lo formara sobre una 
cerca ya existente. Encuentrense las dimensiones del terreno de area 
maxima que puede cercar. 

13. Un triangulo isosceles tiene lados de longitudes 8. 8, y 12. 
Encuentrese el rectangulo de maxima area que puede inscribirse en el 
triangulo con un lado a lo largo del lado del triangulo que tiene la 
longitud 12. 

14. Un triangulo tiene lados de longitudes 8, 10, y 12. Encuentrese el 
rectangulo de maxima area que puede inscribirse en el triangulo con un 
lado a lo largo de aquel lado del triangulo que tiene longitud 12. 

*15. En un almacen se va a abrir un pasillo perpendicular a uno ya 
existente de 8 metros de ancho. iQue ancho debe darse al pasillo para que 
una varilla de acero de 27 metros de largo pueda moverse de un pasillo a 
otro en una posicion horizontal? 

3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

En la seccion anterior desarrollamos un metodo para encontrar los 
valores maximo y minimo de una funcion continua sobre un intervalo 
cerrado usando los puntos criticos de la funcion. Para los propositos de 
dibujar la grafica de una funcion, y tambien para encontrar el maximo y 
el minimo de una funcion que no esta restringida a un intervalo cerrado 
es conveniente desarrollar criterios que nos permitan comprobar si un 
punto crltico es un punto maximo o minimo relativo de la funcion. El 
desarrollo de un tal criterio va a depender del teorema del valor medio. 

Probaremos primero un caso particular del teorema del valor medio 
llamado teorema de Rolle. 

3.1 Teorema. (Teorema de Rolle.) Supongamos que f es continua en [a, b] 
donde a < b, y di/erenciable en <a, b > y /(a) = 0 = f(b). Entonces existe 
un punto ce < a , b ) tal que f'(c) = 0. 
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Geometricamente, el teorema de Rolle es ciertamente plausible. Si la 
grafica de una funcion continua cruza el eje X en dos puntos y tiene una 
tangente en todo punto entre estos dos, debe entonces tener una tangente 
horizontal en algun punto intermedio (figura 4). Notese que el teorema 
de Rolle asegura la existencia de al menos un punto con tangente horizontal. 
Puede que haya mas de un tal punto. 



Pruf.ba de 3.1. Si f(x) = 0 para todo xe(a, b >, entonces escoger como c 
cualquier punto de < a , by (ejemplo 8.6 del capitulo 8, pag. 378). 

Si /O) > 0 para algun xe(a, by. sea c un punto sobre [a, b ] donde / 
alcance su maximo (7.8, pag. 445). Entonces, como /(c) >0 mientras 
que f(a) = 0 = f(b), tenemos que ce<a, by. Como / esta definido en la 
vecindad < a , b} de c y /'(c) existe, por el teorema 2.4 tenemos /'(c) = 0. 

Si f(x) < 0 para algun xe(a, by. hacemos que c sea un punto de [a, b] 
donde / tome su valor minimo. Entonces, razonando como en el caso 
anterior vemos que /'(c) = 0. 

La condicion de que /' exista en todo punto de (a, by es necesaria para 
la validez del teorema de Rolle. La funcion / defimda por f(x) = 1 - |x| 
satisface todas las condiciones del teorema de Rolle sobre el intervalo 
[—1, 1], excepto que /' no existe en 0 (figura 5). Es claro que /' no es 
igual a cero en ningun punto del intervalo < — 1, 1). 

El hecho de que / deba ser continua sobre [a. h] para que el teorema de 
Rolle sea valido, queda demostrado por la funcion definida por f(x) = x-[jc] 
en el intervalo [0, 1], Esta funcion tiene derivada igual a 1 en (0, 1) y 
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satisface todas las condiciones del teorema de Rolle, excepto que no es 
continua en 1 (figura 6). 

Usando ahora el teorema de Rolle podemos probar el teorema del 
valor medio muy facilmente. 

3.2 Teorema. (Teorema del valor medio.) Si f es continua en \a, b] 
donde a < b y diferenciable sobre (a, b'), entonces existe un punto ce(a, by 
tal que 

f(b)-f(a) = (b — a)f(c). 

La expresion —- es la pendiente de la recta que une los puntos 

A = (a, f(a )) y B = (b, f(b )) (figura 7). Asi pues, el teorema del valor 
medio afirma que, si la grafica de una funcion tiene una tangente en cada 
punto entre a y b, la pendiente de la tangente en algun punto entre ay b debe 
ser la misma que la pendiente de la recta que une A y B. 



Prueba de 3.2. Introducimos una nueva funcion g que satisface las 
condiciones del teorema de Rolle, definida por 

8(x) =/(x)-/(a) - £ £hJS a \ x -a). 

b — a 


Notese que g{x) es la diferencia entre el segundo elemento del punto 
(x, f( x )) sobre la grafica de la funcion f y el segundo elemento del 

punto ( x, f(a) + ( x — a )) de la recta que contiene A y B. 

Claramente g(a) = 0 = g(b ) y g es continua en [a, b], Como 


g’(x) = fix) 


m-m 

b — a 


y / es diferenciable en <a, by, g es diferenciable en <a, by. Luego, por el 
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teorema de Rolle, existe un punto ce(a, b > tal que g'{c) = 0. Volviendo 
a escribir esto en terminos de /, tenemos 


f'ic) 


m-m 

b — a 


m-m = (b-a)f(c). 


Problemas 

1. Encuentrense, para las siguientes funciones e intervalos, el numero o 
numeros que pueden usarse por c en el teorema del valor medio. 

a) /= 3/+2;[l,4] b) / = I 2 + 2I\ [0, 3] 

c)/=/ 2 + 4; [-2, 2] d) / = / 3 ; [1, 3] 

e) f = cos; [0, n/2]. 

2. Demuestrese que si una particula se mueve sobre una linea recta y 
vuelve a su posicion original, entonces su velocidad debe ser cero en algun 
momento. Es una hipotesis fisica que la funcion de posicion de una 
particula en movimiento es diferenciable en todo instante. 

3. Demuestrese que sen x<x para todo xe[0, co>. (Sugerencia : 
apliquese el teorema del valor medio a la funcion / = sen —I sobre el 
intervalo [0, x].) 

4. Pruebese que si /' existe sobre un intervalo abierto <a , b > y es 
acotada sobre este intervalo, entonces / es uniformemente continua 
sobre <a, b ). 


4. APLICACIONES DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Si la derivada de una funcion es cero sobre cada uno de los puntos de 
un intervalo, entonces la grafica de la funcion tiene una tangente horizontal 
en cada punto del intervalo y pareceria que la funcion debe ser constante en 
el intervalo. La consideracion de la derivada de la funcion en un punto 
nos da solo una informacion “local”, es decir, una informacion acerca de 
la funcion en una vecindad del punto. De esta informacion local en cada 
punto de un intervalo queremos deducir una propiedad “global” de la 
funcion, es decir, una propiedad de la funcion sobre el intervalo. El teorema 
del valor medio es la herramienta que nos permite establecer la deduction 
deseada. 


4.1 Teorema. Si f = 0 sobre un intervalo 3, entonces f es una constante 
sobre J. 
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Prueba. Supongamos que 3 consiste de al menos dos puntos; en otro 
caso el teorema es trivial. Sean x 1 y x 2 puntos de 3 tales que x, < x 2 . 
Entonces, segun el teorema 8.10 del capitulo 8, pag. 379, / es continua en 
[•*q,x 2 ]. Es claro, ademas, que / es diferenciable en <x,, x 2 >. Usando el 
teorema del valor medio 

f( x 2 )—f(Xi) = (x 2 —Xi)/'(c), para algun ce<x,,x 2 >. 

P°r tanto, f(x 2 )—f(x l ) = 0 y /(x t ) = /(x 2 ). Como x l y x 2 son dos puntos 
cualesquiera de 3, / ha de ser una constante en 3. 

Una consecuencia inmediata de este teorema que es de importancia en 
las ecuaciones diferenciales (vease pag. 405) es la siguiente. 

4.2 Corolario. Si f y g son diferenciables sobre un intervalo 3 y f = g' 
sobre 3, entonces existe una constante k tal que 

f = g + k (sobre 2)- 

Dejamos para el estudiante la prueba de este corolario (problema 3). 

Si la derivada de una funcion no cambia de signo en un intervalo, 
entonces esto nos da informacion concerniente al caracter de la funcion. 
Por ejemplo, si la derivada de una funcion es positiva en todos los puntos 
de un intervalo, entonces la grafica de la funcion tiene una tangente con 
pendiente positiva en cada punto y es de esperar que la funcion sea creciente 
en el intervalo. Despues de definir algunos terminos, probaremos un 
problema de esta naturaleza. 

4.3 Definicion. Una funcion f se dice que es no decreciente sobre un 
conjunto S si /(x,) < /(x 2 ) para x t y x 2 cualesquiera en 8 tales que xq < x 2 . 

4.4 Definicion. Una funcion f se dice que es creciente sobre un conjunto S 
si /(Xj) < /(x 2 ) para todo x l y x 2 en 8 tales que x y < x 2 . 

Notese que si una funcion es creciente, entonces es no decreciente. 
Definiciones analogas pueden darse de funciones no crecientes y decrecientes. 
Dejamos al estudiante la labor de formularlas. 

4.5 Definicion. Una funcion f se dice que es monotona sobre un conjunto 8 
si es o no decreciente o no creciente en S. 

4.6 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3 y /'(x) > 0 en todo 
punto interior de 3, entonces f es no decreciente sobre 3- 

Prueba. Sean x, y x 2 en 3 tales que x t < x 2 . Por el teorema del valor 
medio tenemos 

f(x 2 )-f(x i) = (x 2 -x,)/'(c) para algun C6<x,, x 2 >. 
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Entonces 


fix 2 )-fix i) > 0 

y 

fix 2) > fix 1). 

Como esto es cierto para dos puntos cualesquiera x l y x 2 en 3 (donde 
x l < x 2 ), f es no decreciente sobre 3- 

4.7 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3 y fix) < 0 para todo 
punto interior de 3, entonces f es no creciente sobre 3- 

La prueba de este teorema es analoga a la prueba del teorema 4.6 y se 
deja al estudiante (problema 7). 

Algunos otros teoremas analogos en naturaleza a los teoremas 4.1, 
4.6 y 4.7 aparecen en la lista de problemas para esta seccion. 

Problemas 

1. Si f’{x) = 0 para xe<l, 5> y /(2) = -3, <,que puede decirse acerca 
de los valores de / sobre <1, 5)? 

2. Si f{x) = 0 para xe<l, 5>u <7, 10) y /(2) = -3, £que puede 
decirse de los valores de / sobre <1, 5) u <7, 10) ? 

3. Pruebese el corolario 4.2. 

4. Determinense todas las soluciones de la ecuacion diferencial 
y'ix) = 4 x. 

5. Determinese la solucion de la ecuacion diferencial y'ix) — 4x que 
contiene al punto (1, 5). 

6. i,Tiene la ecuacion diferencial 

y'(x) = — , x A 0 
x 

una solucion unica que pase por el punto (—1,3)? Justifiquese la respuesta. 

7. Pruebese el teorema 4.7. 

8. Por el problema 3 de la seccion 3, pag. 457, sabemos que sen x ^ x 
para xe[0, 00 >. Demuestrese que 

a) cos x > 1 —jx 2 , xe[0, oo> 

b) sen x > x —^x 3 , xe[0, oo> 

c) cos x < 1— ix^+^-x 4 , xe[0, 00 ) 

d) sen x < x —^x 3 + T -~-p-x 5 , xe[0, 00 ). 
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9. Pruebese el siguiente teorema: si / es continua sobre un intervalo 3 
y /'(•*) = 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es constante 
sobre 3- 

10. Pruebese el siguiente teorema: si / es continua sobre un intervalo 3 
y fix) > 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es creciente 
sobre 3- 

11. Pruebese el siguiente teorema: si / es continua sobre un intervalo 3 
y /'(•*) < 0 para todos los puntos interiores de 3, entonces / es decreciente 
sobre 3- 

*12. Si / es continua y univalente sobre un intervalo cerrado [a, Z>] 
donde a < b, entonces/es una funcion o creciente o decreciente sobre [a, b], 

Sugerencia. Como / es univalente sobre [a, b], f(a) ^ j(b). Supon- 
gamos que f(a) < f(b). Entonces / es creciente sobre [a, b], Primero 
demostramos que f(a) es el minimo de / sobre [a, b\. Si existe un punto 
xe<a, b)> tal que/(x) < /(a), entonces, por el teorema del valor intermedio 
existe un punto ye (x, by tal que f(y) = /(a). Esto contradice la univalencia 
de / sobre [a, b) y nos muestra, por tanto, que /(a) es el minimo de / 
sobre [a, b\. Supongamos ahora que existen puntos x l y ,v 2 en [a, b ] tales 
que .Y] < x 2 y /(x^ > f(x 2 ). Entonces, de acuerdo con el teorema del 
valor intermedio existe un punto ye (a, Xj) tal que f(y) = f(x 2 ). Esto 
contradice la univalencia de /sobre [a, &]. Por tanto, / es creciente en [a, b]. 


5. mAximos y MINIMOS relativos 

Tenemos ahora los teoremas basicos necesarios para el desarrollo de 
procedimientos para determinar si un punto critico c, que no es un punto 
extremo del dominio de una funcion /, es un maximo o un minimo relativo 
de la funcion. En el primer metodo consideramos los valores de la 
derivada en una vecindad de c. Por ejemplo, si en una vecindad de c 
la derivada es positiva en puntos a la izquierda de c y es negativa en puntos 
a la derecha de c, entonces / es creciente a la izquierda de c y decreciente a la 
derecha de c (figura 8). Asi pues, con tal de que /sea continua en c, f tiene 
un maximo relativo en c. 



460 Cap. 10 Aplicaciones de la derivada 




5.1 Teorema. Si c es un punto critico de f y si existe un intervalo [a,b] 
con ce < a, b) tal que / es continua sobre [a, b ] y 

1) /' O) > 0 para xe < a , c> y /' (x) < 0 para xe <c, by, entonces f tiene 
un maximo relativo en c; 

2) f'(x) < 0 para xe < a , c> y f'{x) ^ 0 para xe <c, by, entonces f tiene 
un minimo relativo en c; 

3) f'{x) > 0 para xe(a,c> y f'(x) > 0 para xe{c,by o f'(x) < 0 
para xe {a, c> y f'(x) < 0 para xe(c, by, entonces f no tiene ni un 
maximo ni un minimo relativo en c. 

Prueba 

1) Como f'(x) ^ 0 para xe<a,c>, / es no decreciente sobre [a, c\ 
(teorema 4.6). De donde 

f(x) < /(c) para toda xe (a, c>. 

Como f'(x) < 0 para xe<c, by, f es no creciente sobre [c, b] (teorema 4.7). 
De donde 

f(x) < /(c) para toda xe <c, by . 

Asi pues, /(x) < /(c) para toda xe <a, by y f tiene un maximo relativo en c. 

2) La prueba de esta parte del teorema es analoga a la de la parte (1). 

3) Por el problema 10 de la seccion 4, si /'(x) > 0 para xe(a, c> 
entonces/es creciente en [a, c] y si/'(x) > 0 para xe<c, by entonces/ es 
creciente en [c, b], Luego / es creciente sobre [a, b]. Analogamente, usando 
el problema 11 de la seccion 4, vemos que si /' es negativa a ambos lados 
de c entonces / es decreciente en [a, b\. En cualquiera de los casos, / no 
tiene ni un maximo ni un minimo relativo en c. 

5.2 Ejemplo. Encuentrense los maximos y los mlnimos relativos de la 
funcion / definida por 

f(x) = ix 2 (x-4)'' 3 
y dibujese la grafica de la funcion. 

Solucion. Como 

fix) = ix 2 (x-4) -2/3 + x(x-4) 1/3 , x #4 
= £(x—4)~ 2/3 [x 2 + 6x 2 —24x] 

= £x(7x —24)(x —4)~ 2/3 , 
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/' no existe en 4 y es cero en 0 y 4 ^. Investigando el valor de /' 
alrededor de estos puntos criticos, tenemos 

/' (x) > 0 , xe < — oo, 0 > 

/'(*) < 0, xe(0, - 2 ^> 
f'(x) > 0, xe<4A, 4>u <4, co>. 

As! pues, usando el teorema 5.1, / tiene 
un maximo relativo en 0 y un minimo 
relativo en 4jA La funcion / no tiene ni 
un maximo ni un mlnimo relativos en 4 
(figura 9). Notese que esta funcion no tiene 
ni un maximo ni un mlnimo absolutos. 

5.3 Ejemplo. Encuentrense los maximos 
y mlnimos relativos de la funcion / FIGURA 9 

definida por 

f(x) = x 4 + 2x 3 + x 2 -% 
y dibujese la grafica de /. 

Solucion. Como 

f'(x) = 4x 3 + 6x 2 + 2x 

= 2.x(2x+ 1) (x+1), 

los puntos criticos de / son - 1 , — 1 , y 0 . 

f'(x) < 0 , xe<-oo, - 1 > 

f f'(x) > 0, xe(-l, -j) 

fix) < 0, xe<-i, 0> 

f(x) > 0 , xe< 0 , oo). 

Por tanto, / tiene un minimo relativo 
en —1 y 0 y un maximo relativo en — ^ 
34 ^ (figura 10). Esta funcion no tiene un 
maximo absoluto, pero tiene un mini¬ 
mo absoluto. El minimo absoluto, — 8 , 
lo alcanza tanto en — 1 como en 0 . 

Los anteriores ejemplos muestran como 
una funcion continua, cuyo dominio no 
se pide, sea un intervalo cerrado puede 
o no tener un maximo absoluto y/o 
un mlnimo absoluto, y vemos que el 
teorema 5.1 nos da un metodo para 
FIGURA 10 investigar tales problemas. 
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5.4 Ejemplo. Encuentrese el numero positive* tal que la suma del numero 
y su inverso multiplicative sea minimo. 

Solucion. Sea f(x) = x+ 1 /x, x > 0. Entonces f'(x) = 1 — 1 lx 2 , x > 0, 
y f'( x ) es cero solamente para x = 1. El unico punto critico de/ en <0, co) 
cs 1. 

f'(x) < 0, xe(0, 1> 
f'(x) > 0, xe<l, co>. 

As! pues, / tiene un minimo relativo en 1. Como /es continua sobre <0, co) 
y es decreciente a la izquierda de 1 y creciente a la derecha de 1 , f debe 
tener un minimo absoluto en 1. 


5.5 Ejemplo. El costo por unidad en una fabrica de camaras fotograficas 
es de 5 127. Ademas, los gastos generales semanales para la production 
de camaras son de 51 420. El fabricante sabe que si pone como precio p 
dolares por camara y 127 ^ p < 375, puede esperar una venta de 250 —f p 
camaras por semana. i Que precio sera el que produzca un beneficio 
maximo? 


Solucion. Para p por debajo de 5127 es seguro que pierde dinero (el 
fabricante) y por encima de 5375 no puede vender camara alguna. No 
necesitamos pues information alguna sobre ventas por fuera del rango 
127 p < 375. Sea P(n) el beneficio producido por la venta de n camaras 
a la semana a p dolares por camara, donde p y n satisfacen la relation 
n = 250 -^p, o, lo que es equivalente, p = 375 -\n 
P(n ) = np—1 420—127/? 

= -fn 2 + 248n-l 420. 


Como P es una funcion definida solamente para enteros positivos, no 
podemos aplicar directamente los metodos del calculo a este problema. 
Sin embargo, si extendemos el dominio de la funcion de forma que consista 
en todos los numeros reales positivos y coincida con la funcion original en 
los enteros positivos, entonces podemos usar el calculo. Llamemos a la 
nueva funcion tambien P y tenemos 

P(x) = —|x 2 + 248x—1 420 


y 


P'(x) = —3x + 248. 


Luego el maximo de P ocurre en 2 y—, que se encuentra entre 82 y 83. 
Como P es creciente para x a la izquierda de el maximo de la funcion 
original P, definida solamente para enteros positivos, debe ocurrir o en 82 
o en 83. Ahora bien, 7^(82) = 5 8 830 y P( 83) = 5 8 830.50. Por tanto, 
debe establecer como precio el de 5 250.50 por camara, precio con el que 
vendera 83 camaras por semana. 
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Otro metodo para comprobar si los puntos criticos son puntos de 
maximo relativo o minimo relativo, 1 que a veces es mas facil de aplicar 
aunque no tan general como el teorema 5.1, es 

5.6 Teorema. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad .V’( c) 
de c, f (c) = 0, y que f" (c) existe. 

1) Si f"(c ) < 0, entonces f tiene urt maximo relativo en c. 

2) Si f"(c ) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en c. 


Prueba 
1) Si 


/"(c) = lim i (x) f ' (c) < o 


x^c X — C 


entonces, por el teorema 3.16 del capitulo 8, pag. 350, existe una vecindad 
(a, b} de c tal que 


/'(x)-/'(c) f\x) 


x — c 


x — c 


< 0 para todo x e < a, c> u (c, b ). 


Podemos suponer que <a , b ) c Jf(c). Entonces / es continua sobre [a, b] y 

fix) > 0 para todo xe(a, c> 
f'{x) < 0 para todo xe<c, by. 

Por tanto, por el teorema 5.1, / tiene un maximo relativo en c. 

2) La prueba de esta parte es analoga a la de la parte (1) y se deja para el 
estudiante. 

Los teoremas 5.1 y 5.6 dan dos metodos para encontrar los valores 
extremos de una funcion. Aunque en algunos casos el teorema 5.6 es mas 
facil de aplicar, hay casos donde el teorema 5.1 puede aplicarse y el 
teorema 5.6 no. Daremos algunos ejemplos. 

Sea / la funcion definida por f(x) = |x|. La funcion / tiene un punto 
critico en 0. Como /'(0) no existe, no podemos aplicar el teorema 5.6. Sin 
embargo, usando el teorema 5.1 encontramos que / tiene un minimo 
relativo en 0. 

Si / es la funcion definida por f(x) = x 4/3 , entonces / tiene un punto 
critico en 0, pero f" no existe en 0. De nuevo, no podemos aplicar el 
teorema 5.6. El teorema 5.1 nos muestra que / tiene un minimo relativo 
en 0. 

Si / es la funcion definida por /(a) = x 3 , entonces / tiene un punto 
critico en 0. Como /"(0) = 0, el teorema 5.6 no se aplica. Sin embargo, 
usando el teorema 5.1 encontramos que / no tiene un valor extremo en 0. 

1 En Castellano es frecuente llamar maximantes (minimantes) a los puntos de 
dominio en que la funcion alcanza mdximos (minimos) relativos. [N. delT.] 
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5.7 Ejemplo. Consideremos un punto A en un medio en que la velocidad 
de la luz es v t y un punto B en un medio en que la velocidad de la luz es v 2 , 
donde la frontera comun de los dos medios es un piano. El principio de 
Fermat en optica nos dice que la luz viajara de A a B a lo largo de una 
trayectoria para la cual el tiempo de recorrido sera minimo. Encuentrese 
esa trayectoria. 

Solucion. En un medio homogeneo la trayectoria de tiempo minimo es 
la de distancia minima, una linea recta. Construyamos ahora el piano que 
contiene a A y B y es perpendicular al piano que forma la frontera de los 
medios (figura 11). Claramente, si el rayo de luz deja este piano el tiempo 
se incrementara. Por tanto, la trayectoria consiste en dos segmentos 
rectilineos AP y PB en este piano. Asi pues, si encontramos la position 
de P, el problema queda resuelto. 



FIGURA 11 


Frontera 


Sea x la distancia de la proyeccion de A sobre la frontera a P. Si t(x) 
denota el tiempo que toma a la luz recorrer la trayectoria APB entonces 

,( X) = s/x 2 .+ a 2 + j(c-xf + b 2 . 

Vi V 2 

Como 


v l yfx 2 + a 2 v 2 J(c — x) 2 +b 2 


t' existe para todos los valores de x y es cero solamente si 


1 


1 


c — x 


v i y/.x 2 + a 2 v 2 ^(c—x) 2 + b 2 
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sen (Xj sen a 2 
»i v 2 

Asi pues, t tiene un valor critico para el valor de x para el eual 

sen a, sen a 2 
Vi v 2 

Como 

f », 1 a 1 1 b 2 

v , ' (x 2 + a 2 ) i/2 + v 2 ' ((c - x) 2 + b 2 ) 3/2 ’ 

lo que siempre es posible, este valor critico es un minimo relativo. En 
realidad, el valor critico es el minimo absoluto ya que t es una funcion 
continua y tiene solo este unico valor extremo. A este resultado se le conoce 
como la ley de Snell. 


Problemas 


1. Encontrar los valores extremos de las siguientes funciones y dibujar 
sus graficas. Encuentrense, tambien, el maximo absoluto y el minimo 
absoluto si es que existen. 

a) f = I 4 +31 3 b) f{x) = 2x — x~ 2 

c) f= (/-1) 2 (/+3) 2 d) f(x) = ix-l) 2 (x —3) 2/3 


e) 



/) 


/ = 


I 2 +9 

I 


g ) /O) = 


x -f - x + 1 


2. Encuentrese en R 2 la distancia minima de un punto P 0 = (x 0 , y 0 ) 
a la recta que tiene la ecuacion ax + by = c. 

3. Si la suma de dos numeros ha de ser 12, encuentrense los numeros 
tales que su producto sea un maximo. 

4. Si la suma de dos numeros ha de ser 12, encuentrense los numeros 
tales que la suma de sus cuadrados sea un minimo. 

5. Un fabricante puede vender n articulos por semana a p dolares por 
articulo, donde n = 125— p. El costo para producir n articulos es 
110+ lOOn —« 2 /2 dolares. Encuentrese el precio que maximiza su beneficio. 
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6. Usando el principio de Fermat en optica (ejemplo 5.7), demuestrese 
que en el caso de reflexion de la hiz sobre una superficie plana, el angulo 
de incidencia es igual al angulo de reflexion. 

7. Un impresor imprimira 1 000 circulares o menos, al precio de $ 1 por 
cada ciento. Por cada ciento adicional reducira su precio por ciento sobre 
el costo total en 2 centavos, i Que numero de circulares maximiza el precio 
del trabajo? 

8. El costo por hora del combustible de un avion es, dentro del rango 
practico de velocidades de vuelo, aproximadamente proporcional al cubo 
de la velocidad. El costo por hora del combustible a 300 km/hr es de $ 160. 
El resto de los costos de mantenimiento del avion en vuelo es de $ 760 por 
hora. Los ingresos promedio por kilometre volado ascienden a $ 2.50. 
Determinese la velocidad de vuelo mas lucrativa. ^Cuantos mas de estos 
aviones debe comprar la compania? 

9. Si una pagina debe contener 225.82 centimetres cuadrados de 
material impreso y debe tener margenes de 2.0 cm en la parte superior, 
2.54 cm en la parte inferior, 12.70 cm en uno de los lados, y 2.0 cm en el 
otro lado, encuentrense las dimensiones de la pagina de area minima. 

10. Encuentrese la distancia mas corta del punto (5, — y) a la parabola 
de ecuacion y = f x 2 . 

11. Si un recipiente cilindrico de lamina (cerrado en ambos extremos) 
ha de tener V como volumen, encuentrense las dimensiones que requeriran 
la minima cantidad de material. 

12. La seccion de un canal de irrigacion abierto ha de tener la forma 
de un trapezoide isosceles con lados de pendiente de f. Si el area de la 
seccion ha de ser de 52.674 metros cuadrados, i que dimensiones son las 
que hacen minima la superficie sustentadora (el fondo y los lados)? 

13. Una estatua de 3.66 metros de altura tiene su base a 0.61 metro 
por encima del nivel del ojo del observador. i A que distancia debe ponerse 
el observador para maximizar su angulo de vision? 

14. Un luz cuelga en L directamente sobre un punto P de una superficie 
plana. La intensidad de iluminacion en un punto Q, que este sobre la 
superficie a una distancia d de P, es inversamente proporcional al cuadrado 
de la distancia de la luz y directamente proporcional al seno del angulo de 
incidencia (el angulo LQP). iA que altura debe estar colocada la luz 
sobre P para que de una iluminacion maxima en Q? 

15. Una bateria tiene una fuerza electromotriz de E voltios y una 
resistencia interna de r ohmios. Cuando se conecta a una red con 
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una resistencia R, la corriente / (amperios) que fluye a traves de R es / = 


y la potencia P (vatios) llevada a la red es P = I 2 
maximiza la potencia? 


R + r 

R.i Que valor de R 


16. A las 04:00 horas un barco se dirige hacia el norte a 33.154 kilo- 
metros (18 nudos) y se encuentra a 55.560 kilometros (30 millas nauticas) 
exactamente al sur de un segundo barco que marcha hacia el este a 
18.530 kilometros (10 nudos). Determinese el momento en que los barcos 
se encuentran mas proximos (no se tenga en cuenta la curvatura de la tierra). 


17. Dos puntos A y B se encuentran separados m kilometros en una 
playa recta. Un punto C esta a 3 kilometros directamente de B en el mar. 
Cuesta % 400 tender un kilometro de tuberia sobre la playa y $ 500 tender 
un kilometro de tuberia en el mar. Describase la forma mas economica de 
tender la tuberia desde A hasta C si a) m > 4, b) m < 4. 


18. Al efectuar un experimento n veces se obtienen para una deter- 
minada magnitud los valores a { , a 2 ,..., a n . Un metodo para estimar el 
valor de la magnitud basado sobre estos n experimentos, conocido como 
el metodo de los mlnimos cuadrados, es el de tomar el numero x que 
minimiza el error cuadratico: 

n 

s(x) = Z ( x ~ a i) 2 - 


Determinese el numero que minimiza s. 


6. COMO DIBUJAR LA GRAFICA DE UNA FUNClON 

Por muchos ejemplos sabemos que, en general, no podemos obtener 
una imagen exacta de la grafica de una funcion con el solo ploteo de unos 
pocos puntos de la grafica escogidos al azar y el posterior dibujo de una 
curva lisa que pase por dichos puntos. La funcion debe ser analizada 
primero, antes de que se haga intento alguno de dibujar su grafica. 
Recordemos ahora varias propiedades de una funcion que pueden ayudarnos 
en el dibujo de su grafica. Supondremos a lo largo de toda esta discusion 
que el dominio de la funcion consiste en un numero finito de intervalos. 

Primero debemos investigar la continuidad de la funcion en los puntos 
de su dominio. (El dominio de la funcion nos da su extension a lo largo 
del eje X.) Si la funcion es continua sobre un intervalo, entonces su grafica 
esta representada por una curva sin rupturas sobre el intervalo, mientras 
que en un punto en que la funcion no es continua la curva aparecera 
partida. En tal punto deberemos determinar los limites a la izquierda y a 
la derecha de la funcion. Tambien deberemos investigar el limite de la 
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funcion en puntos extremos cualesquiera (incluyendo co y - oo) del dominio 
de la funcion. 

El examen de la derivada de la funcion nos da, tambien, mucha infor- 
macion util para el dibujo de la grafica de la funcion. Si la derivada existe 
en un punto, entonces la grafica tiene una tangente en este punto y el valor 
de la derivada es la pendiente de la tangente. Ademas, el examen de los 
valores de la derivada nos permite determinar cualesquier puntos maximos 
y minimos relativos de la funcion y cualesquier intervalos sobre los que 
la funcion sea creciente o decreciente. 

Despues de haber analizado la funcion respecto a las propiedades antes 
mencionadas, debemos tener una buena idea de la forma general de la 
grafica. Si la funcion tiene valores maximos absolutos y minimos absolutos, 
estos nos determinan la extension de la grafica sobre el eje de las Y. 

Aparte de los puntos maximos relativos y minimos relativos de la funcion 
debemos localizar con precision los puntos donde la grafica intersecta a 
los ejes coordenados (si es que tales puntos existen). La intercepcion con Fde 
la grafica de una funcion / es /(0) y las intercepciones con X se obtienen 
resolviendo la ecuacion f(x) = 0. 

Para tipos especiales de funciones, el dibujo de la grafica puede simpli- 
ficarse considerablemente. Por ejemplo, una funcion par es simetrica con 
respecto al eje Y, una funcion impar es simetrica con respecto al origen, 
y una funcion periodica queda completamente descrita si ilustramos su 
grafica en un periodo completo. 


/ 4 

6.1 Ejemplo. Tracese la grafica de la funcion / = 4 ^2_ 2 j ' 

Solucion. El dominio de esta funcion consiste en todos los numeros 
reales excepto — yj 2 y yj 2. Como f es una funcion par su grafica es simetrica 
con respecto al eje Y. Asi pues, necesitamos analizar la funcion solamente 
en puntos a la derecha del eje Y. 

La funcion / es una funcion racional y, por tanto, es continua en todos 
los puntos en que esta definida. Investigando los limites de f en los puntos 
finales de su dominio, tenemos 

,, x 4 

urn -— - = — oo, 

4(x 2 —2) 


lim ——- = oo , 

ar-*V 2 + 4(x —2) 


X X 

lim --- = lim -- = co . 

4(x 2 — 2) 4-8 /jc 2 
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Como f'(x) = x 3 


x 2 —4 

2(x 2 —2) 2 ’ 


fix) < 0, xe<0, v / 2>u< v /2,2> 


f'(x) > 0, x 6<2, CX)> . 


Hay una tangente en cada punto de la grafica, y / tiene un maximo relativo 
en el punto (0, 0) y un minimo relativo en (2, 2). La funcion es decreciente 
sobre los intervalos <0, N /2> y <^'2, 2) y es creciente sobre (2, oo>. 

La anterior informacion nos da la forma general de la grafica (figura 12). 
La grafica intersecta los ejes coordenados solamente en (0, 0). A1 dibujar la 
grafica necesitaremos “plotear” exactamente algunos puntos adicionales. 
Los que usamos aparecen en la lista a la izquierda de la grafica. Las rectas 
x = — yj 2 yx = 2 se llaman aslntotas verticales. 



6.2 Ejemplo. Dibujese la grafica de la funcion 

r I 2 + 21 —3 
~ I 2 -4 ‘ 

Solucion. El dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto — 2 y 2. Como / es una funcion racional es continua en todos los 
puntos donde esta definida. Investigando los limites de / en los puntos 
extremos de su dominio, tenemos: 
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11m 

x-> — oo 


x 2 + 2x — 3 
x 2 —4 


lim 

X-* — 00 


1+2/x —3 lx 2 
1-4 lx 2 


= 1 


,, x 2 + 2x-3 

lim ---= — oo 

x~* — 2 - X — 4 


„ x 2 + 2x —3 

lim ---= oo 

x->-2 + x —4 

„ x 2 + 2x —3 

lim ---= -oo 

x-*2 ~ X — 4 


„ x 2 +2x —3 

lim ■*— - -= oo 

x->2+ X —4 


11m 

X~* 00 


x 2 + 2x —3 „ 1 +2/x —3/x 2 

- -= lim-;— 

x —4 x-> oo 1—4/x 


Como /'(x) = 


x 2 +x + 4 
~(x 2 -4) 2 


(x + i) 2 +V 

(x 2 -4) 2 ’ 


/'(x) <0, xe<- 00 , -2> u <-2, 2> u <2, co>. 


Hay una tangente en cada punto de la grafica. La funcion / no tiene valores 
extremos y es decreciente sobre cada uno de los intervalos < —co, —2), 
<—2, 2>, y <2, co>. 


X 

m 

-5 

1 2 

2 1 

-4 

5 

1 2 

-3 

0 

— f 

7 

9 


1 5 

7 

-1 

I 

0 

1 

1 

0 

i 

9 

7 

i 

3 3 

9 

3 

1 2 

5 

4 

2 1 

1 2 

5 

3 2 

2 1 
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La interception con Y, /(0), es £. Las intercepciones con X son -3 y 1 
las soluciones de x 2 + 2x-3 = 0. Una tabla de los puntos “ploteados” se 
da a la izquierda del dibujo (figura 13). Las rectas x = -2 y x = 2 son 
aslntotas verticales y la recta y = 1 es una aslntota horizontal. 

Cuando mencionamos un procedimiento para el dibujo de la grafica de 
una funcion, dijimos que los puntos donde la grafica intersecta los ejes 
coordenados deben “plotearse” con precision. Puede suceder que no 
podamos resolver la ecuacion f(x) = 0 exactamente para obtener las 
intercepciones con X. En realidad, puede ser que nuestro proposito al 
dibujar la grafica sea precisamente obtener valores aproximados de las 
raices reales de f(x) = 0. En tales casos podemos aproximar las raices 
reales tan exactamente como sea necesario usando el hecho de que si una 
funcion es positiva en un punto y negativa en otro y continua en todos los 
puntos del intervalo entre estos puntos, entonces, por el teorema del valor 
mtermedio, la funcion es cero en algun punto de este intervalo. Este hecho 
puede tambien tener que usarse para hallar los valores aproximados de las 
soluciones de f'(x) = 0 con el fin de localizar los valores extremos de la 
funcion. La solution de ecuaciones se discute en forma mas completa en el 
capitulo 11. 

6.3 Ejemplo. Dibujese la grafica de la funcion 

/= / 3 + 2/ 2 +/+l. 

Soluci6n. Como / es una funcion polinomial, esta definida y es continua 
y diferenciable en todos los puntos de R. Investigando los llmites de la 
funcion en los puntos finales del dominio, tenemos: 

11m (x 3 + 2x 2 + x + l) = 11m \x 3 ( 1 + - + — + —Yl = _ 

*->-00 L \ x x 2 x 3 /J 

11m (x 3 +2x 2 + x + 1) = 11m \x 3 ( 1 + - + — + — Yl = oo . 

*- c0 *->oo L \ XX 2 X 3 /J 

La derivada de / es 

/' = 3/ 2 + 4/+l. 

As! pues 

/'(x) = 3x 2 + 4x+1 = (3x+l)(x+l) = 3(x+i)(x+l) 

y 

/'(x) > 0, X6<-00, -1> u <-i, 00> 

/'(*)< 0, xe<— 1, —^>. 

La funcion es creciente en < — oo, —1> y ( — co> y es decreciente sobre 
<~L ~i>. Tiene un maximo relativo en el punto (-1, 1) y un mlnimo 
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relativo en (—§4). P° r la anterior interseccion podemos ver que la funcion 
tiene solo una interseccion con el eje X. Calculando algunos valores de la 
funcion se encuentra aue este tmnto de interseccion esta situado entre 




FIGURA 14 

Problemas 


1. Dibujense las graficas 

de las siguientes funciones. 

I 1 


C) 7 ' ,'-4 


•"-ll/* 

/) m = -2— 

vx-9 

9 > /W " x- + 4 

h) fix) = 

V x 2 —9 
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X 


0 / O) = 


(x + 2) (x —3) 2 


ri ^ x (x —2) 

•>) /w = 


2. Dibujense las graficas de las siguientes funciones. 

a) f = / 3 +2/ 2 + 3/+4 ft) / = 7 3 -4/ 2 + 3/+4 

c) / = I 3 +1 2 +1+2 d) /=/ 3 -/ 2 -/ + 2 

e) f = / 4 —2/ 3 + 2 /) / = / 4 —2/ 3 —2 

<0 / = / 5 -|/ 4 + 3. 

3. Demuestrese que toda funcion polinomia de grado impar tiene al 
menos una ralz real. 

Sugerencia: Si /(x) = £ a k x k , donde n es un entero positivo impar, 


escrlbase /(x) = x” rz^x* ”, y usese el problema 4, pag. 416. 


4. Supongamos que / = - es una funcion racional. 

a) Demuestrese que si el grado de g es menor que el grado de ft, entonces 
la grafica de la funcion / tiene el eje X como asintota horizontal en — co e co. 

Sugerencia: Osese el problema 5, pag. 416. 

n n 

ft) Si#y ft tienenel mismo grado, es decir, si# = £ a k I k yh= £ b k l k , 

k=0 k—0 

a n 

demuestrese que la grafica de / tiene la recta y = — como una asintota 
horizontal en — oo e co. 


g n n- l 

5. Si / = donde # = £ y ^ = X demuestrese que la 
ft *=o *=o 

a„ a„— 1 *°— — 2 

grafica de / tiene a y — -— x + -,-como asintota en — oo 


1 


y en oo; es decir, demuestrese que 


lim ( /(x) - x) = lim (/(x) - x ) = —— 1 2 

®n- 1 


- 


7. CONCAVIDAD DE UNA GRAFICA 

Al dibujar la grafica de una funcion, ayuda saber como se esta “doblando” 
la curva. Esta “flexion” de la curva se describe diciendo que la curva es 
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“concava hacia arriba” o “concava hacia abajo”, terminos que han de 
definirse. Como la flexion de la grafica de una funcion / concieme al cambio 
en direction de la grafica y como /" nos da la razon de cambio de la funcion 
pendiente /', la consideration de los valores de f" debe darnos information 
sobre la flexion de la grafica. Probaremos en esta seccion un teorema al 
respecto. 

Si una curva se flexiona hacia arriba sobre un intervalo, entonces la 
curva estara situada debajo de cualquier segmento rectillneo que una dos 
puntos cualesquiera de esta seccion de la curva (figura 15). Es esta propiedad 
la que usamos en nuestra definicion de “concava hacia arriba”. 



P = ((1 -t)x 1 +tx 2 , f((l-t)x 1 + tx 2 j) 

Q = ((l-0*i+*x 2 , (1-0/(^i ) + tf(x 2 )). 

FIGURA 15 


7.1 Definicion. La grafica de una funcion es concava hacia arriba 

(convexa) sobre un intervalo (a, b ) si para dos puntos cualesquiera x x y x 2 
esta <a, bj 

/((l-f)*i + f* 2 ) < {\~t) Ax^ + tfixf), para todo te< 0, 1>. 

Si cambiamos “<” por “>” en la definicion 7.1 tenemos la definicion 
de concava hacia abajo. 

Demostraremos ahora que, geometricamente, esta definicion enuncia que 
una grafica es concava hacia arriba sobre un intervalo <a, b > si el segmento 
que une dos puntos cualesquiera sobre la seccion de la grafica entre x = a 
y x = b se encuentra sobre la grafica (figura 15). 

Tomemos dos puntos cualesquiera x x y x 2 en (a, bj. SeaPi = (xq , /(xq)) 
y P 2 = (x 2 ,/(x 2 )). De acuerdo con nuestra discusion sobre segmentos 
rectilineos del capltulo 2 sabemos que el segmento rectillneo abierto que 
une Pj y P 2 puede escribirse 

{Pj+KPa-PJIfe^, 1>} 

= {(l-0Pi + *P 2 Ue<0, 1>} 

= {((l-r)xi + rx 2 , (l-r)/(x 1 ) + f/(x 2 ))|te<0, 1>}. 
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Asi pues, vemos que la definition 7.1 afirma que el punto P sobre la grafica 
de / en cualquier punto entre x t y x 2 [en un punto (1 -t)x y + tx 2 , donde 
/e<0, 1>] se encuentra bajo el punto correspondiente Q del segmento 
rectilineo que une P, yP,. 

Damos ahora un teorema que relaciona la concavidad de la grafica de 
una funcion a los valores de la segunda derivada de-la funcion. 

7.2 Teorema. 1) Si f" (x) > 0 para todo xe (a, by entonces la grafica de f 
es concava hacia arriba sobre < a , by. 2) Si f"(x) < 0 para todo xe (a, by 
entonces la grafica de f es concava hacia abajo sobre <a, by. 

Prueba. 1) Tomense dos puntos cualesquiera Xj y x 2 en <a, by tales 
que < x 2 . Sea P, = (x,,/(x,)) yP 2 = (x 2 ,f(x 2 )) (figura 16). 



Tomese un numero cualquiera entre x l y x 2 : (1 - t)x, + tx 2 , donde te <0, 1 >. 
Segun el teorema del valor medio existen puntos ce^ . (1 — f)x, +/x 2 > y 
c'e<(1 -t)x l + tx 2 , x 2 y tales que 

/((l — 0*1+fX 2 )—/(Xj) r>< . 

(1-Ox, +/X2-XJ 


y 

/(*2)-/(0 -0-^1 + tx 2 ) = , ^ 

x 2 —(1 — t)x x — tx 2 

Las condiciones para el teorema del valor medio se verifican en los intervalos 

[xi, (l-/)x 1 + ?x 2 ] y [(1 -f)xi+ tx 2 , x 2 ] 

ya que /"(x) existe para toda xe[x,,x 2 ]. Como f" (x) > 0 para todo 
X6[x t , x 2 ],/' es una funcion creciente sobre [x,, x 2 ] (problema 10, pag.460), 
de donde 

/'(c) < f'(c'). 
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Por tanto 


/((l-0xi + fac 2 )-/(x t ) < f(x 2 )-f((l-t)x 1 + tx 2 ) 
t(x 2 -x i) (1 — 0 (x 2 —*l) 

(l-0/((i-0*i + «* 2 )-(i- 0 /(*i) < tf(x 2 )-tf((l-t)x 1 + tx 2 ) 

f((l-t)xi + tx 2 ) < (l-t)/(*i)+f/(* 2 )- 

Asi pues, si f"(x) > 0, para todo xe(a,b >, la grafica de / es concava 
hacia arriba sobre (a, b >. 

2) Si f"(x) < 0 para todo xe (a, by, entonces 

[—/]"( x ) = —/"(*) > 0 para todo xe<a,A>. 

De donde, por la parte (1) de este teorema, 

-/((!-0*i+ '* 2 ) < (1 - 0 [-/(*i)] + 0 ~f(x 2 )\ 

y 

/((l — 0*1 +t*2> > (l-0/(*l) + </(*2)- 

Por tanto, la grafica de la funcion / es concava hacia abajo sobre (a, by. 

Este teorema nos da una forma conveniente de comprobar la concavidad 
de una grafica. A1 dibujar la grafica de una funcion, los puntos en que la 
direccion de la concavidad cambia deben ser ploteados con la mayor exac- 
titud posible. Tales puntos se llaman puntos de inflexion. 

7.3 Definicion. Un punto sobre la grafica de una funcion donde la direccion 
de concavidad cambia, se llama punto de inflexion. 

7.4 Ejemplo. Dibujese la grafica de la funcion 


Solucion. La funcion f esta definida para todos los numeros reales 
excepto 0. Como / es una funcion racional, es continua y diferenciable en 
todos los puntos en que esta definida. Investigando los limites de la funcion 
en los puntos extremos de su dominio, tenemos: 



jc-*o 2x x-*o - \ 2 2 x/ 
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00 


lim 

*-»o + 


x 3 + l 
2x 


lim 

*-►00 


x 3 +1 
2x 



Como 


/'(*) = 


2x 3 — 1 
2x 2 


(x 3 


■i). 


/'(*) < o. 


xe< —oo, 0) u 



/'(*) > 0 , 



Asi pues, / es una funcion decreciente sobre < — oo, 0) y {^0, y una 

funcion creciente sobre co^. La funcion tiene solamente un valor 

/I 1 \ 


extremo: un minimo relativo en el punto -j~J. La grafica no intersecta 

el eje Y, e intersecta solamente el eje X en un punto: el (—1,0). 

Para determinar los intervalo^ en que la grafica de / es concava hacia 
arriba y aquellos en que es concava hacia abajo, consideramos los valores 
de la segunda derivada: 


/"(*) = 


x 3 + l 


Como 

fix) > 0, xe< — oo, — 1) u <0, oo) 
f"(x) < 0, xe<— 1,0>, 

/ es concava hacia arriba sobre < — oo, — 1) y <0, oo) y es concava hacia 
abajo sobre <—1,0). El unico punto de inflexion es (—1,0). La grafica 
de / esta dibujada en la figura 17. 
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f(x) 

-3 

1 3 

3 

-2 

7 

4 

-1 

0 

-i 

-l 

1 

9 

2 

8 

1 

3 

V2 

4^2 

1 

1 

2 

9 

4 

3 

1 4 

4 



FIGURA 17 


Problemas 

1. Para las graficas de cada una de las funciones abajo dadas, deter- 
minese cuales porciones de las graficas son concavas hacia arriba, cuales 
son concavas hacia abajo, encuentrense los puntos de inflexion, y dibujense. 


a) f 


I 2 +1 


c) / = I + cos 
e) f - I 3 — 31 

= A 7 

/) f=I 113 

k) f(x) = x 2/3 (l-x) 113 


b) f — cos 

d) /= I 4 — I 3 — 3I 2 
f) /= 3/ 5 + 4/ 3 + 4 

h ) / = tan 


j) f = I 3 —3I 2 +2 
l ) fix) = 4x 5/2 — 15x 2 . 


2. Una viga de soporte simple con longitud de 10 metros, pesa 
100 kilogramos por pie y esta cargada con pesas concentradas de 2 000 kilo- 
gramos a los 4 metros y de 5 000 kilogramos a los 7 metros (figura 18). 
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2000 5000 

X 


FIGURA 18 

El “momento de flexion” M (definido en resistencia de materiales) es la 
funcion con la siguiente regia de correspondence: 

1 3 200.x — 50x: 2 para 0 x < 4 

M(x) = | 1 200x —50 x 2 + 8 000 para 4 s$ x < 7 

[ —3 800x —50 x 2 + 43 000 para 7 < x < 10. 

a) Dibujese una grafica de M'. (Llamamos a esto diagrama de “corte”.) 

b) Dibujese sobre el mismo diagrama una grafica de M. 

c) La ecuacion de la “curva elastica” de la viga —la curva del eje 
longitudinal central (neutro) de la viga sometida a las tensiones— esta 
determinada por la ecuacion diferencial M = Ely" donde Eel son 
constantes y y(x) es la deflexion del punto sobre el eje neutro a una 
distancia x del origen. 

Determinense las abscisasde lospuntos de inflexion de la curva elastica. 

d) Encuentrese el maximo absoluto de \ M\. [Las contestaciones a (c) y ( d ) 
son importantes en el diseno de vigas. Los esfuerzos en cualquier 
punto de una viga, sean tensiones o compresiones, estan dados por 
s = Mc/I, donde c es la distancia del punto en cuestion al eje neutro 
de la viga.] 

3. La viga en la figura 19 tiene longitud L y soporta un peso concen- 


X 


FIGURA 19 

trado P en su punto medio. La ecuacion de la curva elastica esta dada por 

P{ 5x 3 — 3L 2 x) para 0<x<L/2, 

P( — 11 x 3 + 24 Lx 2 — 15L 2 x + 2L 3 ) para L/2^x<L. 

a) Encuentrese el maximo absoluto \M\ donde M = Ely". i,Para que 
valor de x ocurre? 
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96 Ely = 





b) i Para que valores de x se tiene M = 0 ? Estos identifican las secciones 
de la viga donde la tension o la compresion es cero. 


8. RESUMEN 

En este capitulo, nos impusimos la tarea de investigar dos importantes 
aplicaciones del calculo: la determinacion de los valores maximos y 
mlnimos de una funcion y el dibujo de la grafica de una funcion. 

De acuerdo con el capitulo anterior, sabiamos que una funcion continua 
sobre un intervalo cerrado tiene un maximo y un minimo sobre este 
intervalo, pero no teniamos ningun metodo para la determinacion de estos 
valores. Sabemos que estos valores pueden ser encontrados mirando 
los valores de la funcion en sus puntos criticos sobre el intervalo: el mayor 
de los valores de la funcion en sus puntos criticos es el valor maximo de la 
funcion sobre el intervalo y el mas pequeno de los valores en los puntos 
criticos es el minimo. 

Si una funcion es continua sobre un conjunto S que no es un intervalo 
cerrado, la funcion puede que tenga o no tenga un valor maximo y/o un 
valor minimo sobre S. En este caso, el problema de la existencia de valores 
maximo y minimo y su determinacion, si es que existen, puede resolverse 
generalmente encontrando los valores maximos y minimos relativos de la 
funcion y tambien encontrando intervalos sobre los que la funcion sea 
creciente o decreciente. 

Los elementos que entran en una solucion del problema de la deter¬ 
minacion de los valores maximo y minimo de una funcion indican un 
metodo razonable para dibujar la grafica de una funcion. (El ploteo de 
unos cuantos puntos de la grafica escogidos al azar y dibujar una curva 
lisa que pase a traves de ella no es un metodo razonable.) Los puntos 
donde la grafica intersecta los ejes coordenados y los puntos donde ocurren 
los maximos y los minimos relativos deben ser ploteados con cuanta 
exactitud se pueda. Si la funcion es continua, entonces la curva que 
representa la grafica sera una curva sin rupturas. Si hay puntos de 
discontinuidad de la funcion, entonces la grafica en una vecindad de estos 
puntos tiene que ser investigada. En puntos donde la derivada existe, el 
valor de la derivada es la pendiente de la curva. Si la funcion es creciente o 
decreciente sobre un intervalo, tal informacion debe tambien usarse. Una 
informacion adicional tambien util para el dibujo de la grafica puede 
obtenerse mediante la consideration de la concavidad sobre intervalos. 

El teorema principal en el desarrollo de la solucion de los problemas de 
este capitulo es el teorema del valor medio. Recomendamos al estudiante 
el dominio de este teorema, uno de los mas importantes de todo el analisis. 
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Problemas de repaso 

1. Determmense los valores maximo y minimo de las siguientes funciones 
sobre los intervalos que se indican: 

a) f = tan — /; [ — 7r/4, tt/4] 

b) f = 3/ 4 + 4/ 3 — 36/ 2 ; [-5,5], 

2. Determmense los valores extremos de las siguientes funciones. 
Determmense, ademas, los intervalos sobre los que las funciones son 
crecientes, decrecientes, concavas hacia arriba, concavas hacia abajo. 
Dibujense las graficas. 

a) f = 3/ 4 —16/ 3 —6/ 2 + 48/ b) f = 1 ~ 2I t 1 

I -1 

c) / = I 2 + Jl 2 +4 d) f = / 4 -2/ 3 + 3. 

3. Pruebese que: si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y 
f'(a ) < 0, entonces / tiene un maximo relativo en a; en realidad, existe 
un intervalo <a, c> tal que, para todo xe(a, c >, /(v) < /(a). 

4. Pruebese que: si el dominio de / es el intervalo cerrado [a, b] y 

f'(b) > 0, entonces / tiene un maximo relativo en en realidad, existe 
un intervalo <*/, b > tal que, para toda b >, /(*) < /(&). 

5. Pruebese que: si /' existe sobre [a, b] y f'(a) < 0 y /'(£>) > 0, 
entonces existe un punto ce (a, b ) tal que /'(c) = 0. 

Sugerencia: Como / es continua sobre [«, b], f tiene un minimo en 

algun punto ce[a, b], Pero los problemas 3 y 4 nos dicen que c no 

puede ser ni a ni b. 

6. Pruebese la propiedad del valor intermedio de la derivada: si /' 
existe sobre [ a , b] y f'ifl) < f ib), entonces, para cualquier numero t tal 
que f'{a) < l < f'(b), existe un punto ce<a, b) tal que /'(c) = l. 

Sugerencia: Apliquese el problema 5 a la funcion g definida por 

g(x) = f(x)-tx. 
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Capitulo 



Solucion 

de ecuaciones 


1 . introducciOn 

En este capitulo consideraremos la solucion de ecuaciones del tipo 

fix) = 0. 

Algunos de los resultados que obtendremos solamente se referiran al caso 
en que / es una f unci on polinomial o al caso en que / es una combinacidn 
de funciones trigonometricas. Otros resultados se aplicaran al caso mas 
general de una funcion real de variable real que sea continua sobre un 
intervalo ‘<j. 


1.1 Definition. Un numero r tal que f(r ) = 0 se dice que es un cero de 
la funcion f o una raiz (solucion) de la ecuacion f(x) = 0. 
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Consideramos primero la solucion de ecuaciones polinomiales. Recuer- 
dese que una funcion polinomial P se ha definido como una funcion real 
de variable real de la forma 

P = t aJ k 

k = 0 

donde las a k (k = 0, 1, n) son funciones constantes. Si a„ ^ 0, entonces 
se dice que P es una funcion polinomial de grado n. Notese que cuando 
n = 0 y a 0 ^ 0, entonces P tiene grado cero; mientras que si n = 0 y 
a 0 = 0, entonces P es la funcion cero y a tal P no se le asigna ningun grado. 
Asi pues, los polinomios de grado cero son las funciones constantes distintas 
de cero y la funcion cero {(A, 0)|xeR} es una funcion polinomial a la 
que no se asigna ningun grado. Las funciones polinomiales de grado 1 se 
llaman funciones lineales; a las de grado 2, cuadraticas; a las de grado 3, 
cubicas; etc. 

El problema de encontrar ceros de una polinomial lineal o, lo que es 
equivalente, encontrar las soluciones de una ecuacion lineal, se considero 
en el capitulo 1 (pag. 30 ). Se encontro que -6/a era el unico ntimero real 
que satisfacla la ecuacion 

ax + b = 0 (a ^ 0). 

En el capitulo 1, consideramos tambien la solucion de la ecuacion 
cuadratica 

1.2 ax 2 +bx + c = 0 (a # 0). 


Completando cuadrados tenemos 


ax 2 + bx + c 


,6 c 
= a x + -x + - 
a a_ 


a\ x + -x 3-- 

[ a 4 a 2 




X + 


b_y 

2 a 


4 a 2 


-4ac 


2a 



De donde, como en una ecuacion cuadratica a ^ 0, 

b 


ax + bx + c 


[7 b V b 2 — 4acl 
0 <=> a x 3-- - — = 0 

A 2 a) 4a 2 J 





b 2 — 4ac 
4 a 2 
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Ahora bien, la ecuacion 


2 


1.3 



b 2 — 4ac 
4 a 2 


tiene dos soluciones distintas si b 2 — 4ac > 0; 


b Jb 2 -4ac 

x = -+ -- 

2 a 2 a 


y 

_ _b__ *Jb 2 —4ac 
2 a 2a 


Si b 2 —4ac = 0, la ecuacion (1.3) se reduce a 



y hay solamente una solucion, 

x = —b/2a. 

Si b 2 -4ac < 0, la ecuacion 1.3 no tiene soluciones (reales). 

Las soluciones de la ecuacion cuadratica 1.2 son los ceros de la 
funcion polinomial cuadratica 

P = al 2 + bl+c (a # 0). 

Hemos visto que esta polinomial tiene ceros si b 2 —4ac > 0 y no tiene 
ceros si b 2 —4ac < 0. Es decir, si b 2 — 4ac < 0, no hay ningun elemento x en 
el dominio de P tal que P{x) = 0. 

Es conveniente tener soluciones para todas las ecuaciones cuadraticas. 
Esto solamente sera posible si extendemos el dominio de definicion de 
las funciones polinomiales. Esto es lo que queremos hacer. Primero debemos 
definir un conjunto mas extenso de numeros que incluira a los nume- 
ros reales como un subconjunto. El nuevo sistema de numeros por definir 
se llama sistema de los numeros complejos. Las nuevas funciones 
“polinomiales” pueden definirse, entonces, con todos los numeros complejos 
como su dominio. Cada una de las nuevas funciones polinomiales de grado 
positivo, tiene al menos un cero. Este resultado se llama teorema fundamental 
del algebra. 

El problema de resolver las ecuaciones algebraieas ha llevado al hombre 
desde los numeros naturales (1,2,3,...), a las fracciones (£,£,...), a 
los enteros (..., — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, ...), a los numeros racionales, a los 
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numeros irracionales y al sistema completo de los numeros reales (que fue 
nuestro punto de partida), a los numeros complejos, y a otros sistemas de 
numeros mas generales. Leopoldo Kronecker (1823-1891) el primer critico 
de los fundamentos del analisis moderno, describio esta evolution larga v 
gradual de la comprension del sistema de numeros pore! hombre diciendo: 
“Dios creo los enteros; el resto es obra del hombre.” 

Sabemos, por ejemplo, que no existe ningun nurnero real x con la 
propiedad de que 

x 2 +l =0 


o con la propiedad de que 

x 2 +4jc + 9 = (jc + 2) 2 + 5 =0. 

Nuestra position es analoga a la del hombre del siglo xvi que no sabla 
nada de numeros negativos ni del nurnero cero, cuando contemplaba la 
ecuacion 

x + 9 = 5. 


El nurnero —4 no tenia aun sentido alguno, y si le dijerarnos que la ecuacion 
tenia una solucion, rechazaria nuestra afirmacion como absurda. Podriamos 
introducir el nurnero 0 como la solucion de la ecuacion x + a = a, y el 
nurnero —4 como el simbolo para la solucion de la ecuacion .v + 4 = 0. 
Podriamos erisenarle las reglas para trabajar con estos nuevos numeros. y 
veria que todas sus antiguas reglas se aplican a los nuevos numeros y que 
este nuevo sistema de numeros es ciertamente una extension de su antiguo 
sistema de numeros. Podria ayudarie a la aceptacion de estos nuevos 
numeros que les diesemos una interpretacion geometrica, y podriamos 
mostrarle que esta extension de su sistema de numeros es esencial para el 
desarrollo de las matematicas y para la solucion de muchos problemas 
practicos. 

Discutiremos el sistema de los numeros complejos siguiendo estas misrnas 
lineas. Las definiciones y reglas para operar con los numeros complejos 
se dan en primer lugar. Demostraremos despues como este sistema es una 
extension del sistema de los numeros reales y, finalmente, que los numeros 
complejos y las operaciones con estos numeros tienen una interpretacion 
geometrica. 

La primera presentation clara de los numeros complejos y la primera 
prueba satisfactoria del teorema fundamental del algebra las dio Karl 
Gauss (1777-1855) en su disertacion doctoral en 1799. El termino “nurnero 
complejo” lo introdujo Gauss y la definition de los numeros complejos 
como pares ordenados de numeros reales (que es la definicion que aqui 
usamos) fue usada por vez primera en 1835 por el matematico y fisico- 
matematico irlandes William Rowan Hamilton (1805-1865). Indepen- 
dientemente de Hamilton, Herman Grassman (1809-1877) extendio esta 
definicion de los numeros complejos a las 7!-adas ordenadas de numeros 
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reales (x x , x 2 , ■ ■ ■, x„). Estos numeros hipercomplejos generalizaban a los 
numeros complejos y a los cuaternios de Hamilton. Hamilton fue honrado 
por sus contemporaneos. La contribution mas importante de Grassman 
paso inadvertida hasta su aplicacion en 1915 en la teorla general de la 
relatividad, y es solamente en tiempos recientes cuando su trabajo ha 
recibido un aprecio pleno. Grassman siguio siendo un oscuro profesor 
de ensenanza elemental, una profesion para la que, segun nos dice E.T. Bell, 
era “eminentemente inadecuado”. 

Los numeros complejos son de capital importancia en algebra y condu- 
jeron en analisis al gran logro de la matematica del siglo xix —la teoria 
de funciones analiticas de una variable compleja. Los numeros complejos 
juegan tambien un papel significativo en la teorla de ecuaciones diferenciales 
y son un argumento indispensable en la teorla y las aplicaciones de circuitos 
electricos lineales y en el estudio, en general, de oscilaciories, vibraciones y 
fenomenos ondulatorios. 


2. LOS NUMEROS COMPLEJOS 

2.1 Definition. El sistema de los numeros complejos es el conjunto C de 
todos los pares ordenados de numeros reales z = (x, y) y dos operaciones 
llamadas adicion y multiplicacion tales que para cualesquiera dos elementos 
z \ = (*i , Ji) y Z 2 = ( x 2,y 2 ) de C, tenemos 

Zi + z 2 = (x, +x 2 , jq +y 2 ) (adicion) 


y 

Z 1 Z 2 = (xiX 2 —yiy 2 , x iy 2 + x 2 yi) (multiplicacion). 

Si z = (x, y)eC, entonces x = R1 z se llama la parte real de z y y = [m z 
se llama la parte imaginaria de z. Debe quedar claro que la parte imaginaria 
de un numero complejo no es menos real que la parte real de un numero 
complejo. Ambos son numeros reales. 

Debe observarse que esta adicion de numeros complejos —pares 
ordenados de numeros reales— es la misma que la operacion de adicion 
en V 2 . De donde las propiedades aditivas de los numeros complejos son 
exactamente las propiedades aditivas de los vectores en V 2 . La distincion 
entre C y V 2 se debe a la operacion de multiplicacion. En V 2 tenemos una 
operacion de multiplicacion de un vector por un numero real que nos da 
como resultado un vector; pero no tenemos ninguna operacion de multi¬ 
plicacion de dos vectores que nos de como resultado un vector. 

Veremos que el sistema de los numeros complejos posee las once 
propiedades especificadas por los primeros once axiomas del sistema de 
los numeros reales. Cualquier conjunto de elementos con dos operaciones, 
adicion y multiplicacion, que tengan estas once propiedades se llama campo. 
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2.2 Definition. Un campo es un conjunto f y dos operaciones, adicion y 
multiplication, que satisfacen las siguientes propiedades: 

A t Para todo a y b en F, a + beF. 

A 2 Para todo ay b en F, a+b = b + a. 

A 3 Para todo a, b y c en F, (a + b) + c = a + (b + c). 

A 4 Hay un elemento en F, al que denotamos por “0”, tal que para 
todo a en F, a+0 = a. 

A 5 Para cada a en F, hay un elemento en F, al que denotamos por 
“ — a”, tal que a + (-a) = 0. 

Mj Para todo ay b en F, abeF. 

M 2 Para todo a y b en F, ab = ba. 

M 3 Para todo a, b y c en F, ( ab)c = a (be). 

M 4 Hay un elemento en F, al que denotamos por “1”, diferente de 0, 
tal que para todo a en F, a ■ 1 = a. 

M 5 Para cada a en F, diferente de 0, hay un elemento en F, al que 
denotamos por “a -1 ”, tal que aa~ l = 1. 

D Para todo a, b y c en F, a(b+c ) = ab + ac. 

El sistema de los numeros reales y el sistema de los numeros racionales 
son ejemplos de campos, y en el proximo teorema demostraremos que el 
sistema de los numeros complejos es tambien un campo. En las secciones 4 
y 5 del capltulo 1 (pag.24),obtuvimos muchos resultados para los numeros 
reales. Como solamente utilizamos las propiedades de campo para probar 
estos resultados, son validas para un campo cualquiera. En particular, 
tales resultados son validos para los numeros complejos. 

Nota. En terminos del concepto de grupo tal y como se definio en la 
section 6 del capitulo 4, puede definirse un campo como sigue: un 
conjunto F con dos operaciones, adicion y multiplication, se llama 
campo si: 

1) F es un grupo conmutativo respecto a la operation de adicion con 
elemento neutro 0. 

2) Los elementos distintos de cero de F forman un grupo conmutativo 
respecto a la operation de multiplication con elemento neutro 1(1 + 0). 

3) Es valida la ley distributiva: para todo a, by c en F, a(b + c) = ab + ac. 

Nota. De acuerdo con nuestro estudio de grupos, sabemos que el 
elemento neutro y el elemento inverso de un grupo dado son unicos. De 
donde los elementos neutro e inverso de A 4 , A 5 , M 4 y M 5 son unicos. 

2.3 Teorema. El sistema de los numeros complejos, C, es un campo. 

Prueba. Las propiedades A r A 5 se han probado ya para V 2 (pag. 58) y, 
como hemos senalado anteriormente, la operation de adicion en V 2 es la 
misma que la operation de adicion en C. El numero complejo 0 = (0, 0) y 
-z = (-x, -y). 
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Mj. La estabilidad respecto a la multiplicacion sigue de la definition 2.1 
y la estabilidad de R respecto a la adicion y la multiplicacion. 

M 2 . La ley conmutativa de la multiplicacion sigue de la definition 2.1 
y las leyes conmutativas de la multiplicacion y la adicion en R: 

zjz 2 = (xj x 2 -y l y 2 , x i y 2 + x 2 y l ) = (x 1 x 1 -y 2 y 1 , x 2 y l +x l y 2 ) = z 2 z l . 

M 3 . La ley asociativa de la multiplicacion sigue otra vez de la 
definition 2.1 y las leyes asociativa, conmutativa y distributiva para R: 

(ziz 2 )z 3 = (x i x 2 -y i y 2 , x l y 1 +x 2 y l )(x 3 ,y 3 ) 

= (x 1 x 2 x 3 -y,y 2 x 3 -x i y 2 y 3 -x 2 y 1 y 3 , x l x 2 y 3 -y 1 y 2 y 3 + 

+ x 3 x v y 2 + x 3 x 2 y t ) 

= (x 1 x 2 x 3 -x l y 2 y 3 -y 1 x 2 y 3 -y 1 x 3 y 2 , x l x 2 y 3 +x l x 3 y 2 + 

+ x 2 x 3 y l -y 2 y 3 y 1 ) 

= (x i ,y 1 )(x 2 x 3 -y 2 y 3 , x 2 y 3 +x 3 y 2 ) 

= zy(z 2 z 3 ). 

M 4 . El elemento neutro para la multiplicacion es 1 = (1, 0) # 0. Para 
todo zeC, tenemos 

z* 1 = (x, y) (1, 0) = (x-l-yO, x-O+y 1) = (x,y) = z. 

M 5 . El inverso multiplicative de z # 0 en C, es el numero z -1 = (a, b) 
tal que 

zz -1 = (x, y) (a, b) = ( xa—yb, xb ~f ya) — (1, 0) = 1 
o 

xa — yb = 1 
ya + xb = 0. 

Resolviendo estas ecuaciones para ay b, tenemos 

x 


si x 2 +y 2 # 0, es decir, si z = y) / (0, 0). Asi pues, para z = (x, y) ^ 0, 
tenemos 

D. La ley distributiva se sigue de la ley distributiva para R y las leyes 
conmutativa y asociativa de la adicion para R. Dejamos la prueba al 
estudiante (problema 2). 
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Habiendo mostrado que C es im campo, podemos definir las operaciones 
de sustraccion y division en la misma forma en que las definimos en R. 

2.4 Definition. (Sustraccion.) Para z, y z 2 cualesquiera en C, 

Zi~z 2 = ~i+(~z 2 )- 

2.5 Definicion. (Division.) Para z, y z 2 cualesquiera en C con z 2 / 0, 

^ = z,z 2 -‘. 
z 2 

Podemos establecer una correspondencia uno-uno entre los numeros 
reales y un cierto subconjunto de los numeros complejos en tal forma que 
las operaciones de adicion y multiplicacion se preserven. Una correspon¬ 
dencia de tal tipo, uno-uno y que preserva las operaciones definidas, se 
llama isomorfismo. Asociamos cada numero real aeR con el numero 
complejo ( a , 0)eC. Si a <-► (a, 0) y b <-> (Z>, 0), entonces 

a + b *-+ (a + b , 0) = (a, 0 ) + (b, 0) 

y 

a-b (ab , 0) = (a, 0)• (b, 0). 

As! pues los numeros complejos {(.v, 0)} con parte imaginaria cero, estan 
asociados con los numeros reales {.v}, y las suinas y productos de tales 
numeros complejos obedecen la misma regia de correspondencia que 
las suinas y productos de los numeros reales correspondientes. Como 
estos numeros complejos tienen todas las caracteristicas de los numeros 
reales usaremos la convencion de identificar el numero complejo (a, 0) con el 
numero real a y consideraremos a los numeros reales como un subconjunto 
de los numeros complejos. 

Hemos visto que la adicion de numeros complejos es la misma operation 
que la adicion de vectores en V 2 . En V 2 hay una segunda operacion, la 
multiplicacion de un vector por un numero real. Si un numero complejo z 
se multiplica por un numero real r, es decir, por un numero complejo (r, 0) 
con parte imaginaria 0, tenemos 

r: = (;% 0) (x, y) = (rx — Oy, ry + Ox) = (rx, ry). 

Esta es exactamente la misma operacion que la multiplicacion de un vector 
(a% ,v) £ V 2 por un numero real r. Vemos pues, asl, que el sistema de los 
numeros complejos, C, es el espacio bidimensional vectorial, V 2 , con la 
operacion adicional de multiplicacion: 

z \ “2 = (Xi,^i)(.v 2 ,^ 2 ) = {x l x 2 -y l y 2 , y 2 +x 2 ^ t )- 

Usando la convencion de identificar los numeros complejos de la 
forma (a, 0) con el numero real a , podemos escribir el numero complejo 
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z = ( x , y) en la forma 

z = (x,y) = (x, 0) + (0, y) 

= (x, 0) + (y, 0) {0, 1) 

= x++(0, 1). 

Es conveniente tener un slmbolo para representar el numero complejo (0, 1). 
En matematicas, a este numero complejo se le denota generalmente por 

i = (0, 1). 

Con esta notacion, la expresion anterior puede escribirse 

2 = (x,y) = x+yi. 

El numero complejo i = (0, 1) tiene la propiedad de que 

i 2 = (0, 1) (0, 1) = (0-0-1-1,0-1+0-1) 

= (- 1 , 0 ) 

lo que, con la convencion de identificar el numero complejo (—1,0) con — 1, 
nos da i 2 = — 1. 

Si usamos la notacion z, = (x, , y 2 ) = x x ++,/, z 2 = (x 2 , + 2 ) = ^ 2'+^2 
donde consideramos las x y las y como numeros complejos, como la ley 
distributiva es valida en C podemos multiplicar z, por z 2 como sigue 

z t z 2 = (x l +y i i)(x 2 +y 2 i) = x i x 2 +x i y 2 i + x 2 y l i+y l y 2 i 2 
= (XiX 2 -y,y 2 ) + (x 1 y 2 + x 2 y i )i 
= (x l x 2 -y 1 y 2 , x l y 2 + x 2 y I ). 

Tenemos pues, asl, una forma facil de recordar como multiplicar numeros 
complejos. Multiplicamos numeros complejos z 1 =x i +y t i, z 2 =x 2 +y 2 i 
usando las leyes asociativa, conmutativa y distributiva, es decir, exactamente 
como si fueran numeros reales y reemplazando i 2 por —1 siempre que 
aparezca. 

2.6 Ejetnplo. Si Zj = (1,2) y z 2 = ( — 2,3), encuentrese z 1 z 2 . 

Solucion 

z,z 2 = (1,2) (-2, 3) = (-2-6, 3-4) = (-8, -1) 
o 

z,z 2 = (1 +2f)( —2 + 3/) = —2 + 3/—4/ + 6/ 2 
= —2 + 3/—4/—6 = -8-/. 

Asociado con cada numero complejo z, tenemos un numero complejo 
llamado su conjugado. 

2.7 Definicion. Si z = (x, y) es un numero complejo , entonces z — (x, — y) 
se llama conjugado complejo, o, simplemente, conjugado , de z. 
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Tenemos las siguientes propiedades para el conjugado complejo. 


2.8 Lema. Si z j, z 2 eC, entonces 

Zj +z 2 “ z 1 +z 2 


Z \ z 2 — Z 1 z 2 • 

Prueba. Se deja la prueba al estudiante (problema 3). 

En terminos del conjugado complejo, puede darse una forma facil de 
recordar para obtener el inverso multiplicativo de un numero complejo 
z ^ 0. Como 

2.9 zz = (x+yi)(x-yi) = x 2 +y 2 , 

.-i _ 1 _ z _ x-iy = / x -y \ 

z zz x 2 + y 2 \x 2 + y 2 ’ x 2 + _y 2 / 

Lo que, desde luego, concuerda con el resultado obtenido en la prueba 
de M 5 en la pagina 489. 

As! pues, la division de los numeros complejos puede efectuarse como 
ilustra el siguiente ejemplo. 

Z 

2.10 Ejemplo. Si z, = (1, 2) y z 2 = (-2, 3), encuentrese — . 

Z 2 

SOLUCION 

Z| _ z t z 2 _ (1 +2/) ( — 2 — 3Q _ -2 — 6 i 2 -4i -3 i 
z 2 -2 z 2 ( —2 + 3z) ( —2 —3/) 4 — 9z 2 

4 — 7 f 4 7 . (4 _7_\ 

4 + 9 13 13 1 \ 13 ’ 13/ 


Problemas 

1. a) ^,Es un campo el conjunto de todos los numeros racionales? 
Demuestrese la respuesta. 

b ) ^Es un campo el conjunto de todos los numeros irracionales? 
Pruebese la respuesta. 

c) ^Es un campo el conjunto de todos los enteros? Pruebese la 
respuesta. 

2. Pruebese la ley distributiva para los numeros complejos. 

3. Pruebese el lema 2.8. 

4. Pruebese que para todo zeC, z-0 = 0. 
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5. Pruebese que para z l y z 2 cualesquiera en C, z l (-z 2 ) = -(z 1 z 2 ). 

6. Pruebese que para todo z x y z 2 en C, (—z t ) (—z 2 ) = z t z 2 . 

7. Pruebese que para todo zeC, —(—z) = z. 

8. Pruebese que para todo zeC, (— l)z = — z. 

9. Pruebese que: si z 3 y z 2 estan en C y z x z 2 = 0, entonces o z 3 = 0 
o z 2 = 0 . 


10. Pruebese que: si z 4 y z 2 estan en C y z x z 2 # 0, entonces 


1 / 1 \/ 1 \ 

1 — » 1 - 1 ; es decir,- = — — ■ 

Z\ z 2 \zJ\z 2 J 


(Zj z 2 ) 1 = Z 


11. Pruebese que: si zeC y z # 0, entonces (z *) 1 — z; es decir, 


1 /z 


12. Pruebese que: si z 1( z 2 y Z 3 estan en C y z 2 # 0, z 3 # 0, entonces 
Zifa = £1 

Z 2 Z 3 z 2 

13. Pruebese que: si z t +z 2 = z x +z 3 , entonces z 2 = z 3 . Esta es la ley 
de cancelacion para la adicion. 


14. Pruebese que: si z x z 2 = z t z 3 y z x # 0, entonces z 2 — z 3 . Esta es 
la ley de cancelacion para la multiplication. 


15. Siz! 

a) z t +z 2 
c) z l -z 2 
e) z 3 

g ) Zi/Z 2 


= 2 + 3 i, z 2 = 6 - 1 , y z 3 = > 72 , encuentrense 

6) zi-z 2 
<0 ZfZ 3 
/) zrz 2 

h) -(z 2 + z 3 ). 

Z l 


16. Demuestrese que: 

a) R1 z = i(^ + z) b ) Im z = 2 / ( z — 

c) z es real o z = z c?) z es imaginario «> z = -z. 

17. Expresese cada uno de los siguientes numeros complejos en la 
forma x+yi: 


b ) ( 1 -i) (1 + 0 



a) 2(l-0 + 3(l + 0 
c) ( 3 —4i)( —2 + 4i) 
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g) i 24 +i 7 + , 


l l 
0 -— + — 
l+i l - i 


h) 

j) 


i" (n un entero positivo) 

_1_ ]_ 

1 ■ / 1 — i 


18. Resuelvanse las ecuaciones: 
a) (2 — 5 i)z = 1 
c ) (1 + i)z~(l — i) - 4 

e ) z — z — 4i 

^ |(1 i)Z] +2iz 2 = 3 
I 4z t +(1 -i)z 2 = 2 + /'. 


A) (1 —2i)z + 3 = 0 
(/) z + z — 4 

/) 2 H— = 0 


3. NUMEROS COMPLEJOS: LA FORMA POLAR 


Puesto que los numeros complejos son vectores bidimensionales, es 
natural identificar los numeros complejos con los puntos del piano R 2 y 

obtener as! una representacion geometrica 
del sistema de los numeros complejos. Con 
esta asociacion en mente, adoptamos a 
menudo una cierta imprecision de lenguaje 
y usamos las palabras “punto” y “numero 
complejo” indistintamente y hablamos del 
piano R 2 como del “piano complejo”. 

3.1 Definicion. El valor absoluto o mo¬ 
dulo de un numero complejo z = (x, y) 
es la longitud del vector (x, y), es decir, 

|z| = Jx 2 + y 2 . 



3.2 Definicion. El argumento o amplitud de un numero complejo distinto 
de cero x = (x, y), escnto: Arg z o Am z, es una medida en radianes del 
angulo de inclinacion del vector (x, /). 

Como el valor absoluto de un numero complejo z es la longitud de 
un vector, tiene las siguientes propiedades (pag. 70): 

3.3 jz| 0; |z| = 0 implica z = 0. 
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3.4 

3.5 


\rz\ = |r| \z\ para reR y zeC. 

|Zj + z 2 1 < |zi| + |z 2 | (desigualdad del triangulo). 

Por 2.9 tenemos 

3.6 zz = x 2 +y 2 = \z\ 2 . 

En el piano complejo, el punto z es la imagen simetrica respecto al eje X 
del punto z. 

El valor absoluto de los numeros complejos tiene las propiedades 
adicionales: 

3.7 \z\z 2 \ — |z,| |z 2 | 

y 

3.8 = M (z 2 # 0). 

z 2 |z 2 l 

Para probar 3.7, notese que por 3.6 

iziZjl 2 = (ziZaHziZz) = (^1 z 2 ) (zj z 2 ) 

= (z1 2 j) (z 2 z 2 ) = |zi! 2 |z 2 | 2 

y de ello sigue 3.7. Como 



obtenemos 3.8 dividiendo por |z 2 |. 

La representacion geometrica de los numeros complejos sugiere otra 
forma de escribirlos. Como el punto P = (x, j) puede tambien representarse 
por coordenadas polares ( r, 9) donde 

1 x = r cos 9 

y = r sen 9 , 

el numero complejo z = x+iy puede tambien escribirse en la forma polar 
3.9 z = r(cos 6 + i sen 0). 

Aqui, r = |z| y 9 = Arg z. Es conveniente introducir la exponential compleja, 
e i0 , definida por la relacion 

3.10 e ie = (cos 0, sen 9) = cos 0 + i sen 6. 

En terminos de la exponencial compleja, podemos expresar la forma polar 
del numero complejo z = x + iy por 

3.11 z = re' 6 , 
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donde, de nuevo, r — |z| y 0 = Arg z. La forma polar es particularmente 


conveniente para efectuar las operaciones de multiplication y division, y 
para encontrar potencias y raices de los numeros complejos. 

De acuerdo con la ecuacion 3.10, usando las identidades 3.9 y 3.10 del 
capitulo 6 (pag.273), tenemos 

3.12 e w ' 

e‘° 2 = (cos 0 X + i sen 0,) (cos 0 2 + i sen 0 2 ) 


= (cos 8 X cos 9 2 — sen 9 X sen 0 2 ) + 

+ /(cos 0, sen 0 2 + sen 6 X cos 0 2 ) 

= cos (0j +0 2 ) + i sen (0 x + 0 2 ) 

_ e ‘(oi+e 2 ) 

Ademas 

- = e~ ie , 

ya que por 3.12 

e‘ e 


e l6 e 16 = e‘° = (cos 0, sen 0) = 1. 

Por tanto 


3.13 

e ie ' 

L_ _ J<h „-i»2 _ ->(#i-» 2 ) 
g w 2 ~ e 

Asi pues, para multiplicar exponenciales complejas anadimos los exponentes 
y, para dividirlas, restamos los exponentes. 

Usando las ecuaciones 3.7, 3.8, 3.12, y 3.13, tenemos 

3.14 

* 1*2 = r i e ie 'r 2 e Wl = r x r 2 e i(e,+92> 

y si z 2 # 0, 


3.15 

*i _ r i e °' r \ c i«h-g 2 ) 

z 2 r 2 e i02 r 2 


Asi pues, expresados en palabras 3.14 y 3.15 nos dicen. 

Para multiplicar dos numeros complejos en forma polar multiplicamos 
los modulos y sumamos los argumentos y, para dividir dos numeros 
complejos en forma polar, dividimos los modulos y restamos los argumentos. 
Es decir, 

l*i*zl = l*iI l*zl, Arg(z,z 2 ) = Argzj + Argz 2 , 


496 Cap. 11 Solucion de ecuaciones 



y para z 2 / 0 




Arg Zj - Arg z 2 . 


Usando 3.14 e induction matematica, puede mostrarse que 

= |zil |z 2 |--’kl 


y 

Arg (z t z 2 • • • z„) = Arg z 1 + Arg z 2 + • • • + Arg z„. 

Si en estas igualdades tomamos todos los « complejos iguales, tenemos 

|z"l = M" = r* 


y 


Arg z n — n Arg z = 


de donde obtenemos la formula conocida como formula de De Moivre: 


3.16 z" = (re*)" = r n e M . 

Consideremos el problema de encontrar las raices n-esimas de un 
numero complejo z. Por una ralz n-esima de z entendemos un numero 
complejo cualquiera* £ tal que £" = z. Sea 

£ = ffe 1 '* 

una ralz n-esima de z = re ie . Es decir 


£" = a n e inv = re' 9 . 
Esta ultima ecuacion implica que 


Si a" — r, entonces a = r 1,n donde r 1/n es el numero real no negativo cuya 
potencia «-esima es r. Ahora, para los numeros 8 l y 0 2 , 

e ie ' = e Wl o e i(9 ‘ ~ 9l> = 1 


o cos (9 1 — 8 2 ) = 1 y sen(0j —0 2 ) = O 
o 9 l —0 2 = 2nk para k un entero. 

De aqui que e"" f — e‘° si y solo si nip = 8 + 2nk para k un entero o 

9 + 2nk 

(p — - (fc un entero). 

n 

Ahora bien, entre los valores antes dados para q>. cualesquiera que difieran 
en un multiplo entero de 2% resultaran en el mismo numero complejo £. 
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Es, por tanto, suficiente tomar k = 0, 1,1 para obtener todas las 
raices «-esimas distintas de z. Asi pues, si 

z = re ' 9 , 

entonces, para n un entero positivo, los numeros 

r l/n e ne + 2nk)ln 

donde k = 0, 11 son las raices n-esimas de z. 

Las raices n-esimas de z se encuentran sobre una circunferencia de 
radio r 1/n con centro en el origen y se encuentran igualmente espaciadas, 

con una de ellas teniendo un argumento igual a - Arg z. 



3.17 Ejemplo. Encuentrense las rai¬ 
ces cubicas de z = — 1 + i. 

Solucion. (Figura 2.) z= - l+i = 
y[2 e ' 3nl4 , de modo que r = ^[2 y 

9 — Arg z = —. De donde las raices 
4 

cubicas de z son 

(E + 2itk \ 

C = v'2 e'^ 4 3 ; donde fc = 0, 1, 2. 

Es decir, las raices cubicas de z son 
los numeros 


Cl = ^ 2 e te/4 , c 2 = ^/ 2 e ninl12 , y C 3 = ^ 2 e il9 ^ i2 . 

3.18 Ejemplo. Evaluar 

(5 + 5Q( — v /3 + 3i) 


-V3-i 


usando la forma polar. 

Solucion. Tenemos 

5 y/2. e inlA 2 y/3 e' 2 * 13 


= 5V6e- f " /4 = 5^6^ = 573(1-0- 


2'e 


nn/6 
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3.19 Ejemplo. Evaluar (-y/3 + 3i) 6 . 

Solucion 

(-^3 + 3 0 6 = (2^3 e i2n/3 ) 6 = 2 6 3 3 e il2n/3 
= 2 6 3 3 e‘° = 2 6 3 3 = 1728. 


Problemas 


1. En cada uno de los siguientes, “ploteese” el punto correspondiente 
y expresese el numero en formas polar y exponencial compleja: 

a ) i b) — 1 c ) — i 

d) 1 — / e) 1+/ /) — 4 / 

g) — 3+73/ h) 5 — 5 i i) j3 + 3i 

j ) 3-4/ A:) -4 + 4^3 i l) -2 + 5/ 

m)3i n) —3 — 1 i o) —7 

p) V '2 + 73 /. 

2. Efectuense las operaciones indicadas y expresese el resultado en la 


forma x + iy: 



a) 3e i * l3 2 S/ l'2e iizl4 

b) 

5 e i2 *i 3 4 e il *! ( ’ 

c) 2e i5nlb 3e i ’ t/2 

d) 

x i2e i3n,4 j3e i5nl4 

2 72 e i3nl4 

3e U12 

f) 

7e‘° 

3e in ' 


3. Expresese en terminos de la exponencial compleja: 
a) (1 + 0 3 b) (-3 + 73i) 4 

c) (5-5/)" 6 d)(-l+73r) 5 


<?) ( — 2 + 5/)" 3 
g ) (72 + 73/) 5 
/) Rl((l+ />'"") 

— 

1 +/ 


/c) R1 1 - — e 


f) (— 3 — 7 /) 4 
h) (5 + 12/) 6 
j) Im((l +;>'"') 

/) Rl* 1_ ' 


V2 + 3 1 

4. Pruebese que \ \—z\ = |1— z| e interpretese geometricamente. 

5. Identifiquense geometricamente los conjuntos de numeros complejos 
con la propiedad de que: 

a) \z\ — 1 b) Arg z = tt/2 

c) Rl z = -2 d) Rl z -2 

e) Im z = 1 /) 1m z > 0 
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g) R1 z > 0 h) \z— 1| < 1 

i) |z+l| < 1 j) \z — i\ = \z 11 

k) |z-l| + |z+l| = 2 /) |z-l| + | Z +l| = 4 

m) jz — 11 = |z+l[ n) |z— 11 — |z+11 = 2. 

6. Encuentrense todas las ralces que se indican: 

a ) Rakes cuadradas de 2 /. 
ft) Rakes cubicas de —8. 

c) Rakes cuartas de 16—16 V '3 /. 

d) Raices sextas de — 1. 

e) Rakes cubicas de —27 + 27/. 

7. Encuentrense todas las soluciones de las siguientes ecuaciones: 

a) x 3 — 21 = 0 b) x 3 — 125 = 0 

c) x 5 -1 = 0 d) x 1 + 1 = 0 

e) jc*+ 16 = 0 /) x 2 + 24 = 0. 

8. Mediante la consideracion de las partes real e imaginaria del producto 
(a + bi)e ,e , demuestrese que 

a cos 6-b sen 9 = J a 1 + b 2 cos(0 + <5) 


y _ 

a sen 0 + b cos 0 = J a 1 + b 2 sen (0 + (5) 
donde S = Arg(a + A/). Interpretese el resultado geometricamente. 

9. Osese el metodo del problema 8 para demostrar que 

a) cos 9 — sen 0 = y'2 cos (0 + tt/4) 

b) cos 9 + sen 9 = +'2 sen (0 + 7i/4). 

10. Expresese cada uno de los numeros indicados en la forma 
A sen (0+ <5). Usense tablas trigonometricas para hallar el valor aproximado 
de 5. 


a) 2 cos 0 + 5 sen 0 
c) 2 sen 0 + 5 cos 0 

11. Demuestrese que: 

a) 7* = e~ w 

c) sen 0 = — (e‘° — e~' e ) 

2 i 

e) sen 2 0 = ^(1 — cos 20) 


b) 2 cos 0 — 5 sen 0 

d) 5 cos (0 + 7r/8) + 18 sen (0 + 7r/8). 

b) cos 0 = i(e w + e~ ie ) 
d) cos 2 0 = |(1 + cos 20) 

/) cos 3 0 = i(cos 30 + 3 cos 0). 
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12. Usese la formula de Demoivre para demostrar que: 

cos 3 9 = cos 3 0 — 3 cos 9 sen 2 9, 
sen 3 9 = 3 cos 2 9 sen 9 — sen 3 9. 

13. Demuestrese que: (a, b) L = e‘“ /2 (a, b) — i(a, b). 

14. Demuestrese que la rotacion U e que pasa a traves del angulo 9 
puede representarse en la forma: 

U g (x, = e lS (x + i^). 


4. SOLUCI6N de ecuaciones polinomiales 

En la seccion 1, vimos que la ecuacion cuadratica 

4.1 ax 2 + bx + c = 0 (a # 0) 

tiene las ralces 

— b ± Jb 1 — 4ac 
2a 

si b 2 -4ac > 0. Si b 2 -4ac < 0, la ecuacion 4.1 no tiene raices en el 
campo de los numeros reales. Para que toda ecuacion polinomial tenga 
raices, generalizamos nuestra definicion de funcion polinomial extendiendo 
el dominio de definicion de las funciones polinomiales al campo de los 
numeros complejos. 

4.2 Definicion. Un polinomio sobre el campo de los numeros complejos 

es una funcion con valores en el campo complejo de una variable compleja de la 
forma 

P = I aj k 

k = 0 

donde las a k (k = 0, 1 son funciones constantes valuadas en el campo 
complejo con dominio C, e l es la funcion identidad de valores complejos 
{(z, z)|zeC}. 

En esta seccion, cuando hablamos de un polinomio queremos decir un 
polinomio sobre el campo de los numeros complejos al menos que se avise 
expresamente lo contrario. 

Con nuestra definicion generalizada de un polinomio, todo polinomio 
cuadratico 

al 2 + bl+c (a ± 0) 
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tiene ceros dados por la formula cuadratica 


— b + yjb 2 — 4 ac 


donde N /b 2 — 4ac ^ 0 si b 2 — 4ac ^ 0, y s Jb 2 — 4ac denota una cualquiera 
de las raices cuadradas de b 2 -4ac si b 2 -4ac no es ^ 0. La polinomial 
cuadratica puede escribirse en la forma factorizada 

al 2 +bl + c = <z(7—/-,) (/—r 2 ) 

donde r lf r 2 son los dos ceros dados por la formula cuadratica. 

Hay formulas para los ceros de las funciones polinomiales generales de 
tercero y cuarto grado aunque son mucho mas complicadas que la formula 
cuadratica. As! pues, todas las funciones polinomiales de cuarto o menor 
grado tienen ceros. Puede probarse que no pueden existir formulas algebrai- 
cas para los ceros de las funciones polinomiales generales de quinto grado 
o grado mas alto. Sin embargo, hay un teorema, Ilamado generalmente el 
teorema fundamental del algebra, que asegura la existencia de un cero para 
toda funcion polinomial de grado positivo. Aunque el teorema asegura la 
existencia de un cero tal, no da informacion de como encontrarlo. Damos 
aqui el teorema sin prueba. 

4.4 Teorema. (Teorema fundamental del algebra.) Todo polinomio de grado 
positivo sobre el campo de los numeros complejos tiene un cero 

Si podemos encontrar un factor lineal, I-r, de un polinomio P de 
grado n, entonces 

P — (I—r) Q 

donde Q es un polinomio de grado n — 1. El numero r es un cero de P, ya que 
P{r) = (r-r) Q(r) = 0. 

Asi pues, el problema de encontrar ceros de un polinomio esta relacionado 
con el problema de la division de polinomios. El siguiente teorema nos 
asegura que para cualesquier dos ecuaciones polinomiales P y DAO, 
P puede dividirse por D, dando un unico cociente Q y residuo (o resto) R. 

4.5 Teorema. (Algoritmo de la division.) Si P es un polinomio de grado n 
y D (A 0) es un polinomio de grado m, entonces existen polinomios unicos 
Q y R, donde R es la funcion cero o tiene grado menor que m, tales que 

4.6 P = QD + R. 

Prueba. Probamos primero que los polinomios Q y R existen. 
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Caso 1. Si m > n, entonces 


P = 0 D+P 


Caso 2. Si m < n, efectuamos la prueba usando el segundo principio 
de induction matematica (pag. 331). Sea S el conjunto de todos los enteros 
no negativos n para los que el teorema se verifica. 

1) Si n = 0, entonces m = 0, de modo que 


P = 


P 

-D + 0. 
D 


Como D es una funcion constante, PjD es un polinomio y tenemos 

Q = PjD, R = 0. 

Asi pues, OeS. 

2) Si, para todo n < k, ne S, demostraremos que &+leS. 

Sea 

P = a i+l I k+1 +a k I k + ...+a 0 (a i+1 #0) 

y 

D = b m r+b m . 1 i m - 1 +...+b 0 {b m * 0). 

La polinomial 


p _ p _ ®k + 1 j k + l - m p 

1 


es de grado k o menor. Luego existen polinomios Q x y R tales que R es o 
la funcion cero o de grado menor que m y 


Px = QxD + R. 


Luego 


+ jjk+ljk+i-mp 


= Qx + ^±±i k+1 r m D + R 

L b m J 


= QD + R 


y k+ leS. 
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El conjunto S tiene las propiedades 1) OeS y 2) si, para todo n < k, nsS, 
entonces k +1 eS. Por tanto, por el segundo principio de induction, S es el 
conjunto de todos los enteros no negativos, y para todos los enteros no 
negativos n, hemos demostrado la existencia de los polinomios Q y R. 

Para demostrar que los polinomios Q y R son unicos, supongamos que 
hay otros polinomios y R l donde R l es o la funcion cero o de grado menor 
que m, tales que 

P = QiD + Ri = QD + R. 

Entonces 


4-7 [Qi~Q]D = R-R x . 

Ahora bien, si dos polinomios tienen grados j y k, entonces su producto tiene 
grado j+k. Luego si Q x — Q no es la funcion cero, entonces (Q 1 — Q)D 
tiene grado > m. Pero R — R l es la funcion cero o de grado menor que m. 
Debemos, por tanto, tener que Q x — Q = 0 y 

Qi = Q- 

Pero, por 4.7, se sigue entonces que R—R t = 0 y 

R t = R. 

Y esto completa la prueba. 

4.8 Definicion. Un polinomio D se dice que divide a un polinomio P y P se 
dice que es divisible por D si P — QD. 

Obtenemos un caso especial importante de (4.6) cuando D = I—r. 
Como en este caso m = 1, el resto es cero o de grado cero; es decir, R es 
una funcion constante. Tenemos entonces 

4.9 P = (I-r)Q + R. 

Asi pues, tenemos los siguientes corolarios al teorema 4.5. 

4.10 Corolario. (Teorema del residuo.) Cuando un polinomio P se divide 
por I—r, el residuo es P(r). 

Prueba. Por 4.9, 

P(r) = (r — r) Q{r) + R = R. 

4.11 Corolario. (Teorema del factor.) Un polinomio P es divisible por I—r 
si y solo si r es un cero de P. 

Prueba. Si P(r) = 0, entonces por el teorema del residuo R — 0 y 4.9 
nos da 

P — (I—r)Q. 
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Redprocamente, si P es divisible por I— r, el resto R = 0, y, de nuevo, 
por el teorema del residuo P(r) = 0. 

4.12 Definicion. Si el polinomio D k divide al polinomio P y si ninguna de 
las potencias mas altas de D divide a P, entonces D se dice que es un factor 
de P de multiplicidad k. 

Si I—r es un factor de P, entonces, segun el teorema del factor r es un 
cero de P. Si I—r es un factor de P de multiplicidad k, entonces r se dice 
que es un cero de P de multiplicidad k. Al contar los ceros de P, un cero 
de multiplicidad k se contara como k ceros. 

Como una consecuencia inmediata del teorema fundamental del algebra 
y del teorema del factor, tenemos el siguiente teorema. 

4.13 Teorema. Si un polinomio P sobre el campo de los numeros complejos 
tiene grado n > 0, entonces P tiene exactamente n ceros. 

Prueba. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos n para los que 
el teorema se verifica. 

1) leS ya que un polinomio de grado uno tiene exactamente urncero. 

2) Segun el teorema 4.4, P tiene un cero r t , y de acuerdo con el 
corolario 4.11, P = (I-r^Q. Ahora Q es de grado n— 1. Si n-leS, 
entonces Q tiene exactamente n — 1 ceros y P tiene exactamente (n — 1) +1 = n 
ceros, de modo que ne S. 

Por tanto, por el principio de induccion, S es el conjunto de todos los 
enteros positivos y P tiene exactamente n ceros. 

Si la funcion polinomial P = a„I n + ... +a^I+a 0 tiene n ceros r x , ..., r„, 
que puede que sean distintos o no, entonces 

P = a n {I- ri )...{I-r n ). 

4.14 Corolario. Si P = a„I" + ... +a l I+a 0 y Q = b n I"+ ... +b l I+b 0 son 
polinomios de grado n y si P(x) = Q(x) para n+ 1 valores distintos de x, 
entonces P = Q. Es decir, a k = b k para k = 0, 1 ,..., n. 

Prueba. P— Q es o el polinomio cero o un polinomio de grado cuando 
mas n. Ahora bien, segun el teorema 4.13, si P— Q tiene un gradopositivo k, 
entonces P—Q tiene k < n ceros. Como suponemos que P — Q tiene n+ 1 
ceros (P(x:) = Q(x) o (P—Q)(x ) = 0 para n+ 1 valores distintos dex), 
P—Q no puede tener un grado positivo. Luego P—Q es una funcion 
constante. Como P— Q toma el valor cero, P— Q = 0 y P — Q. 

En el resto de esta seccion supondremos siempre que nuestros polinomios 
tienen todos sus coeficientes reales. 

4.15 Teorema. Si un polinomio P con coeficientes reales tiene el cero r, 
entonces P tiene tambien el cero r. 
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Prueba. Sea 


P= E aJ k 

k= 0 

donde las a k son funciones constantes sobre C con valores reales. Si r es 
un cero de P, entonces 

P{r) = £ a k r k = 0 

k = 0 

y 


P(0 = E a k r k = 0 = 0. 

ft = 0 

Ahora bien, por el iema 2.8 (pag. 492), 


P(r) = E a k r k = E = E ^ 

k = 0 ft = 0 ft = 0 


= E a k F k = P(r) 

k = 0 

ya que para a k real a k = a k . De donde 

P(r) = P(r) = 0 

y r es un cero de P. 

Como se senalo al comienzo de esta seccion, una funcion polinomial 
cuadratica al 2 + bl+c con coeficientes reales, no tiene ceros reales si su 
discrimin'ante b 2 -Aac < 0. As! pues, las funciones polinomiales cuadraticas 
con coeficientes reales y discriminante negativo no son reducibles a factores 
lineales con coeficientes reales. Diremos que son irreducibles en terminos 
de polinomios con coeficientes reales. Como una consecuencia del 
teorema 4.13 una funcion polinomial con coeficientes reaies tiene 
una factorizacion en factores lineales. Sin embargo, los coeficientes en los 
factores no tienen que ser necesariamente reales. El teorema 4.15 nos dice 
que todo factor lineal correspondiente a un cero complejo, a + bi con b ^ 0, 
puede parearse con un factor lineal correspondiente al cero conjugado a — bi 
El producto de dos tales factores lineales, 

[I-(a + bi)\ [I—{a — bi)] = ( I-a) 2 + b 2 , 

es un polinomio cuadratico con coeficientes reales. De aqui puede 
deducirse, el siguiente teorema. 

4.16 Teorema. Una funcion polinomial con coeficientes reales puede escribirse 
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como un numero real por un producto de factores cuadraticos irreducibles con 
coeficientes reales y factores lineales con coeficientes reales. 

Problemas 


1. Encuentrese el cociente y el residuo cuando el polinomio P se divide 
por el polinomio D, y expresese P en la forma P = QD + R: 

a) P = 2/ 3 —37+5; D = 7-4 

b) P = 37 4 + 27 3 +7 2 + 47+2; D = I 2 + 2 

c) P = i7 3 +27 2 -7+3; D = 7 2 + 7+2 

d) P = 47 5 —7 4 + 27 2 +l; D = 7 3 +27+3 

e) P = 57 s — 27 4 + 27 2 + 37— 7; 7) = 27 3 -57 2 +l 

/) P = 47 4 + 7 3 + 7— 3 ; 7) = 37 2 -27+4. 

2. Expresense los siguientes polinomios en la forma a n (l—r l )... (I—r n ): 

a) I 3 — 31 2 + 37— 1 b ) 7 3 —27 2 —57+6 

c) 7 3 — 1 r7) 27 3 —37 2 + 57—4 

e) 7 3 —(1 +2/')7 2 + (3 + 2/')7—3 /) 7 3 — 2/7 2 + 37—67. 

3. Demuestrese que 7- a es un factor de 7" — a" si n es un entero positivo. 

4. Demuestrese que I+a(a # 0) es un factor de I n — a n si n es un 
entero positivo par y que I+a no es un factor de I n — a" si n es un entero 
positivo impar. 

5. Demuestrese que 7+a (a / 0) es un factor de l n + a n si n es un entero 
positivo impar y que 7 +a no es un factor de I" + a" si n es un entero positivo 
par. 

6. Demuestrese que I-a (a # 0) no es un factor de I n + a" si n es un 
entero positivo. 

7. Pruebese que si co / 1 es un numero complejo, entonces 

1 , + 1 

. „ 1—Q) 

1+C0+ ... Ecu = -. 

1 —CD 


8. Resuelvase la ecuacion 1 + z + z 2 + z 3 = 0. 
Sugerencia. tJsese la formula del problema 7. 


n 


9. Demuestrese que si P = 
de que 


£ a k I k es un polinomio con la propiedad 

Jt = 0 


P(z) = P(z) para todo zeC, 

entonces los coeficientes a k (k = 0, 1son todos reales. 

10. Sea P un polinomio con coeficientes reales. Demuestrese que un 
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numero real r es un cero de P de multiplicidad 2 si y solo si P(r ) = P'(r ) = 0 
y P"(r) ^ 0. Expliquese cual es el comportamiento de P cerca del cero r. 
Sugerencia. Si r es un cero de multiplicidad k, entonces 
P(x) = (x — r) k Q(x) donde Q(r ) / 0. 

11. Generalicese el resultado del problema 10. 

5. DIVISION SINTfiTICA 

El metodo de la division sintetica ha sido disenado para facilitar la 
obtencion del cociente Q y el residuo R cuando un polinomio P se divide 
por el polinomio I— r. 

Supongamos 

P = I" + a„ _! 7" 1 + • ■ ■ + a 1 1+ a 0 . 

Entonces si 

P = C l~r)Q + R , 

Q es un polinomio de grado n— 1 y R es una funcion constante. Sea 
Q = K-i!" 1 +^ ? n- 2 P 1 2 +'''+b i I+b 0 . 

Deseamos determinar R y los coeficientes de Q. Como 
P = (/-/•) Q+R 

= b „_ 1 1" + (b„- 2 — rb„-. i)I n 1 + • ■ • +(b 0 — rb s )I+ (R — rb 0 ), 

igualando coeficientes en las dos expresiones para P (corolario 4.14), 
tenemos 

On = b„- l , = b„- 2 -rb n - { , ..., a, = b 0 — rb t , a 0 = R-rb 0 . 

Resolviendo este sistema para R y los coeficientes de Q, obtenemos 

b„-i=a n , b„_ 2 = a„_,+rZ>„_ b 0 = a t +r6,, R = a 0 + rb 0 . 

Para fines de calculo, podemos arreglar el trabajo de acuerdo con el siguiente 
esquema: 

a„ ... a, a 0 [r_ 

_ rb„-i _ ••• rb\ _ rbo _ 

b„-\=a n b„- 2 = a„_ 1 +rb n _ t ... b n = a, +rb, \ R = a 0 + rb 0 

De esta forma, con solo escribir ordenadamente los coeficientes y efectuar 
unas sencilla multiplicacion y adicion, podemos obtener los coeficientes del 
cociente y el residuo. 

Debe notarse que si una de las potencias de / no aparece en el polinomio 
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entonces esa potencia de 7 tiene coeficiente cero y la division sintetica debe 
tener un cero en la position correspondiente. 

Un segundo detalle que debe tenerse en cuenta es que la division 
sintetica se ha disenado para la division por I—r, de modo que cuando 
dividimos por I + a hemos de poner r = — a. 

5.1 Ejemplo. Encuentrense el cociente y el residuo cuando el polinomio 
37 4 + 27 2 + 7+4 se divide por 7+2. 

Soluci6n. Usando la division sintetica, tenemos 

302 1 4 1-2 

-6 12 -28 54 

3 _6 14 -27 |58 

Asi pues 3/ 3 -6/ 2 +147-27 es el cociente, y el residuo es 58. 

5.2 Ejemplo. Si P = 5/ 3 -3/ 2 + l, encontrar P( 6). 

Solucion. De acuerdo con el corolario 4.10, i > (6) es igual al residuo de la 
division de P por 1-6. Tenemos, pues, usando la division sintetica 

5-3 0 1 [6 

30 162 972 

5 27 162 |973 

y P( 6) = 973. 

Problemas 

1. Encontrar el cociente y el residuo 

a) si P = I 1 — 1+2 es dividido por 1-2 

b) si P = 37 3 + 7 2 -47+2 es dividido por 7-3 

c) si P = 7 5 - 7 3 + 27 2 +1 es dividido por 7-1 

d) si P = 7 4 + 57 2 + 7—3 es dividido por 7+3 

e) si P = 5 7 3 — 3 7 2 + 7-1 es dividido por 7+2 
/) si P = 37 5 +27 4 + 37es dividido por 7+5. 

2. Usando la division sintetica, 

a ) si P = 7 3 —47 2 —87—50, encontrar 7 > (2), 7 , (-2), P(3) 

b) si P = 7 4 —37 3 + 27 2 —7+5, encontrar P(l), P(l), P(- 2) 

c) si P = 37 4 + 57 2 —87+2, encontrar P{- 2), 7 > (0.5), P(-1.5) 

d) si P = 27 5 — 37 3 +47—2, encontrar T’(l), P(- 1), 7 > (2) 

e) si P = 27 s -7 2 + 7-5, encontrar PC-1), 7>(1), P{3) 

f) si P = 1.57 4 -2.27 3 +1.37+2.3, encontrar 7 , (1), P(0.3). 
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6. RAICES REALES DE ECUACIONES POLINOMIALES 


Hasta este momento, las ecuaciones polinomiales consideradas han 
tenido coeficientes que eran numeros reales cualesquiera. En esta seccion, 
discutiremos el problema de encontrar las ralces racionales de ecuaciones 
polinomiales con coeficientes racionales. 

Notamos en primer lugar que dada una ecuacion polinomial con coefi¬ 
cientes racionales, si multiplicamos por el mlnimo denominador comun de 
los coeficientes, la ecuacion resultante tendra coeficientes enteros. As! 
pues es suficiente discutir el problema de encontrar las raices racionales 
de las ecuaciones polinomiales con coeficientes enteros. 

Antes de enunciar el teorema acerca de las raices racionales de tales 
ecuaciones, damos la siguiente definicion. 

6.1 Definicion. Dos enteros c y d se dice que son primos relativos si los 
unicos enteros que dividen a ambos, c y d, son ± 1. 

6.2 Teorema. Si el numero racional c/d , donde c y d son primos relativos, 
es una raiz de la ecuacion 

6.3 a n x J ' + a n ~ l x n ~' + ---+a l x + a 0 = 0, (a„ * 0), 
con coeficientes enteros, entonces c divide a a 0 y d divide a a n . 

Prueba. Como cjd es una ralz de 6.3, tenemos 

a n (c/d)" + a n .^(c/d) n ~ l + ■ ■ • +a i (c/d) + a 0 = 0. 

Multiplicando por d" para hacer desaparecer las fracciones, obtenemos 
6 - 4 a n c n + a n _ l c n ~ l d+ ■ • • +a l cd n ~ 1 +a 0 d" = 0. 

Esta ultima ecuacion puede escribirse en la forma 

’ • • +a x d"~') = —a 0 d". 

Pero el primer miembro de esta ecuacion es un entero que tiene c como un 
factor. Luego c divide a —a 0 d n . Pero como c y d son primos relativos, 
c y d n son tambien primos relativos. 1 Como c divide a -a 0 d n y no tiene 
factores en comun con d", c divide a a 0 . 

Escribiendo 6.4 en la forma 

d(a n - j c" -1 + • - • + a , cd"~ 2 + a 0 d n ~ 1 ) = -a„c n 

y usando un argumento analogo, encontramos que d divide a a n . 


1 Este argumento hace uso del hecho de que todo entero positivo puede ser factorizado 
en un producto de positivos primos (enteros irreducibles) en una forma y solo en una 
forma. No siendo los factores primos de c factores de d, tampoco son factores de d". 
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6.5 Corolario. Todas las raices racionales de la ecuacion polinomial 
x” + a n -. l x"~ 1 + ■ • • +a 1 x + a 0 = 0 
con coeficientes enteros son enteros, y divisores de a 0 . 


6.6 Ejemplo. Encontrar todas las raices de la ecuacion 
P(x ) = 2x 3 + 3x 2 —9x—5 = 0. 

Solucion. Las unicas raices racionales posibles son 

+ -j, ± 1, +1, +5. 


Pero P( 0) = -5 y P(— 1) = 5. Como P es continua sobre [— 1, 0] y toma 
signos opuestos en los puntos extremos — 1 y 0, por el teorema del valor 
intermedio P tiene un cero real entre — 1 y 0. Este cero real puede ser 
racional. Si el cero es racional, debe ser — j. Tenemos 

2 3 —9 —5 [ —i 

-1 -1 5 

2 2 -10 | 0 


de modo que 

P(x) = (x + i) (2x 2 + 2x- 10) 
= (2x+l)(x 2 +x-5). 

Los ceros de x 2 + x — 5 son 


x = . 1 ± = -i ± W 21 • 


Por tanto, las tres raices de la ecuacion son 

y 

P(x) = 2x 3 +3x 2 —9x —5 

= 2(x + i)(x + i-iV2l)(x + i + iV 21 )- 

6.7 Ejemplo. Encuentrense todas las raices de la ecuacion 
8x* + 30x 3 + 29x 2 —2x —30 = 0. 


Solucion. Los factores de 8 son 1, 2, 4, y 8, y los factores de 30 son 1, 
2, 5, 6, 10, 15, 30. Luego las raices racionales posibles son: 




5 i 

4 » 2 


Y,2, f,-^,3, 5, 6.Y.10, 15, 30). 
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Probando +1 tenemos 


8 30 29 -2 -30 [j_ 

8 38 67 65 

8 38 67 65 j 35 

Como todos los numeros de la ultima fila son positivos, numeros mayores 
que 1 pueden solamente dar lugar a residuos mayores. Eliminamos, por 
tanto, todos los valores ^ 1. 

Tenemos ahora P(0 ) = — 30 y /’(l) = +35, luego hay una raiz real 
entre 0 y +1. Esta ralz puede ser racional. Probamos j, ya que si todo en 
la ultima fila resulta de nuevo positivo habremos eliminado varias 
posibilidades mas. 

8 30 29 -2 -30 U 

4 17 23 

8 34 46 21 |~^t 

Probamos despues con f, 

8 30 29 -2 -30 [| 

6 27 42 30 

8 36 56 40 | 0 

As! pues 

P(x) = (x-£) (8x 3 + 36x 2 + 56x + 40) 

= (4x-3)(2x 3 + 9x 2 +14x+10) 

= (4x —3) Q(x). 

Las unicas posibilidades para ceros racionales de g(x) son 
±(i, 1,2, |, 5, 10). 

Todos los valores positivos han sido previamente eliminados ya que los 
ceros de Q(x) son tambien ceros de P(x). Probando con -f, tenemos 

2 9 14 10 |-f 

-5 -10 -10 

2 4 4 1 0 

de modo que 

Q{x) = (x+1) (2x 2 + 4x + 4) 

— (2 x + 5) (x 2 + 2 x + 2) 

o 

P(x) = f4x —3) (2x + 5) (x z + 2x + 2). 

El ultimo termino puede ser factorizado con la ayuda de la formula 
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cuadratica 


-2 + 74-4-2 
2 


— 1 + i 


y 

P{x) = (4x-3)(2x + 5)(x+l-i)(x+l+i)- 

Las cuatro raices son 

x = — f, —1+/, — 1— i. 

Problemas 

1. Determlnense las raices racionales de las siguientes ecuaciones. 
Cuando el factor restante es cuadratico encuentrense todas las raices. 

a) x 3 + 3x 2 —4x—12 = 0 b) 6x 3 + 7x 2 -llx-2 = 0 

c) 2x 3 —3x 2 —7x + 3 =0 d) 6x 4 + 5x 3 -9x 2 -x + 2 = 0 

e) 2x 4 —3x 3 +12x 2 — 16x-t-5 = 0 /) 3x 5 -5x 3 + 2x = 0. 

2. Expresense los siguientes polinomios como una constante por el 
producto de factores lineales: 

a) /> =/ 4 +/ 3 -fc/ 2 -/+ 5 b) P = 3/ 4 —8/ 2 + 4 

c) E = 7 4 + 3/ 3 + / 2 —37—2 d) P = I*-I 3 -I 2 -I-2 

e) P = 2/ 3 + / 2 + /-l /) E = 6/ 4 +19/ 3 + 23/ 2 + 8/-6. 


7. ECUACIONES TRIGONOMfiTRICAS 

En esta seccion consideramos ecuaciones del tipo T(x) = 0 donde T es 
una combinacion algebraica de fuhciones trigonometricas. T(x) sera un 
polinomio en una de las funciones trigonometricas o el producto de dos o 
mas polinomios cada uno de una de las funciones trigonometricas o T{x) 
sera reducible a uno de estos tipos. 

Como las seis funciones trigonometricas tienen todas un periodo 2n o n, 
es en general suficiente al resolver una ecuacion trigonometrica encontrar 
todas las raices en el intervalo [0, 2riy y observar que lodas las otras raices 
se obtienen por la condicion de periodicidad. 

7.1 Ejemplo. Encuentrense todas las soluciones de la ecuacion 

2 cos 2 x = cos x 


en el intervalo [0, In'). 
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SOLUCION 

2 cos 2 x = cos x <=> 2 cos 2 x — cos x = 0 
•» cos x(2 cos x— 1) = 0 
cos x = 0 
<=> o 

2 cos x — 1 = 0 
cos x = 0 

O O 

COS X = J. 

Ahora bien, cos x = 0 para x = njl y x = 3 ?r/2, mientras que cos x = \ 
para x = n/3 y x = 5 7r/3. Asi pues, las soluciones son x = n/3, n/2, 3n/2 
y 5n/3. 

7.2 Ejemplo. Encuentrense todas las soluciones de la ecuacion 

3 tan x—5 sen x = 0 

en el intervalo [0, 2n}. 

Solucion 

sen x 

3 tan x — 5 sen x = 0 o 3- 1 — 5 sen x = 0 

cos x 

o sen x (— -5 ) = 0 

\cos X / 

sen x = 0 

o 

3 

cos X 
sen x 
«>(o 

COS X = f . 

Ahora bien, sen x = 0 para x = 0ox = s, y cos x = f para x = 0.927 = 53°7' 
o x = 5.356 = 306°53'. Asi pues 

x = 0, 0.927, 7i, 5.356. 


-5=0 
= 0 
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7.3 Ejemplo. Encontrar todas las soluciones de la ecuacion 

sen x + 2 cos x = 2 


en el intervalo [0, 27t>. 

Solucion. Es conveniente reemplazar esta ecuacion por una ecuacion 
polinomial en cos x (o en sen x). Tenemos 

sen x + 2 cos x = 2 sen x = 2 — 2 cos x 

=> sen 2 x = 4 — 8 cos x + 4 cos 2 x 
<=> 1 — cos 2 x = 4 — 8 cos x + 4 cos 2 x 
5 cos 2 x—8 cos x + 3 = 0 
(5 cos x —3) (cos x— 1) = 0. 

As! pues, si x es una solucion a la ecuacion dada, entonces 

cos x = 1 o cos x = f. 

Las soluciones a las ultimas ecuaciones son x = 0 y x = 0.927 o 5.356 
(ejemplo 7.2). Ahora bien, no es cierto que todas las soluciones a las ultimas 
ecuaciones deban ser soluciones de la ecuacion original ya que no todas las 
operaciones efectuadas para obtener las ecuaciones finales eran reversibles. 
En particular, no es reversible la operation de elevar al cuadrado. Es 
decir, A = B implied A 2 = B 2 , pero A 2 = B 2 no implica que necesariamente 
A = B; puede ser que A = — B. Por tanto, debemos comprobar cual o 
cuales, si existen algunas, de las tres soluciones posibles encontradas son 
realmente soluciones. Encontramos que para x = 5.356, sen x = — f, pero 
que 2 — 2 cos x = +f, de modo que esta no es una solucion. Por otra 
parte, para x = 0, sen x = 0 y 2 — 2 cos x = 0; para x = 0.927, sen x = $ 
y 2 — 2 cos x = f . Asi pues, las soluciones son 

x = 0 y x = 0.927. 


Problemas 


1. Resuelvanse las siguientes ecuaciones para todos los valores en el 
intervalo [0, 2 n}. Dense tambien todas las contestaciones en medida en 
grados en [0, 360°). 


a) 2 sen x + 1 = 0 
c) 4 cos 2 x — 3 = 0 
e ) cos 2x — cos x = 0 
g) tan x — 3 cot x = 0 
/) tan 2 x + cot 2 x+1 =0 

k) sen x — sen - = 0 


b) cot x +1 = 0 
d) 2 cot x—3 cos x = 0 
/) esc x —4 sen x = 0 
h) cos x — yj3 sen x = 1 
j) 4 esc 2 x + cot x = 7 

l ) sen x = yj2 — cos x. 
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8. SOLUCION DE ECUACIONES MEDIANTE 
APROXIMACIONES SUCESIVAS 


En las secciones 4 y 6, discutimos la solucion de ecuaciones polinomiales 
y en la "seccion 7 se discutio la solucion de ecuaciones trigonometricas. 
Excepto en casos especiales, usualmente es poco practico intentar resolver 
ecuaciones de grado superior al segundo o ecuaciones trigonometricas por 
operaciones analiticas directas. Por otra parte, los metodos discutidos hasta 
el momento no son aplicables a la solucion de ecuaciones en que aparezcan 
tipos mas generales de funciones continuas. En esta seccion consideramos 
metodos para obtener aproximaciones a las soluciones reales de una 
ecuacion f(x) = 0. 

En el capltulo 9 (pag. 431), se demostro que si una funcion / es continua 
sobre un intervalo 3 y se sabe que f(x x ) y f(x 2 ) tienen signos opuestos 
para dos numeros x 1 , x 2 e‘$, entonces, segun el teorema del valor intermedio 
hay un cero de / entre x 1 y x 2 . Podemos tomar x { , x 2 , o cualquiera de los 
numeros entre x, y x 2 como aproximaciones al cero de / que se encuentra 
entre x, y x 2 . 

Sea r el cero de / que deseamos encontrar, y sea x„ una aproximacion 
a este cero (figura 3). Intentaremos encontrar otra aproximacion x n+1 



mediante el reemplazo de la grafica de / en la vecindad del punto ( x „, /(*„)) 
por una linea recta. La pendiente de esta recta debe escogerse de modo que 
la intercepcion con X de ella, x n+ ,, sea una mejor aproximacion a r que la 
que era x„. Si m es la pendiente de la recta tendremos 


m 


f(x„) 


o 

8.1 


= x„ 


f(x n ) 


m 
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La eleccion ideal serla tomar m igual a la pendiente de la recta que contiene 
(x n ,f(x n )) y (r, 0). Entonces el problema quedarla resuelto con x„ +1 = r. 
Sin embargo, como r es desconocido, no puede conocerse cual sea esta 
eleccion ideal de m y nos tenemos que contentar con alguna aproximacion 
a esta eleccion ideal. Tenemos varias posibilidades de eleccion. 

1. Metodo de Newton. Podemos usar la pendiente de la tangente a la 
grafica de / en (x„ , f(x n )): 

™ = /'(*„)• 

2. Si el cero r esta entre x x y x 2 , podemos usar la pendiente de la recta 
que contiene los puntos (x,,/(x,)) y (x 2 ,/(x 2 )) para localizar una tercera 
aproximacion x 3 . Podemos, entonces, usar sucesivamente la pendiente de 
una recta que contenga dos puntos previamente calculados, digamos 
(x„- 1 , /0„- 1 )) y (x „, f(x „)): 


m 


/(x n )-/(x n _,) 

Xn-X'-i 


(n = 2,3, ...). 


3. Si el cero r esta entre x, y x 2 y f'(x) no cambia mucho entre x, y x 2 , 
podemos fijar 

m = /'(x,) 

en cada uno de los pasos sucesivos. Esto es particularmente conveniente 
cuando los valores sucesivos /'(x„) son dificiles de calcular. 

4. Si el cero r esta entre x l y x 2 , podemos fijar 

/(x,)-/(x 2 ) 

m = - 

x, x 2 


para todos los pasos sucesivos. 


5. Si el cero r esta entre x, y x 2 y /"(x) es de signo constante entre 
x, y x 2 , entonces la tangente en (x,,/(x,)) se encuentra a un lado de la 
grafica de /, y la cuerda que une (x,,/(x,)) y (x 2 ,/(x 2 )) se encuentra al 
otro lado de la grafica de /. En este caso, el valor ideal para m se encuentra 
entre los valores dados para m en 3 y 4. De donde podemos esperar que el 
promedio de estas dos pendientes sea una buena eleccion: 




) + 


/(x,)-/(x 2 ) 
x,-x 2 




Que sea una buena eleccion para m dependera del problema particular 
que tengamosque resolver. No intentaremos desarrollar resultados generales. 
El uso de estos metodos queda ilustrado en los ejemplos siguientes. 
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8.2 Ejemplo. Obtenganse con una aproximacion de mas de 0.0001 las 
raices reales de la ecuacion 

P(x ) = x 3 —3x 2 + 5x + 5 = 0. 


Solucion 1. Esta ecuacion tiene tres raices, y como las raices no reales de 
una ecuacion polinomial con coeficientes reales se presentan en pares 
conjugados o una es real y las otras dos son no reales o las tres son reales. 
Ahora bien 

P'(x) = 3x 2 -6x + 5 = 3 (a —l) 2 + 2 

y P'( x ) > 0 para todo xeR. De donde P es una funcion creciente y tiene 
exactamente un cero real. R(0) = 5 y P es creciente, luego el cero real es 
negativo. Como P(— 1) = — 4, el unico cero real esta entre — 1 y 0. 
Usando el metodo 1, tenemos 

X n + 1 = X n -P(x„)/P'(x„). 

El trabajo de calculo puede ordenarse como se indica en el siguiente cuadro: 


X n 

P(*n) 

m = P' 0„) 

-P(x„)/m 

x„ +i = 

x n -P(. x n)/m 

-1 

-4 

14 

+ 2.857 x 10 _1 

-0.7 

-0.7 

-0.313 

10.67 

+ 2.933 x 10~ 2 

-0.67(07) 

-0.67 

+ 2.537 x 10~ 3 

10.367 

— 2.447 x 10“ 4 

-0.6702(45) 

-0.6702 

+ 4.635 x 10~ 4 

10.369 

— 4.470 x 10~ 5 

-0.6702(447) 

-0.6703 

— 5.737 x 10“ 4 




Como P( — 0.6702) > 0 y P( — 0.6703) < 0. tenemos r = —0.6702 con error 
menor que 0.0001 = 10 -4 . 


Solucion 2. Como 

P" O) = 6x —6 = 60“ 1), 


la grafica de P es concava hacia abajo para x < 1. Asi pues, las tangentes 
a la grafica en puntos (x, P(x)) con x < 1 se encontraran a la izquierda 
de la curva mientras que las cuerdas que unan dos de tales puntos se 
encontraran a la derecha de la curva. Esto indica que el metodo 5 seria 
probablemente preferible a cualquiera de los otros dos metodos que usan 
pendiente constante. 

Tomando x x = — 1 y x 0 = 0, tenemos 


m — - 
2 


p' Oi) + 


p Oi)- 


l)-P(Xp) 
tl-*0 - 


14 


-4-5 

-1 


11.5. 
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Y entonces 



P(*n) 

-P(x„)/m 

*„+i = 

x n - P(x„)!m 

-1 

-4 

+ 0.35 

-0.65 

-0.65 

+ 2.079 x 10“ 1 

- 1.807 xl0“ 2 

-0.668(07) 

-0.668 

+ 2.325 x 10“ 2 

-2.022 x 10“ 3 

-0.670(03) 

-0.670 

+ 2.537 x 10“ 3 

-2.206 x 10“ + 

-0.6702(21) 

-0.6702 

+ 4.635 x 10 -4 

-4.030 x 10“ 5 

-0.6702(403) 


Aunque la solucion por el metodo 5 tomo una aproximacion sucesiva 
mas que las que se necesitaron en el metodo 1, el ahorro de tiempo 
conseguido por el uso de la misma pendiente en cada paso compenso de 
sobra el tiempo usado en efectuar el paso adicional. 

8.3 Ejemplo. Encuentrense, con una aproximacion de mas de 0.001, los 
ceros de la funcion cuya regia de correspondencia es 

f(x) = x 4 + x-l. 


Solucion 1. Tenemos 

f'(x) = 4x 3 + l 
f"(x) = 12 x 2 

de modo que la grafica de / es concava hacia arriba en todos sus puntos. 
De aqui que la grafica de / tiene o dos ceros reales o ningun cero real. 
Como 

m = - j y /(l) = l 

hay un cero entre 0 y 1. Usando el metodo 2 con x 0 = 0 y x { = 1, tenemos 



/(*„) 

m — 

**-!-•*„ 

~f( X n)/m 

^ n +i = 

x„-f(x n )/m 

1 

1 

2 

-0.5 

0.5 

0.5 

-0.4375 

2.875 

+ 1.522 x10 -1 

0.6(522) 

0.7 

-5.99x 10 2 

1.888 

+ 3.178 x 10~ 2 

0.73(178) 

0.73 

+1.398 x 10" 2 

2.463 

-5.676x 10 3 

0.724(324) 

0.724 

0.725 

-1.240 x 10~ 3 
+1.282 x 10“ 3 

2.537 

+ 4.888 x 10 -4 

0.724(488) 


Como /(0.724) < 0 y /(0.725) > 0, r = 0.724 con error menor que 0.001. 
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SoluciOn 2. El calculo puede simplificarse considerablemente usando el 
metodo 4. En este caso no es necesario volver a calendar m en cada etapa. 
Ademas, si tomamos x 0 = 0 y x t = 1, tenemos 

m = /^t)-/(^o) = l-(-l) = 2 
x,-x 0 1-0 

y el calculo de f(x n )/m es muy facil. 



/U„) 

-/(x„)/2 

X n+ 1 — 

X n ~ f(X n )l2 

1 

1 

-0.5 

0.5 

0.5 

-0.4375 

+2.188 x 10 _1 

0.72(188) 

0.72 

—1.126 x 10 -2 

+ 5.63 x 10“ 3 

0.725(63) 

0.725 

0.724 

+1.282 x 10“ 3 
-1.240 x 10“ 3 

-6.41 x 10~ 4 

0.724(36) 


8.4 Ejemplo. En un problema sobre pandeo de columnas es necesario 
resolver la siguiente ecuacion: 

tan x = x. 

Solucion. Si dibujamos las graficas de las ecuaciones y = tan x y y = x, 
entonces las intersecciones de estas dos graficas nos daran primeras 
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aproximaciones a las soluciones de tal ecuacion, es decir, a los ceros de 
la funcion cuya regia de correspondencia es 

f(x) = tan x- x. 

Una de las primeras cosas que deben notarse es que 

/(-■*)= ~f(x), 

de modo que si r es un cero de /, entonces — r es tambien un cero. As! 
pues, es suficiente encontrar los ceros no negativos de la funcion /. 

Obviamente 0 es un cero de / y en la figura 4 se ve que hay ceros cerca 
2n+l 

de in, -%n ,—— n,... Para los valores mayores de n los ceros deben 
2n+1 

estar muy cerca de ——— n. Para los valores menores de n estos numeros 

deben ser aproximaciones bastante pobres de los ceros. 

Emplearemos el metodo 3 para aproximar el primer cero positivo de 
/ = tan — /. Del examen de la figura 4 resulta claro que r,, primer cero 
positivo de /, es menor que 37r/2. Tomamos .x, = 4.5. Usando una tabla 
de funciones trigonometricas con angulos en radianes y tomando n = 3.14, 
tenemos 

/'(*i) = sec 2 Xi -1 = tan 2 x, = tan 2 (jc, — 7t) = tan 2 (4.50-3.14) = 22. 
Sigue el calculo: 



tan x n = 
tan (x„ — n) 

f(x„) = 

tan x„ — x„ 

-f(x„)jm 

*»+i = 

4.5 

4.49 

4.673 

4.455 

+ 0.173 
-0.035 

-0.0079 
+ 0.0016 

4.49(2) 

4.49(16) 


Encontramos, asi, que r 1 = 4.49 con error menor que 10“ 2 . Usando valores 
mas exactos para la funcion tangente, puede mostrarse que r, = 4.4934 
con error menor que 10~ 4 . 

Problemas 

1. Dibujense las graficas de las siguientes funciones y encuentrense los 
ceros especificados con errores menores que 0.01 usando los metodos 1 y 2: 

a ) / = 2/ 3 — 6/ 2 — 5; todos los ceros reales. 

b) /=/ 3 +2/ 2 —4/—1; cero positivo. 

c ) f — / 4 —4/ 3 — 18/ 2 + 72/— 18; cero entre 0 y 1. 

d) j = cos — I ; todos los ceros reales. 

e) f = sen + I 2 ; todos los ceros reales. 
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2. Dibujese la grafica de / donde 

f(x) = x—2 sen x 

en el intervalo [0, 7r], Usando el metodo 3, encuentrese el cero positivo 
de / con error menor que 0.01. Notese que sen2x = sen (71 — 2x). 

3. Dibujense las graflcas de las expresiones que aparecen en cada 
miembro de las siguientes ecuaciones para determinar una primera aproxi- 
macion de las soluciones anotando los puntos de intersection de las dos 
graflcas. tJsense los metodos 3, 4, y 5 para determinar la solucion deseada 
con error menor que 0.005. Si uno de los metodos no trabaja bien, expliquese 
el porque. 

a ) sen x = 1 — x b) x = cos x 

c) yjx — 3 — x d) x = 1.5 sen x 

e ) x 3 = cot x, xe <( — n, 0) kj <0, n > 

/) 1 — x 2 = tan x, x = [0, rr/2). 

4. Usese el metodo 3 para calcular 

a) HWi b) ^/40 

c) ^90 d) 4 / —125. 


9. RESUMEN 

En este capitulo hemos considerado la solucion de ecuaciones del tipo 
/(x) = 0. Encontramos que si deseabamos considerar soluciones de 
ecuaciones polinomiales generates, era necesario introducir un campo 
de numeros que es mas extenso que el campo de los numeros reales. Esto 
nos llevo al campo de los numeros complejos. 

Una ecuacion del tipo 

ax + b — 0 (a ^ 0 ), 

donde a y b son numeros racionales, tiene el numero racional —b/a como 
su solucion. Sin embargo, el campo de los numeros racionales no es 
suficientemente extenso para contener soluciones de la ecuacion 

x 2 — 2 = 0 . 

Las dos soluciones de esta ecuacion son los numeros irracionales J2 y - V^- 
Si esta ecuacion ha de tener soluciones es, pues, necesario extender nuestro 
campo numerico al campo de los numeros reales. No se tiene que buscar 
mucho para encontrar ecuaciones polinomiales que no tienen soluciones en 
el campo de los numeros reales. Por ejemplo, la ecuacion 

x 2 +l = 0 
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no tiene soluciones en el campo de los numeros reales. Luego, si queremos 
que esta ecuacion tenga soluciones, debemos extender de nuevo nuestro 
sistema numerico. El nuevo campo numerico que se obtiene es el campo 
de los numeros complejos. 

Se nos presenta naturalmente la siguiente pregunta: £ hay campos con 
la propiedad de que todo polinomio de grado positivo n, cuyos coeficientes 
sean elementos del campo, tiene n ceros en ese campo? Un campo tal se 
dice que es algebraicamente cerrado. Como hemos visto, el campo de los 
numeros racionales y el campo de los numeros reales no poseen esta 
propiedad. Sin embargo, el teorema fundamental del algebra implica que 
el campo de los numeros complejos tiene esta propiedad y es, por tanto, 
algebraicamente cerrado. 

Aunque historicamente el campo de los numeros complejos se introdujo 
en conexion con el problema de la solucion de las ecuaciones polinomiales, 
los numeros complejos juegan un papel importante en conexion con otros 
temas como se senalo en la introduccion a este capltulo (pag. 487). 

Despues de discutir los numeros complejos, pasamos a considerar la 
solucion de las ecuaciones polinomiales. Siguio a esto una consideration 
de la solucion de las ecuaciones trigonometrieas. Las ecuaciones polinomiales 
y las trigonometrieas son casos especiales de ecuaciones del tipo f(x ) = 0, 
pero los resultados obtenidos para estos casos especiales no son aplicables 
al caso general. Para el caso general de una funcion / continua sobre un 
intervalo 3, consideramos metodos para localizar aproximadamente los 
ceros de / sobre 3. Estos metodos requieren que encontremos una 
aproximacion x n a un tal cero y luego construyamos una recta por el 
punto (*„,/(*„)) con pendiente m tal que la interception con X, x n+ ,, de 
esta recta este mas cerca del cero buscado que lo que esta x n . Se 
consideraron varios metodos para elegir la pendiente m de la recta que 
pasa por (x„,/(*„)). 


Problemas de repaso 

1. Expresense cada uno de los siguientes numeros en la forma x+yi: 


a) 3(2+0 + 2(l-3i) 
c) 112 + 5 r| (2 — 0 


b) (2+0(2-0 
d) — 


e) i 25 + j 19 + i 7 


/) 


1 1 

+ 


a + bi a — bi 

2. Expresense cada uno de los siguientes numeros en la forma x+yi: 


a) ^ 


i + 0 25 

V2. 


b) 


■v/3 — t 
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3. Expresense todas las ralces que se indican en la forma x + iy usando 
tablas de funciones trigonometricas solamente cuando sea necesario: 

a) las ralces cuadradas de — i 

b) las raices sextas de — i 

c ) las raices cuartas de — 1 

d) las ralces cuartas de (— 8^/2 + 8 ^/ 2 /). 

4. Expresense los siguientes polinomios en la forma a n (I—r l )...(I—r n ): 

a) 27 4 + 77 3 — 13 7 2 + 77— 15 

b) 2/ 4 + / 3 — 2 /— 1 

c) 2 / 5 + 3/ 4 — 127 3 — 187 2 + 107+ 15 

d) 6/ 4 + 1 17 3 + 8/ 2 —67—4. 

5. Encuentrense todas las soluciones de las siguientes ecuaciones en 
el intervalo [ 0 , 2n}. 

a) cot x-2 cos x = 0 b) sen 2 - cos x + 1 = 0 

c) cos x + 73 sen x = 2 d) sen 3x + sen xr = 0 

e) 4 tan 2 x = sec 2 x /) tan 2 x 4- cot 2 x-2 = 0 

g) sen 3x + sen 5x = 0 h ) tan 2x tan x = 1. 

6 . Encuentrense las raices de cada una de las siguientes ecuaciones con 
errores menores que 0.01. Diganse en cada caso claramente cuales han sido 
los metodos usados. 

a) x 2 = cos x; todas las raices. b) x 3 = sen x; todas las raices. 

c) y/x = tan x, xe[ 0 , ti/2 > d) 2 -x 2 = sec x, xe < -n/2, 7 r/ 2 >. 
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Capitulo 



La integral 

definida 


1. introducciGn 

La medida del area es un problema que ha preocupado al hombre desde 
la antiguedad. Los egipcios (2000-1800 a.c.) conoclan reglas para el calculo 
de las areas y los volumenes de algunos objetos sencillos. Tenlan formulas 
exactas para las areas de los rectangulos, triangulos, y trapezoides, y una 
formula incorrecta para el area de un cuadrilatero general. Daban el area 
aproximada de un clrculo como el cuadrado de f del diametro —una 
buena aproximacion, puesto que 4(f) 2 = 3.160 + . Sablan como calcular 
el volumen de los cubos, cilindros y, como podia esperarse, el volumen 
de una piramide truncada de base cuadrada. No hay ninguna evidencia de 
derivation sistematica alguna de estas reglas. Pero estas reglas pasaron de 
los egipcios y babilonios a los griegos y, empezando con Tales (585 A.c.) los 
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FiGURA 1 


griegos dieron derivaciones logicas y 
sislematicas de las formulas. 

De todos los griegos, Arquimedes 
(250 a. c.) fue el que mas se acerco al 
concepto moderno de area. Conocia el 
metodo de acotar un area por urt conjunto 
de rectangulos situados en el interior y un 
conjunto que cubria justamente el area 
(figura 1). Riemann (1826-1866) baso su 
definicion de la integral sobre esta idea. 


Es la integral de Riemann la que 
presentaremos y estudiaremos en este capltulo. 

Los conceptos fundamentales del calculo, la derivada y la integral, 
preceden a Newton (1642-1727) y Leibniz (1646-1716), pero es a estos dos 
hombres a quienes se Ies da el tltulo de “Los Fundadores del Calculo”. 


En la seccion 7 se nos dice el porque. En esa seccion presentaremos los 
teoremas fundamentales del calculo, que fueron descubiertos, indepen- 
dientemente, por Newton y Leibniz. 


2. Area de las figuras planas 


El area de un cuadrado es nuestro punto de partida para la definicion 
de area de figuras planas. El area de un cuadrado cuyos lados son de 
longitud a se define como a 2 . La unidad de medida del area es longitud 
al cuadrado —un metro cuadrado, un centimetre cuadrado, un pie 
cuadrado, una pulgada cuadrada, etc., segun cual sea la unidad de longitud 
que se adopte. 

Con el area de un cuadrado asi definida, podemos derivar una formula 
para el area del rectangulo. Sea3iun rectangulo de ancho a y altura b(a < h). 
Coloquense cuatro de tales rectangulos juntos como se ilustra en la figura 2. 
Los lados exteriores de los rectangulos limitan un cuadrado cuyos lados son 



de longitud a + b. Los lados interiores de los 
rectangulos limitan un cuadrado de lados b-a. 
Obtenemos entonces 

4 area (.11) + (b — a) 2 = (b + a) 2 . 

Lo que, despejando el area de R, nos da 


area (31) = 


(b + af 


= ab. 


FIGURA 2 


Aunque el area de un triangulo rectangulo 
puede obtenerse formando un rectangulo con dos 
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triangulos rectangulos congruentes, nosotros efectuaremos una derivacion 
de la formula distinta y mas difxcil. Nuestro proposito al hacer esto es 
ilustrar un metodo de mayor generalidad e importancia. Este metodo 
nos proveera de una definicion para las areas de una gran clase de regiones 
planas (conjuntos de puntos en el piano) y de un medio para calcularlas. 

En la anterior derivacion de la formula para el area de un rectangulo, 
aceptamos los resultados a pesar del hecho de que no se habia dado ninguna 
definicion de lo que ha de entenderse por area de un rectangulo. La razon 
de nuestra aceptacion fue que la derivacion se basa en una propiedad no 
formulada que estamos casi obligados a esperar que el area contenga: la 
suma del area de las partes ha de ser igual al area del todo. Si el area ha 
de tener esta propiedad, entonces la formula ab para el area de un rectangulo 
es la linica posible. Enfocamos el problema mas general de asignar areas 
a regiones de esta misma forma, solo que, de antemano, enunciamos cuales 
han de ser las condiciones satisfechas por el area. Descubriremos luego 
que esto nos lleva a una asignacion unica de area para cada una de las 
regiones de una gran variedad de regiones planas. 

Sea £ un conjunto de puntos en el piano. Deseamos definir el area de £, 
a la que denotaremos por area (8). El area ha de ser un numero real no 
negativo. Requerimos como condiciones para una definicion aceptable de 
area —para aquellos conjuntos de puntos 8, 3 r , S,... para los que el area 
ha de definirse— que : 

2.2 Si 8 c?, entonces area (8) < area ( J). 

2.3 Si 9 = 8u5 r y8n3 r tiene area cero, entonces 

area(S) = area (8) + area (J). 

2.4 Si 8 es un rectangulo de anchura a y altura b, area (8) = ab. 

La condicion 2.2 requiere que el area de una parte no sea mayor que la 
total y la condicion 2.3 pide que si una region esta dividida en dos partes 
que no se traslapan, la suma de las areas de las partes sea igual al area del 
total. La condicion 2.4 acepta la formula para el area de un rectangulo. 
El no traslapamiento quiere decir que el area de la intersection es cero. 
Un segmento rectillneo, un arco de circunferencia y la grafica de una 
funcion continua, son ejemplos de conjuntos con area cero (problema 8). 

Aplicamos ahora estas condiciones para determinar el area de un 

triangulo rectangulo <5 con base a y altura b. Sea <5 el triangulo ilustrado 

en la figura 3. S esta acotado por las rectas cuyas ecuaciones son y = 0, 

a b 

x = ay y =~x. El punto (x, y ) esta en si y solo siO^x^ayO^y^-x; 

b a 

t b 

es decir, 5 = {(x,j) |0 ^ x < a, Dhidamos la base del triangulo 

en cuatro partes iguales y construyamos los rectangulos que se muestran 
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FIGURA 3 FIGURA 4 


en la figura 4 (x 0 = 0, x, = a/4, x 2 = 2a/4, x 3 = 3a/4, x 4 = a). La 
union de los cuatro rectangulos “exteriores” cubre el triangulo y la union de 
los tres rectangulos “interiores” esta contenida en el triangulo. Si hemos de 
asignar al triangulo un area, entonces de 2.2, 2.3, y 2.4 tenemos 

-x^Xj-x,) + - x 2 (x 3 -x 2 ) + - x 3 (x 4 —x 3 ) ^ area (£) 
a a ( a 

< - *i(x, x 0 ) + - x 2 (x 2 -x,) + b x 3 (x 3 -x 2 ) + - x 4 (x 4 -x 3 ). 

a a a a 

Sustituyendo por sus valores a x 0 , x,, x 2 ,..., x 4 y operando en ambos 
miembros de la desigualdad, obtenemos 

— (1+2 + 3) < area ( 5 ) < — (I+ 2 + 3+4) 

16 16 

o 

%ab < area (S) < |a 6 . 

Podemos ahora concluir: si ha de asignarse a este triangulo un area 
que satisfaga las condiciones 2.2, 2.3, y 2.4, tal area debe estar entre los 
numeros 3a6/8 y 5a6/8. Si proseguimos sustituyendo la base, obtenemos 
cotas para area (5) cada vez mas proximas una a otra. En realidad, con una 
particion de [ 0 , a] definida por 

x 0 = 0 , x, = a/n, x 2 = 2 a/n, ..., x k = kajn, ..., x„ = a, 

obtenemos para la suma de las areas de los triangulos interiores 

b b b 

-x 0 (x,-x 0 ) + -x 1 (x 2 -x 1 )+ .... + - X„_ , (x„ — X„_ j) 
a a a 
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f b , 

L “**- 1 (**-**-1) 
*= i a 


^ b (k-l)a a 
k =i a n n 


ab " 
n 2 t=i 


(*- 1 ) 


^ "z *■ 


La suma de las areas de los triangulos exteriores es 

b b b 

-*l(*l“*o) + -*i(*2-* 1 )+ ••• + -X„(x n -x„_,) 

a a a 


b . f b ka a ab f , 

= L -**(**-**-i) = L-= -7 £ k. 


fc = i a 


k=i a n n n k=i 


La union de los rectangulos interiores esta contenida en 5 y la union de 
los rectangulos exteriores contiene aS. De donde 


~ Z k < area ( 5 ) < ^ 
n k=\ n 


n 


z *. 


De la formula 4.4 del capltulo 7 (pag. 325) para la suma de enteros, 
obtenemos 


ab 1 , ab ab , ab 1 ab ab 

— -(n-l)n =-< area ( 5 ) «; — - n( n + l) = _ + — . 

n 2 2 2 n n 2 2 2 2n 


Se sigue, entonces, de ello que 

-ab/2n < area ($)-{ab s$ ab/2n. 

Como podemos elegir n tan grande como deseemos, podemos concluir que 
si ha de asignarse un area a un triangulo rectangulo que satisfaga 2.2, 
2.3, y 2.4, entonces el area de un triangulo rectangulo de base a y altura b 
ha de ser ab/2. 

Analogamente, podemos determinar el area bajo un arco de parabola. 
Sea £ la region acotada por la parabola y = f{x) = x 2 , el eje X, y la recta 
x = a (figura 5). Dividiendo el intervalo [0, a] en n segmentos iguales, 
obtenemos 


2 - 5 Z f( x k-i)(x k -x k _. l ) < area(£) < £ /(**) (x k -x k _,). 


Como f{x) — x 2 y x k = kajn, tenemos 


If (k-l) 2 a 2 a . f k 2 a 2 a 

X--^ area (£) < £ —— - 

*=« n n k= 1 n n 
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Usando la formula del capltulo 7 (pag.326) para la suma de los cuadrados 
de los enteros, obtenemos 


2rr — 3n 2 + n 
6 n 3 


a 3 ^ area(£) < 


2n 3 + 3n 2 + n 
6/j 3 


1 „3 

3 


~(~7 ~ < area(£) - -a 3 < -(-j + 1 )a J . 

6 \n 2 nl 3 6\n 2 ' 


V 

ny 


Y, de nuevo, como n es un entero positivo cualquiera, se sigue que el area 
bajo el arco de parabola es i a 3 . 


Problemas 

1. El area de la region acotada por el eje X y un arco de la grafica de 
sen x, xe[0, n], es un entero. iCual es el area? 

2. El area de la region acotada por el eje X y un arco de la grafica 
de sen 2 x, xe[0, n], es njk donde k es un entero. <,Cual es el area? 

3. Subdividiendo el segmento [0, 1] en cuatro segmentos de igual 
longitud, hallense una cota superior y una cota inferior del area de un 
cuadrante del clrculo de radio uno. Obtengase de ello un estimado de n. 

4. Usando la formula para el area de un rectangulo y un triangulo 
rectangulo, derlvese una formula para el area de 

a) un triangulo; b) un trapezoide. 

5. Si la velocidad v(t) de una partlcula en el instante t es proporcional 
a t, relacionese la distancia viajada en el intervalo de tiempo [0, a) al area 
del triangulo rectangulo situado bajo la grafica de v y sobre el intervalo [0, a]. 
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6. Sea v = sen// la funcion tiempo velocidad de una particula que se 
mueve a lo largo de una recta donde el tiempo es medido en segundos y 
la velocidad es medida en metros por segundo (v(t) es la velocidad de la 
particula en el instante t). Demuestrese que en los primeros n segundos 
la particula viaja mas de 1 metro y menos de 1 +n/2 metros. 

7. Encuentrese el area acotada por la ecuacion cubica y = x 3 , el eje X, 
y las rectas x — 0 y x = a. 

n 

Sugerencia. £ k 3 = + 2n 3 + n 2 ). 

k=l 

8. Demuestrese que, si el area ha de satisfacer las condiciones 2.2, 
2.3, 2.4, entonces: 

a) El area del conjunto nulo, 0 , es cero. 

b) El area de un conjunto consistente en un numero finito de puntos 
es cero. 

Sugerencia. Cubrase cada punto del conjunto por un pequeno 
rectangulo. 

c) El area de un segmento rectilineo es cero. 

*d) Un arco de circunferencia tiene area cero. 


Sugerencia. Con*) para x t , jc 2 e[0, a/\f 2] 

| yja 2 -x l 2 -Ja 2 -x 2 2 \ < \x 2 - Xl \, 


arguyase que para cada entero positivo n un octavo de la circunferencia de 
radio a puede cubrirse por n cuadrados cuya area total es (figura 6) 



FIGURA 6 
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*e ) Si / es continua sobre [a, b], la grafica de / sobre [a, b\ tiene area 
cero. 

Sugerencia. Hagase uso del hecho de que / es uniformemente continuo 
sobre [a, b]. 


3. LA INTEGRAL DEFINIDA 


En lugar de limitarnos al problema del area, ampliaremos nuestro campo 
de discusion considerando el concepto de “integral definida”. La integral 
definida no solamente nos provee de una definicion de area y un medio 
para computarla sino que nos permite tambien definir y calcular muchas 
magnitudes fisicas —por ejemplo, trabajo, centro de masa, momento de 
inercia, energia potencial, valores medios, etc.— y nos proporciona, 
ademas, un lenguaje para poder formular muchas leyes fisicas. 

Sea / una funcion cuyo dominio de definicion incluye el intervalo 


cerrado [a, b\. El simbolo para “la integral definida de / desde a a b" es 


/■ 


El adjetivo “definida” se usa para indicar que / es un numero unico. 




Se llama “integral” para sugerir que el numero 


/ se obtiene poniendo 


juntas partes de algo —-un proceso de integracion. Este proceso se ilustro 
cuando pusimos juntas areas de rectangulos para obtener el area de un 


triangulo y el area bajo un arco de parabola. En la notation / para la 


integral definida de / desde a a b, el simbolo 


es una “S” alargada y es 


un simbolo de integracion o sumacion generalizada. Como veremos, hay 


una fuerte analogia entre el simbolo 
la “S” griega. 




y el simbolo ordinario de sumacion, 


3.1 Definicion. Un conjunto finito de numeros x 0 , x 1 , ...,x„ se dice que es 
una partition de [a, b] si a = x 0 ^ x t < ... < Xj < x j+ t < ... < x n = b. 
Denotamos una partition de [a , b] por P = {x^i = 0, 1, .... «}, y definimos 
la norma de P, escrito P, por 

\P\ = Max {xj Xj —, \j = 1, .... n}. 

La norma de una particion es una medida de la finura de la particion. 
Por ejemplo, en la seccion 2 usamos la particion P = (0, ajn, 2ajn, ..., 
kajn,a) de [0, a]. La norma de esta particion es |P| = ajn. 
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Sea / una funcion acotada sobre [a, b ]; es decir, hay numeros m y M tales 
que m ^ f(x) ^ M para toda xe[a, b]. Definamos 

3 2 I M i(/) = SU P {/(*) x,]} 

1 "*.-(/) = inf {/(x)|x6[x,_ 1 , xj}. 

Como hemos supuesto que / es acotada, M t (f) y w ; (/) existen para todo 
i = 1, n, y 

3.3 m ^ /«;(/) < M ( (f ) < M. 

Daremos la definicion de la integral en terminos de sumas de los 
siguientes tipos: 

L(f,P) = X m i(f) ( x i~ x l- l) 


y 

C/(/,P)= £ A#,(/)(x,-x J _ 1 ). 

i= 1 

Llamamos a L(/, P) la “suma interior”, y a U(f, P) la “suma superior”, 
correspondientes a la particion P. 

Estas sumas tienen una interpretation geometrica simple para funciones 
no negativas, aunque debemos recordar que la unica restriction que estamos 
exigiendo al presente de nuestras funciones es que sean acotadas. La grafica 
de una funcion acotada no negativa con [a, b ] “partido” la dibujamos en 
la figura 7. 



La integral definida 533 



La suma superior 


U(f, P) = M 1 (/)(x 1 -x 0 ) + M 2 (/)(x 2 -x 1 ) + ... + M,(/)(x l -x,_ 1 ) + 

+ + M„(/)(x„-x„_ 1 ) 

= E 

i= 1 

es la suma de las areas de los rectangulos exteriores eri la llgura 7. La 
suma inferior 

L(f,P) = m 1 (/)(x 1 -x 0 )+... +m i (/)(x j -x i _ 1 )+... + m B (/) (x„-x„_i) 

= E 

i- 1 

es la suma de las areas de los rectangulos interiores en la figura 7. El area som- 
breada es U(f, P) — L(J, P). Tales sumas se calcularon en la seccion 2. Alii, 
las funciones eran monotonamente crecientes y asumian sus valores rnlni- 
mos tm,(/) en las fronteras izquierdas de los subintervalos y sus valores 
maximos A/j(/) en las fronteras derechas de los mismos. Despues de que 
hayamos definido la integral y aprendido mas acerca de estas sumas 
volveremos a esta interpretation geometrica y definiremos el area. 

Por 3.3 

n n 

m(b — a) = E tM(xj-Xi_i) < E »'i(f)( x i~ x i- i) 

1=1 !=1 

< E M i(f)( x i~ x i- i) < E M( x i~ x i-i) = M(b-a) 

i— 1 i=l 


O 


3.4 m{b-a) < L{f, P) < U(f, P) ^ M{b-a). 

Sea 5“ el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b). La 
desigualdad 3.4 se verifica para toda particion f en ‘.T y nos dice que el 
conjunto de numeros {L(f, P)\Pe‘S} —el conjunto de todas las sumas 
inferiores obtenidas tomando todas las posibles particiones de [a, b ]— tiene 
una cota superior; a saber, M(b-a). El conjunto {L(J\ PjlPefl'} 
tiene, por tanto, un supremo. Analogamente, el conjunto {U(f, Pjl PeS 1 } de 
todas las sumas superiores tiene una cota inferior, m{b — d), luego 
{[/(/, P)\Ps‘S} tiene un Infimo. Este infimo y este supremo son los sufi- 
cientemente imporiantes para que introduzcamos nombres y simbolos 
para ellos. 
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Si P = {jcj|/ = 0, 1,«} y P' = = 0, 1, n'} son particiones 

de un intervalo [a, b\, P c P' significa que cada punto de division x, de P es 
tambien un punto de division de P'. Cuando este es el caso, P' se dice que 
es un “refinamiento” de P. Ahora demostraremos que un refinamiento de 
una partition no disminuye la suma inferior ni aumenta la suma superior. 
Enunciado precisamente, probamos para una funcion acotada / que: 


3.6 I.ema. P c P' implied L(f, P) < L(f, P') y U(f, P') ^ U(f, P). 


Pruhba. Si P = P', el lema es obviamente cierto. Supongamos que P ± P' 
yPc P'. Sea x- el primer punto de division de P' que no es de P. Entonces, 
para algun k, x fe _i < x/ < x k . Definamos 



FIGURA 8 
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y 

= inf {/(x)|xe[x/, **]}. 

Un caso especial de esto se ilustra en la figura 8. 

Por la definicion de m k (J) en 3.2, m k (f) ^ m*(f) y m k (f) ^ m**(f) 
Por tanto 


m k(f)(x k -x k - 1) = m k (/) (x/-x*_,) + m k (/) (x k - x/) 

< m*(J) (x/ — x k _ x ) + m**(f) (x k - x /), 


y de aqul 


L(f,P)= Z ^ m i (f)(x l -x 0 ) + m 2 (f)(x 2 -x i )+ ... + 

i= 1 

+ n h-i (/) (x t _, -x k _ 2 ) + m*(/)(x/ 

+ m **(f) ( x k~ x j) + m k+l (/) (** + 1 — x *) + ... 

+ m„(/)(x„-x„_ 1 ) = L(f, P,). 

Repitiendo este procedimiento un numero finito de veces, podemos anadir 
a P todos los x ’ de P' que no esten ya en P y obtener as! L(f, P) ^ L(f, P'). 
En una forma semejante —con todas las desigualdades invertidas— 
obtenemos U(f,P ) > U(f, P'). 

Aplicamos ahora el lema 3.6 junto con el 3.4 para obtener la siguiente 
importante propiedad sobre integrates superiores e inferiores. 


3.7 Lema. Si f esta acotada sobre [a, b] y m ^ /(x) ^ M para todo 
xe[a, b], entonces 


m(b-a) < f / < 


'b 

f S? M(b-a). 

a 


Prueba. 


Como 


*b 

f es el supremo de { L(J , P)\ PeO'}, se sigue de 3.4 que 

a 


m(b-a) ^ J /. Analogamente, j' /< M(b-a). Queda entonces por 
demostrar que el supremo / de las sumas inferiores no puede exceder 


al Infimo 


/ de las sumas superiores. 


J “ 


Sean P, y P 2 un par de particiones cualesquiera de [a, b], y sea 
P' = P, u P 2 . Tenemos P, c: P'yP 2 <= P'; es decir, P' es un refinamiento 
tanto de P[ como de P 2 . Entonces, segun el lema 3.6, 


3.8 L(f, P.) < L{J, P') y U(J, P') < U(f, P 2 ). 
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De 3.4, que se verifica para una partition arbitraria cualquiera P, obtenemos 

L(f, P ,) < L(f, P') U(f, P') < U(f, P 2 ) 
o 

L</, P,) < l/(/, P 2 ) 

para cualquier par de particiones P t y P 2 de [a, £>]. Se sigue entonces para 
todo P 2 que U(f,P 2 ) es una cota superior de {L(f,P 1 )\P 1 e$}. Como 

b 

f es el supremo (la menor cota superior) de {L(f, P^IPjelT}, 




f 


/ < U(f, P 2 ) para todo P 2 e‘S 


y J / es una cota inferior de {U(f, P 2 )|P 2 etf}. Como 
(la mayor cota inferior) de {U(f, P 2 )|P 2 elf}, 


/ es el infimo 




Lo que completa la prueba. 

Estamos particularmente interesados en aquellas funciones para las 

•b 

f. En este caso, las sumas superiores e inferiores se aproximan 


que 


J> 


unas a otras y asocian un numero unico con la funcion / sobre [a, b], Este 
numero es la integral definida. 

3.9 Definition. Una funcion f sobre [ a, b ] se dice que es (Riemann) 
integrable sobre [a, b] si f es acotada sobre [a, b] y 


•b Cb 

/ = 

a J a 


/• 


Si f es integrable sobre [a, b] entonces la integral definida (de Riemann) 

f* 

de f desde a a b, escrita | /, esta definida por 


J a 

I 

r 


/ = 


/ = 


/• 


Otra notation para j / que a menudo se usa es J f(x)dx. La “x” es 
un slmbolo mudo y puede reemplazarse por cualquier otro simbolo conve- 
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niente. A este respecto, el simbolo “x” es como la “A:” en £ a k = Y, a f 

k= 1 i= 1 

Por ejemplo, podemos escribir 


/ = 


f(x)dx = 


rb 


f(u)du = 


f(9) dO 


sen = I sen x dx 

o 


-r. 


sen 1 dt = 


sen OdO. 


f(x)dx representa la integral de a a b de la funcion cuya 


El simbolo 


regia de correspondencia es /(x). Por ejemplo, J sen (ax + b) dx representa 
la integral de a a b de la funcion f cuya regia de correspondencia es 
f(x) = sen (ax+ 6); es decir. 


sen ( ax + b)dx = J sen ( al+b). 

Nuestra definicion de la integral definida incluye el caso a — b. El 
intervalo [a, a ] consiste tan solo en el punto a, y la unica particion de [a, a] 
es P = {a = Xy, x x = a). De aqui que si / esta definida en a, entonces 

L(f, P) = U(f, P ) = /(a) (x, — x 0 ) = 0. 


/ = / = 0. Por tanto 


3,10 


J> 


0 


para toda funcion / definida en a. Esto corresponde geometricamente al 
hecho de que un rectangulo con una anchura igual a cero (un segmento 
rectilineo) tiene area cero. 

El siguiente resultado es una consecuencia directa de 3.4. 


3.11 Teorema. Si f es integrable sobre [a, b ] y P es una particion de [a, b], 
entonces 

Ch 

m(b — a) < L(f, P) < / < U(f, P) < M(b-a). 


Prueba. Por 3.4 y la definicion 3.5, tenemos para cualquier particion P 
de [a, b ], 


m(b-a) < L(f, P) sg 


/ y 


a 


'b 

f <U(f, P) ^ M(b — a). 

a 
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Ahora bien, / integrable sobre [a, b] implica 


/, y de aqui 



m(b-a) L(/, P) < 


'6 rb r 

-H.H. 


= /< U(f,P)£M(b-a). 


Enunciamos el anterior teorema para enfatizar que la integral definida 
es mi numero y que tenemos un medio de calcular este numero colocandole 
cotas superiores e inferiores. Ilustramos a continuacion el metodo de 
aproximarnos al valor de una integral por el calculo de sumas superiores 
e inferiores. 


3.12 Ejemplo. Supongamos que f(x) = l/x es integrable sobre [1,5] 
(mas adelante veremos que tal es el caso). Obtenganse valores aproximados 
de 

5 U. 

1 x 

Soluci6n. Tomemos P = {1, §, 2, f, 3, 4, 5}. Ilustramos esto en la 
ftgura 9. 



Como la funcion es monotonamente decreciente, 


L(f, P ) = 


6 


Z f( X i)(.Xi~Xi- l) 
1=1 


y 


u(f, f ) = Z Oq-Xi-i). 


De donde 

^(/.^) = f(i-i)+K2-f)+l(l-2)+K3-l) 

+i(4-3) + |(5-4) = 1+f = 1.40 
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U{f,P) — i + i + ? + i + 3-+5 = 1-87. 


Como 


f 5 1 

Podemos aproximarnos entonces a - dx por i(L(f,P)+ U(f,P))= 1.64. 

J i x 


L(f, P)< f ^ U(f, P) 


implica 

P)-U(f, />))< J" f-iW,P) + U(f,P))^i(U(f,P)~L(f,P)), 
vemos que 


3-13 J, P) + V(f, P)) <HU(f,P)-Hf,P)). 

El numero i(U(f,P)-L(f,P))c s una cota superior del error cometido al 

*5 

tomar como valor de / el numero i(L(f,P)+U(f,P)\ [El area 
J i 

sombreada en la figura 9 es U(f, P)-L(f, P).] As! pues, en nuestro ejemplo, 

f 5 1 

el error al tomar 1.64 como valor de - dx es menor o igual que 

J i x 

1(1.87-1.40) = 0.24. La aproximacion es —como nos hace esperar el 

examen de la figura 9— mucho mejor que esto. En realidad, f - dx = In 5 

J, 

—el logaritmo natural de 5— y con cinco cifras significativas In 5 = 1.6094. 

Pasamos ahora a establecer un teorema que nos muestra que, en prin- 
cipio, es siempre posible aproximarnos a las integrals definidas, por 
medio de las sumas superiores e inferiores, tanto como deseemos. 

3.14 Teorema. Una funcion acotada f es integrable sobre [a, b ] si y solo 
si para cada s > 0 hay una par tic ion P con la propiedad de que U(f P)— 
L(f, P) < e. 

Prueba. ( U(f ., P)—L(f, P) es el area sombreada en la figura 7, pag. 533.) 
Supongamos que para cada e > 0 existe una tal P. Entonces, como 

0<J o /~ j /<*/(/, P)~L(f, P)<b, 

se sigue que |* / = r f, y f es integrable sobre [a, b ]. Reclprocamente, 
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supongamos que / es integrable sobre [a, b). Entonces 


/ = 


- 

Por lo tanto j" / es el supremo de las sumas inferiores {L(J,P)) y el 

Infimo de las sumas superiores {U(f, P)}. De donde, para cada e > 0 hay 
una Pj tal que 


P,)<s/2 


y una P 2 tal que 


V(f, Pi) 


f 


/ <e/2. 


Sumando estas dos desigualdades, obtenemos 

U(f,P 2 )-L(f,P 1 ) < 8. 

Sea P = P,uP 2 ;P es un refinamiento tanto de P t como de P 2 . Por tanto, 
U(f, P) — L(f , P) £/(/■, P 2 )-L(f, Pi) < e. 

Lo que completa la prueba. 

Problemas 

Supongase —como es el caso— que todas las funciones que siguen son 
integrables sobre los intervalos dados por los llmites de integracion. 


1. Demuestrese que: 
a) 0 < sen n 


b ) 


2 J i x 2 


dx < 1 


c) 5 < 
" 3 1 


e) 


x 4 dx < 10 


dx > 1. 


d) 


-dx < 1 
x 


1 X 


2. Para una cierta particion P, sea x k un cierto punto en [x k _ i, x k ]. 
Demuestrese que cualquiera que sea la eleccion de los x k se tiene 

L(f,P)< X /(**) (x*-x k _,) < t/(/, P). 


Concliiyase de aqul, si / es integrable, que 


/ - E /(^t) (^fc — 

fc= 1 


< U(f, P) — L(J, P). 
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3. Usando la misma particion que en el ejemplo 3.12, calculemos un 

f 5 1 

valor aproximado de - dx por la suma £ /(**)(**-**- 1 ), donde x k 

es el punto medio del intervalo [x k _,, x k ], Ilustrese esta suma aproximativa 
geometricamente. 

4. Si / es no decreciente o no creciente, demuestrese que la aproxi- 
macion i(U(f,P) + L(J,P)) es la suma del area de trapezoides. Ilustrese 
geometricamente. 


5. a) Por medio de un dibujo suficientemente aproximado de la grafica 
de y — f(x) = l/x sobre papel cuadriculado estimese 

b) Calculese anallticamente el valor aproximado de I — usando 

J i * 

P — {1, 1.25, 1.5, 1.75, 2, 2.5, 3, 4, 5, 6} y una tabla de reclprocos. 
(El numero que se esta calculando es In 6, el logaritmo natural de 6. 
Con cinco cifras significativas, tenemos In 6 = 1.7918.) 

6. Determlnese si es o no integrable cada una de las siguientes funciones 
en el intervalo que se indica. 

a) P 1 sobre [1,2]. 



Sugerencia. Demuestrese que M k (I ')-m k (I ] ) < |P| para toda par¬ 
ticion P de [1, 2]. 


b) f(x) = 


1 

J 


1 si .x es irracional 
0 si x es racional ’ 


sobre [0, 1], 


Sugerencia. Pruebese que para cualquier particion P, que U(f, P)- 
L(f, P) = \ . 


c) La funcion “maximo entero contenido” sobre [0, 5], 

d ) sj’a 2 — x 2 sobre [0, a/yj2\. 


*7. Pruebese que: si f es no decreciente (no creciente) sobre la, b], 
entonces f es integrable sobre [a, b]. 

Sugerencia. Puede demostrarse que bajo esas condiciones U(f,P) — 
L(f , j P) ^ |P| \f(b)—f(a)\ para toda particion P. 


*8. Supongamos que / es diferenciable sobre [a, b] y que |/'(x)| < K 
para todo xe[a, b], Apllquese el teorema del valor medio y concluyase que 
1) para toda particion P, (J(f, P)-L(f, P) ^ A"|P| ( b-a ), 2) / es integrable 

'b 

sobre [a, b], y 3) | P) + L(f , P))| ^ \K\P\ {b-a). 
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*9. i Cuan pequeno deberia hacerse \P\ para estar seguros de que el 
error eft la aproximacion de 


ft) 


c) 


* 2 


Jo 

cos 

’ll 

du 

JlO 

u 



du 

u 

sen (9 z )d9 


por |(t/(/, P) + L(f, P )) no es mayor que 0.0005? 

*10. Demuestrese como una consecuencia del teorema 3 4 que: 
/ integrable sobre [a, b] implied que la grafted de f sobre [a, b\ tiene area cero. 

Sugerencia. Vease la figura 7. 

**11. Pruebese la siguiente extension del teorema 3.14: 

Una funcion f es integrable sobre [a, b ] si y solo si para cada e > 0 existe 
una q > 0 tal que |P| < t] implica U(f, P)-L(f, P) < e. 

*12. Pruebese que: si f(x ) = 0 para todo xe[a,b] salvo un numero 

r 

finito de excepciones, entonces / = 0. 


4. DEFINICION DE AREA 

Volvemos ahora al problema de la definicion del area. Nos restringimos 
aqul al siguiente tipo de conjuntos de puntos: dada una funcion / que 
no sea negativa en [a, b ], definimos 

& = {(^jOIxeta,?)] y je[0,/(x)]}. 


A 31 se le llama “region bajo f de a 
grafica de /, las rectas x = a y 
x = b, y el eje X (figura 10). Deno- 
tamos el area (31) por 
Trasladando los requerimientos 2.2, 
2.3, y 2.4 sobre areas a esta nueva 
notacion, convenimos que una defi¬ 
nicion aceptable de A a b (f) para 
funciones que son no negativas y 
acotadas sobre [a, b] debe tener las 
siguientes propiedades: 

4.1 f{x) < g(x) para todo xe[a, b ] 
implica A a b (f) < A a b (g)\ 


a fi”. 31 es la region limitada por la 
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para todo ce[a, b]\ 


4.2 A a b (f) = A a c (f) + A c b (f) 

4.3 A a b (c) = c(b — a), c ^ 0. 

La condition 4.1 afirma que el area de una parte no es mayor que el 
area del todo (figura 11). La condition 4.2 es un caso especial de 2.3 
(figura 12): area (8) = Af(f), area (J) = A c b (f), y area (8 u !F) = A a h (f)- 

4.2 nos dice que area (8 u 3 r ) = area (8) + area (). Geometricamente 

4.3 afirma que si c > 0, el area de un rectangulo es igual a su altura por 
su anchura (figura 13). 



FIGURA 11 FIGURA 12 



FIGURA 13 FIGURA 14 


Sea P = {*;|/ = 0, 1,..., «} una partition arbitraria (figura 14) de [a, b J. 
De 4.2 se sigue que 

4.4 A b a (J) = AZ(f) + A^(f)+ ... +<;_,(/) = t Al‘. t (f). 

i = I 

Usando ahora la notation 3.2, se sigue de 4.1 y 4.3 que 

n h(f) (-Vi-x,-,) < A x x \, t (J) < M-Xf) (x.-x,-.,); 
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de donde obtenemos por 4.4 

4.5 L(f, P) = £ m-Xf) (Xj-Xj-j) < >**(/) < £ MXDixi-x^i) 

i= 1 t= 1 

= u(f, p ). 

Se sigue entonces por 4.5 —que afirma que A a b (f) es una cota superior 
de {L(f, P)\ Peff} y una cota inferior de {U(f, P^PeS] — que 

jy<^(/) < |V. 

Para funciones integrables, podemos, por tanto, concluir que A a b (f ) = J /. 

Hemos asi mostrado que si las areas A a b (f) bajo las graficas de funciones 
no negativas integrables tienen que satisfacer 4.1, 4.2, y 4.3 (que para 
las regiones aqui consideradas son equivalentes a 2.2, 2.3, y 2.4), la 
unica definicion posible para A b (f) es 



Verificamos en la seccion 6 que esta definicion de area como una integral 
definida ciertamente satisface 4.1, 4.2, y 4.3, y sabemos entonces, por 
tanto, que estas condiciones determinan en forma unica la definicion de 
area para regiones del tipo aqul considerado. 

5. LA EXISTENCIA DE FUNCIONES INTEGRABLES 

b 

El numero denotado por / y llamado integral definida de / de a a b ha 

J “ 

sido definido para funciones integrables. Pero, tque son las funciones 
integrables? El teorema 3.14 nos da una caracterizacion de las fun¬ 
ciones integrables y este teorema puede usarse para establecer que las 
funciones no decrecientes (problema 7 de la seccion 3) y las funciones con una 
primera derivada acotada (problema 8 de la seccion 3) son integrables. Estos 
resultados son adecuados para decidir la integrabilidad de la mayor parte 
de las funciones elementales. Es, sin embargo, importante saber que las 
funciones continuas sobre un intervalo cerrado y acotado son integrables 
sobre ese intervalo. Veremos que este resultado se necesita para establecer 
los teoremas fundamentales del calculo. 

5.1 Teorema. Toda funcion continua sobre [a, b] es integrable sobre [a , />]. 

Prueba. Demostraremos que este teorema se sigue del teorema 3.14 y el 
hecho de que la continuidad de / sobre [a, b ] implica que /es uniformemente 
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continua sobre [a, b], Sabemos tambien, como / es continua sobre [a, b], 
que j es acotada sobre [a, b\ y que / tiene un maximo y un minirno sobre 
cada subintervalo de [ a , b], Significa esto que para cada particion P de [a, b] 
hay un 1 , xj y un x i "e[x i _ l , xj tales que /(x/) = m,(/j y 

fix") = Tenemos ahora 

0 < U(f, P) — L(f, P)=t -'»,(/)] (x.-x^) 

i— 1 

= f, [/(x")-/(x;)] (Xi-X;^). 

i= 1 

La continuidad uniforme de / sobre [a, b] implica que para cada e > 0 hay 

£ 

un (5 > 0 tal que x,ye[a,b] y |x-j| < 6 implica |/(x)-/(v)| < - -. 

b — a 

De donde \P\ < S implica 

5.2 U(f, P) — L(f, P) < £ — (Xi-xvO - a. 

;=i b — a 


De donde, por el teorema 3.14. se sigue que / es integrable. 

La anterior prueba de existencia es muy parecida a la de otro importante 
resultado que enunciaremos y probaremos. 


5.3 Teorema. Si f es continua sobre [a , b], entonces para cada e > 0 hay 
un 5 > 0 tal que 


f - Z /(X,) (Xi-X.^j) 


< 8 


para toda particion P con norma \P\ < <5 y todos los x ; e[x ; _ 1( x ; ]. 


Prueba. Para cualquier particion P y cualquier election x f e[Xi_ j, x f ], 


n 


L(f, /(x ; ) (x, x,-_,) < U{f , P). 

i= 1 


Ahora bien, si / es continua en [a,b], entonces, por el teorema 5.1, / es 
integrable sobre [a, b ] y, por el teorema 3.11, 


Por tanto 


£-(/, p ) < 


f/< W p )- 


Ja 


/ - i /(xOCxi-x,-!) < Uif, P) — L(f, P) 

a i = 1 
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X f(x,)(xr 
/= 1 


-r 


P) — L(f, P). 


De donde 


/ - X < (,'(/, P)-L(/, P). 


La conclusion de este teorema es, por tanto, una consecuencia de 5.2. 

Este teorema nos muestra que haciendo la norma de nuestra particion 
suficientemente pequena, podemos calcular por un numero finito de multi- 
plicaciones y adiciones integrates definidas de funciones continuas tan 
aproximadamente como deseemos. El resultado se expresa a menudo con 
una notation de limites: si f es continua sobre [a, b], entonces 

5.5 11m X f(Xi)( x i~Xi-,) = | /• 

|f | —0 i=l Ja 

Lo que este limite significa exactamente queda explicado por el teorema 5.3. 

Senalamos en la seccion 3, pagina 540, como podemos aproximarnos 
a las integrales definidas por medio de las sumas superiores e inferiores. 


Como £(/, P) < J /< U(J.P ), entonces Jr( U(f,P)-L(f,P )) es una 
cota superior del error cometido al tomar \(U(f,P)+L(f,P)) como 

f i> 

valor de /. Una desventaja del metodo es la necesidad de computar dos 


sumas y de localizar y computar los valores maximos y minimos de la 
funcion sobre cada subintervalo. El teorema 5.3 nos dice que tambien 

n 

podemos aproximarnos a las integrales definidas por sumas X /(•*,•) 

;= i 

fx, —x f _,). Puede, sin embargo ser dificil determinar cuanto nos hemos 
aproximado. El teorema 5.3 establece la existencia de un d para cada e > 0, 
pero no provee medio alguno de determinarlo. La ventaja de la aproximacion 

n 

X /(x,) (.V, — x,_ ,) est-a en la libertad de eleccion que nos da para escoger 

! = 1 

los x ; dentro del subintervalo [x ; _,, x,]. Si se sabe mas acerca de la funcion/, 
entonces los problemas 7 y 8 de la seccion 3 ilustran como pueden hacerse 
estimaciones de cuan pequena debe ser la norma para obtener una precision 
dada. 

Problemas 

1. Subdividase [0, 10] en 5 subintervalos iguaies y hallemos con tal P 
’10 

valores aproximados de x 3 dx por 

J o 
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a) i(U(f,P) + L(f,P)). 

n 

b) Y. f(*i) donde x ; es el punto medio de cada subintervalo. 

i = i 

Ilustrense geometricamente las sumas aproximativas usadas. Com- 
parense las aproximaciones obtenidas con el valor de la integral 
(problema 7 de la seccion 2). 


2. Subdivldase [0, 1] en 10 subintervalos iguales y obtenganse aproxi¬ 
maciones de: 


n 

a) r 


1 du 
0 1 + u 2 


b) ln(l+V2) = 


dx 


0 Vl+X 2 


c) In 2 = 


( 1 +/)" 1 . 


3. Dada la siguiente tabla de valores de una funcion continua / estlmese 


grafica y anallticamente el valor de 


/- 


X 

/« 

0 

0.00 

1 

1.25 

2 

3.00 

3 

3.87 

4 

2.71 

5 

0.92 

6 

-0.15 

7 

-0.22 

8 

-0.15 

9 

0.50 

10 

0.00 


*4. Pruebese que: si 1) / estd definido en [a, b], 2) g es continua en [a, b], 


y 3) f = g en <a, b}, entonces f es integrable en [a, b] y 


/ = 


9 - 


*5. Pruebese que: si 1) / estd definida en [a, b\, 2) f es continua en < a, by, 
y 3) 11m f(x) y lim fix) existen, entonces f es integrable en [a, b]. 

x-*a + x-*b- 
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6. Expresese el limite de cada una de las siguientes sumas como una 
integral definida. 

a) lim V ( Xi+Xi ~ t ) (-xt-Xi-t), P una particion de [1, 9] 

iri-o i=i \ 2 J 

n X- — 

b ) 11m Z ( x i~ x i- 1 )> p una particion de [0, y/2] 

|P|-0 i=l 1+X; 
n 

c ) lim ^ (xf-Xj-! 2 ), P una particion de [-5,13] 

|P| —0 i = l 

n S0fl X- 

d) lim ^ (Xi-x,.,), P una particion de [0,2] y Xjefx;-!, X;]. 

|P|-0 i— 1 1 + xf 

n 

e ) lim Y /(*i)Ax;, donde / es continua en [a, fe], P es una particion 

|P| —o i = 1 

de [a, i>], Ax ; = Xj-Xj.i y x f se encuentra entre x ; _! y Xj-j+Axj. 


6. PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRAL 

En nuestro estudio de sumas Anitas aprendimos que 


1) 

2 ) 

3) 

4) 

5) 

6 ) 


Z c = nc 

Jc=l 


Z a k — Z a k + Y a k (i < n) 

k=l k =1 k=j+l 


Y Ca k = c Y a k 

k= 1 fc = l 


Y ( a k+h) = Y a k+ Y b k 

k= 1 /c=l k=l 


a* < = 1. «) implica Y a k < Y b k 

k= 1 Jt=l 


z 


< Z i a *i- 


La integral definida tiene propiedades que son completamente analogas. 


6.1 


'b 

C = 

J a 


c(b-a). 
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6.2a Si ce[a, b ] y f es integrable en [a, b], entonces f es integrable en [a, c] 
y en [c, b] e 



6.2b 


Si ce[a, b ] y f es integrable en [a, c] y en [c, b], entonces f es integrable 
en [a, b] e 


f 


f + 


’b 

c 


/• 


6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


Si f es integrable en [a, b] y c es nna constante, entonces cf es integrable 
en [a, b] e 



cf V 




Si f y g son integrables en [a, b ], entonces f+g es integrable en [a, b] e 


'b 

a 


(f+g) 





a 


9 ■ 


Si f y g son integrables en [a, b] y f(x) ^ g(x) para toda .\ e[a, b], 
entonces 


'b 

v a 


f < 


'b 

J « 


g ■ 


Si f es integrable en [a, b], entonces \ f\ cs integrable en [a, b] e 


C b 

f 
J 

Not a. Las propiedades 6.5, 6.2, y 6.1 son ahora la verificacion de 



que la definicion en 4.6 (. A a b (J ') = 


/) de area bajo la grafica de una 


funcion integrable satisface 2.2, 2.3, y 2.4. 

Como preparacion para las pruebas de estas propiedades basicas esta- 
blecemos tres lemas. 


6.7 Lema. Si f es integrable sobre [A. B ] y [ a, b] <= [A, B], entonces f es 
integrable sobre [a, b\. 

Prueba. (Vease el teorema 3.14.) Como / es integrable sobre [A, B], 
sabemos que para cada e > 0 existe una particion P de [A, B] tal que 

U(f, P)—L(f, P) < e. 

Sea P t la particion P mas los puntos divisorios a, b. Entonces, P { es un 
refinamiento de P y 

U(f, P\) — L(f, P ,) < 8 . 
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Sea P,’ = Pj n [a, 6]; es decir, si A t , jxq son los puntos de P 1 

en [a, b\ entonces P[ — {a = x k , x k+l ,x x - b}. Tenemos ahora 

U(f, Pi') — L(f, P /) = i (M,(/)-m,(/)) 

i = /c + 1 




= U(f, P j) —L(/, Pi) < e. 

De donde / es integrable en [a, &], lo que completa la prueba. 
6.8 Lema. 5/ / es 1 acotada en [a, b\ y ce[a, Z>], entonces 


Vf/ + f 


f 


l b f*c 

f = 

a J a 


f + 


/• 


Prueba. Sea P l una particion de [a, c] y sea P 2 una particion de [c, b\ 
Entonces P = P, u P 2 ® una particion de [a, b ]. Por la propiedad 2 de las 
sumas finitas, L(f, P) = L(f, P y )+L(J, P 2 ). De donde 


L{f,Pi) + L{f, P 2 ) < / 


r 


para cualquier particion P l de [a, c] y cualquier particion P 2 de [c, b\. 


Por tanto, como 


f /-£(/,- 


Ja 


P 2 ) es una cota superior de {L(f, / > 1 )|7 > 1 6lT 1 }, 


donde fl'j es el conjunto de todas las particiones de [a, c], 


v rb 

/< 

Jo Ja 


P 2 ). 


Esto, a su vez, implica que 


m: 


/ 


es una 


cota superior de {L(f,P 2 )\P 2 e$ 2 }, donde ff 2 es el conjunto de 
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todas las particiones de [c, b], De donde 


y 

6.9 



/ 

/• 


Para probar la desigualdad inversa, sea P una particion de [a, b] y sea P' 
la particion de [a, 6] obtenida anadiendo c a P. Entonces P' es un refinamiento 
de P y L(f, P) < L(f, P'). Sea P x = P' n [a, c] y P 2 = P' n [c, b\. 
Entonces 


L(f, P) ^ L(f, P’) = L(f, P i ) + L(f, P 2 )^ f + 


/■ 


De donde 


6.10 


/ + /es una cota superior de {L(J, P)\Pe$], y 






/• 


Las desigualdades 6.9 y 6.10 implican 



c 


/• 


La prueba del resultado correspondiente para integrales superiores es 
completamente analoga. 


6.11 Lema. Si f y g son acotadas en [a, b], entonces 


'b 

a 


/ + 


9 




<J+g) 


e 


(. f+g ) < 


/ + 




rt 

a 


9 • 


Prueba. Es una consecuencia directa del problema 8, pag. 446, que 
m i(f) + m i(9) < rntf+g) 
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y 


De donde 

y 


L(f,P) + L(g, P) L(f+g, P) 
U(f+g,P) < U[f,P)+U(g,P) 


para todas las particiones P de [a, b\ Sean P t y P 2 particiones de [a, />] y 
sea P = jPj u P 2 ■ Entonces 


L(/, P,) + U<7, P 2 ) < L(/, P) + L(<7, P) < £(/+<?, P) < 


f(/+0). 


Como £(/, P x ) + L(g, P 2 ) 


(/+#) se verifica para todas las particiones 


P l y P 2 de [a, b], se sigue (vease prueba del lema 6.8 para un argnmento 
analogo) que 

r» r» r» 

(f+g)- 


f + 9 < 


La prueba para las integrales superiores es la misma con las desigualdades 
invertidas. 

Pasamos ahora a probar 6.1-6.6. 


Prueba de 6.1. Para una funcion constante c, L(c, P) = U(c, P) - c(b-a) 
para toda partition P de [a, b], De donde J c = c(b — a). 

Prueba de 6.2a. El lema 6.7 implica que / es integrable sobre [a, c] y 
sobre [c, b]. La propiedad 6.2 a es entonces una consecuencia directa del 
lema 6.8. 


Prueba de 6.2b. Se sigue esto directamente del lema 6.8 (problema la). 


Prueba de 6.3. (Problema 1 b). 


Prueba de 6.4. Como / y g se supone que son integrables sobre [a, b \. el 
lema 6.11 implica 


Pero 


f 

j: 


(f+g) < 


(f+g) < 


*b rb 

f + g< (f+g)- 

% o J o 


•b 

(f+9) (lema 3.7). 

a 
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De donde 


I'b 


J. (/+S > - 


(f+g) = f + 


'b 

J “ 


a- 


Esto completa la prueba. 


Prueba de 6.5. Sea h — g—f — <? + (— 1)/. Entonces por 6.3 y 6.4, h es 
integrable sobre [a, b\ y 


'b 

a 


h — 



/• 


Como h(x) ^ 0 para ie[a, b], /,(/;, P) > 0 para toda particion P. Por tanto. 


0 ^ L(h, P) < h = 


y 



a 


9- 


Lo que completa la prueba. 


Prueba de 6.6. Definimos f + y / de acuerdo con las reglas 



j — 

f fix) 

si 

/(*) ^ 0 

/» = | 

i° 

si 

/(x) < 0 

y 

[ 0 

si 

f(x) > 0 

/'(X) = j 

l/(x) 

si 

fix) < 0. 

Es claro entonces que 




f=r+r 

y 

i/i 

= r-r. 


Primero demostramos que / integrable sobre [a, b\ implica que f + es 
integrable sobre [a, b ]. Como f + (x) ^ 0 y f + (x) ^ f(x) para toda x, o 

(i) = M,-(/) > 0 y w ; (/ + ) ^ mff) 
o 

(ii) M,(f + ) = 0 y /«,.(/ + ) = 0. 

En cualquiera de los casos 

M i {f+)-m i (f + ) < Mi(J). 
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De donde, para cada particion P de [a, b ], 

U(f\P)-L(f + ,P ) ^ U(f, P)—L(f, P), 


y entonces se sigue del teorema 3.14 que, si / es integrable sobre [a, b), 
entonces f + es integrable sobre [a, b}. Es una consecuencia de 6.3 y 6.4 
que la diferencia de un par de funciones integrables es una funcion inte¬ 
grable. Si / es integrable sobre [a, b\, entonces f + —como acabamos de 
ver— es integrable sobre [a, />], y, por lo tanto, f~ = /—/ + es integrable 
sobre [a, b\. Por tanto, \ f\ = f^—f~ es tambien integrable sobre [a, b]. 

Como — f(x ) < |/(x)| y f(x) ^ | f(x)\ para toda xe[a, b ], 6.3 y 6.5 
implican 



'6 

a 



I/I 


y 


Por tanto 



l/l- 



I/I, 


lo que completa la prueba. 

f* 

Hasta ahora, al hablar de / hemos considerado que la integral era 
una integral sobre [a, b], a < b. Queremos ahora extender la definicion 

r 

de /para incluir el caso en que a > b. (La funcion / se llama integrando , 

J» 

y a y b los limites de integration.) Al extender la definicion de integral 
queremos conservar sus principales propiedades. Esto determina entonces 


como debemos definir 


/ cuando a > b. Por ejemplo, queremos conservar 


la propiedad de aditividad 6.2a. Entonces 


lo que implica 





l f + 


/• 


/ 


/• 


En las aplicaciones, esta extension tiene, como veremos mas tarde, un 
significado fisico bien definido. 


Propiedades basicas de la integral 555 



6.12 Definicion. Si f es in t eg r able sob re [A, B] y si A < b < a < B, 
entonces definimos 




f^- 


f- 


Con esta extension de la integral definida, podemos ahora reformular 
las propiedades basicas como sigue: (f y g se supone que son integrables 
sobre [A, B] y a, b se supone que estan en [A, B ]). 


6 . 1 ' 


*b 

c = c{b — a ) 

a 


6 . 2 ' 

6.3' 

6.4' 



ce[A, B] 




/ 


U+g ] = / + g 

J ° J 0 


6.5' 0</(x)s$g(x) para todo xe[A, B] 


implica 


6 . 6 ' 

Las extensiones 6.1 ', 6.3', 
blema 6). 


fb 


*b 1 


f 


9\ 


Ja 


» a 


C b 


'b 

f 

< 

I/I 

Jo 


J « 


6.4', 6.5', y 6.6' realmente son obvias (pro- 


Prueba de 6.2'. Si a < c ^ b, entonces 6.2' es una consecuencia de 6.2a. 
Si a < b < c, entonces, por e! lema 6.7, / es integrable sobre [a, c]; por 
6.2a y la definicion 6.12, 


y de aqui 


/ 


'b rc 

= f+ f = 

J a J b 


f 


f= f + 


/• 


Todos los otros casos son analogos. 
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Problemas 

1. Pruebese: a) 6.2 b. ft) 6.3. 

2. Pruebese que: / continua sobre [a, 6]. a < b, f(x) > 0 para todo 

P 

xe[a ft] y f(x 0 ) 0 para algun x 0 e[a, ft], implica / > 0. 

Sugerencia. Como/ es continua, existe un S > 0 tal que xe[x 0 — S, x 0 + ft] 
implica f(x) > if(x 0 ). Arguyase, con base en esto, que L(f, P) > Sf(x 0 ). 


3. Pruebese que: f y g continuas sobre [a, ft], a < ft, f(x ) g{x) para 

todo xe[u, ft], y f ¥> g sobre [a, ft], implica / < 9- 

4. Si / es integrable sobre un intervalo [a, ft], demuestrese que para 
cualquier mimero c 

r„ r b+ c r* p + c 

f(x)dx = f(x — c)dx',ts decir, /= /°(/-c). 

Ja Jo+c Jo Jo+c 

i Que significa esto geometricamente? 

5. Completese la prueba de 6.2'. 

6. Pruebense: 

a) 6.1' ft) 6.3' c) 6.4' 

d) 6.5' e) 6.6'. 

7. Demuestrese que: 

I fx + l I 


a) Hm 
/t-o h J 

ft) lim - 

A-0 ft J 


Cx + h 


u du = x 

/“ 1 = - (x > 0) 

X 


c) 11m - 


*JC + fl 

u 2 du — 

'x 

u 2 du 

A- 0 ft 

_ , 

a 

a __ 


*8. Pruebese que: si f esta definida sobre [a, ft], si g es integrable sobre 
[a, ft] y si f(x) = g(x) para toda xe[a, ft] salvo un numero finito, entonces f 


Ck 


es integrable sobre [a, ft] y 


f 


-J> 


*Nota. El teorema anterior nos dice que puede cambiarse un numero 
finito de valores de una funcion integrable sin que quede afectado el 
valor de su integral. As! pues, si / esta definida para todos, salvo para 
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un numero finito de puntos de [a, ft], si g esta defmida sobre [ a , ft], y 
si f(x) = g(x) para todos, salvo un numero finito de puntos en [n, A], 
entonces decimos que / es integrable sobre [a, b) si g es integrable 
rb ri> 


sobre [a, ft]: definimos 


/ 


a- 


*9. Una funcion se dice que es continua por pedazos sobre [a, ft] si f es 
continua en todos, salvo un numero finito de puntos en [a, ft], y si en cada 
punto de discontinuidad existen los Hmites a la derecha y a la izquierda 
(en a requerimos solamente que el llmite a la derecha exista y en b solamente 
que exista el limite a la izquierda). 

Pruebese que: si j es continua por pedazos sobre [a, ft], entonces f es 
integrable sobre [ a , ft]. 


7. LOS TEOREMAS FUND AMENTA LES DEL CALCULO 


“La originalidad de las matematicas consiste en el hecho de que en la 
ciencia matematica se exhiben conexiones entre cosas que, aparte de por 
la accion de la razon humana, son extraordinariamente poco obvias." 
•—A.N. Whitehead. 

Los teoremas fundamentales del calculo relacionan la diferenciacion y 
la integracion y muestran que, hasta un cierto punto, la integracion es la 
inversa de la diferenciacion. La operacion D de diferenciacion aplicada a 
una funcion / define una nueva funcion Df. por ejemplo, D sen = cos. 

La operacion f , llamada integracion y leida “la integral desde a” esta 


definida por G = 


f donde G es la funcion con regia de correspondencia 


G(x) = 


/; el dominio de G es el conjunto de todas las x para las que 


la integral esta definida, es decir, el conjunto de todas las x tales que / es 
integrable sobre [«, x] si a < .v o sobre [.v, a] si x < a. Sabemos ya que 


es decir, 


c dt — cx. 

tdt = x 2 l 2, 


Jo 

r> 

II 

| l = l 2 12, 

Jo 

Jo J 


t l dt = .*73; 


I 2 = I 2 j3. 


r 


Es cierto para cada uno de estos ejen.plos que D 


f — f. El primer 


teorema fundamental del calculo afirnta que esta relacion inversa entre la 
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diferenciacion y la integracion se verifica si / es continua sobre un 
intervalo 3 y si aej. 


7.1 Teorema. (El primer teorema fundamental del calculo.) 
Sea G la funcion definida por 


G(x) = 



/(Orff. 


Si f es continua sobre tin intervalo 3 y si oe',1, entonces G es diferenciable 
sobre 3 y 

G' = f sobre 3. 


Prueba. En la prueba hacemos uso del teorema 5.1 y de las propiedades 
6.1' a 6.6'. Supongamos que x 0 e3, h / 0, y x 0 + he 3. Entonces (figura 15) 



G(x 0 + li)-G(x 0 ) 


xo + h 


*x 0 f*Xo + h 

- /= / = 
J a J x 0 


x 0 + h 




Como /(x 0 ) 


| /'xo+A 


h 


/(x 0 ), obtenemos 


G(x 0 + /i) —G(x 0 ) , 1 <*« + ‘ 

——r-—- - /(*») = - 

n h 


1.2 


} j^O + A 
h j xo 


If-fix o)] 

[/( 0 -/(x o )]rft. 
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Como / es continua en x 0 , sabemos que para cada e > 0 existe un <5 > 0 
tal que |/(Q-/(x 0 )| < e para todo te2n (x 0 -5, x 0 +d). Podemos 
entonces concluir que 0 < \h\ < 5 y x 0 + he2 implica |/(f)—/(x 0 )| < s 
siempre que x 0 < / < x 0 + h si h > 0 o x 0 + h t ^ x 0 si h < 0. Por tanto, 
7.2 implica 


G(x 0 + /i)-G(x 0 ) 


1 

\*xo + h 

, / x 0 

< 

— 

edt 

i 


h _ 

' ^0 


siempre que 
De donde 


0 < |A| < <5 y Xo+he'i. 


G'(x 0 ) - lim 

fi-o h 


f(x 0 ) 


para todo x 0 e^. Que es lo que queriamos probar. 

El segundo teorema fundamental del calculo es una simple consecuencia 
del primer teorema fundamental. Enuncia que si F tiene una derivada 
continua sobre un intervalo 3 y si aei, entonces la integracion y la 
diferenciacion estan relacionadas por 

» 

DF = F — F(a) sobre 3. 

J" 

7.3 Teorema. (El segundo teorema fundamental del calculo.) 

Sea f continua sobre un intervalo 3- Si F es diferenciable sobre 3 y si 
F' = f sobre 3, entonces para a, be 3 cualesquiera 

'b 

f — F{b) — F(a). 

Ja 

Prueba 1. Sea G la funcion definida sobre 3 por 

G(x) = jV 


Por el primer teorema fundamental G’ — f sobre 3. Por tanto, G' 
sobre 3, y 


G(x) = 


'x 

/ = F(x) + c 

J a 


= F' 


para cierto mimero c y todo xe3. Se sigue entonces, como G(a) = 0, 
que c = — F(a). Por tanto 

G(b) = JV= F(b)-F(a), 

lo que completa la prueba. 
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Prueba 2. Esta prueba del segundo teorema fundamental esta basada en 
el teorema del valor medio para las derivadas y el teorema 5.3. Supongamos 
que a, y a < b. Sea P = {a = x 0 , x,,x„ = b } una particion 
de [a, b\ Como F es diferenciable sobre [a, b] y F’ = / sobre [a, b]. 
obtenemos por el teorema del valor medio que para cada intervalo 
[*i_ i, *,] hay una x ; e <x,-_,, x,> con la propiedad de que 


F(x l )-F(x i _ i ) 

De donde 

n 

L f(x, i) (JCf —_ i) 
1 = 1 


F'(Xj) (x ; —x,-_,) 

/(*,) (*/-*,■-r)- 

ft 

X [F(x,)-F(x,_,)] 

i — 1 

[F(x, )-F(n)] + [F(x 2 )- F(x,)] + 
+ ... + [F(£>) —F(x„_,)] 


= F (b) — F (a). 


Como esto es cierto para todas las subdivisiones P de [a, b ], se sigue del 
teorema 5.3 que 

j / = F(b) — F(a). 

Si b < a, entonces 

-t. ra 

/= - /= -[F(a)-F(h)l = F(h)-F(«). 

J* 


El primer teorema fundamental enuncia: si / es continua sobre un 
intervalo 3, entonces 


D, 


fit) cl t 


= /O) 


para a, xe3 cualesquiera. 

El segundo teorema fundamental enuncia: si F tiene una derivada 
continua sobre un intervalo 3, entonces para a , be 3 cualesquiera 

I £>*[F(x)]dx = F(b)~F(a). 


La notacion 



F(b)-F(a) 


es conveniente en la evaluacion de las integrates y se usa en los siguientes 
ejemplos. 
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7.4 Ejemplo. Eval dense 


j: 


I 2 e I 2 . 


Solucion. Para aplicar el segundo teorema fundamental, necesitamos 
encontrar una funcion y que satisfaga 

/ = I 2 - 


Sabemos que 


y, por tanto, 


D(I 3 ) = 3/ 2 
D(il 3 ) = I 2 . 


Por el segundo teorema fundamental, como / 2 es continua sobre R, 


= i / 3 


= i (b 3 -a 3 ) 


para a, be R cualesquiera, e 


(Comparese esto con el metodo usado en la seccion 2 para evaluar x 2 dx.) 


7.5 Ejemplo. Evaluese 


r x ~ 2 dx. 


Ja 


Soluci6n. Si .v # 0, entonces = -x~ 2 . De donde, si a, 6e< 0, co) 

o a, Ae<-oo,0>, podemos aplicar el segundo teorema fundamental y 
obtener 


'b rb "|f> 

x~ 2 dx = D x (—x~')dx = — x~ 1 


1 1 

a b 


Para ilustrar la necesidad de la restriccion de que o a,be( 0, co> o 
a, be < — oo, 0>, planteemonos la pregunta: 


l Es 



x 2 dx = — x 



= - 1-1 = - 2 ? 


La contestacion es, ciertamente, no, ya que si la integral estuviera definida 
serla, ciertamente, positiva (figura 16). 


7.6 Ejemplo. 


Evaluese 


f" 

/" (n un entero). 


J a 
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FIGURA 16 


Solucion. Deseamos encontrar una funcion y que satisfaga y' = I". 
Ahora bien 


D(r +l ) = (n+ ])/". 
De donde, si n # — I, una solucion es 


D 




= /". 


Por tanto, por el segundo teorema fundamental 


r = 


n + 1 


n + 1 


(b n 


-« ) , 


si tenemos en cuenta las siguientes restricciones: 

(i) n # - 1. (Ninguna de las funciones elementales que hemos estudiado 
tiene una derivada igual a / _l = - .) 

(ii) a , be (0, oo) o a, be ( — co, 0> si n es un entero negativo. 


7.7 Ejemplo. Encuentrese el area bajo la curva y = l/x 3 desde r = 1 a 

x = 10. 
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Solucion. De acuerdo con la seccion 4 sabemos que esta area A esta 

'10 J 

-3 dx. Usando el resultado del ejemplo 7.6, 


dada por A 


I | - 3 dx = — -IT =-(l- 

Ji x 3 — 2 x 2 Ji 2 


10“ 2 ) = 0.495. 


7.8 Ejemplo. Encuentrese el area bajo la grafica de la funcion seno 

desde x = 0 a x = 7t (figura 17). 



X 


Solucion. Esta area es 
bien 

D cos = — sen 


sen. Ahora 


D( — cos) = sen. 

Por tanto, por el segundo teorema fundamental. 

= 2 . 


’It 


sen = 

D( — cos) = — cos 

Jo 

rs 

0 


7.9 Ejemplo. Evaluese 


(x- l) 2 dx. 


Solucion 1. Por 6.3' y 6.4', 


f 5 


(x-1 ) 2 dx 


(x 2 — 2x + \)dx = 


-3 


5 f 5 

x 2 dx —2 xdx + 
- 3 J - 3 


dx. 


Por el segundo teorema fundamental 


dx — 8, 


x 2 dx = j 


x dx 


- f!T _ 1 

“ 2 j - 3 “2 


[5 2 — ( —3) 2 ] = 8, 


D x (x 3 )dx = i[5 3 —( —3) 3 ] = 2 


5 2 
3 • 


De donde 


(x — 1) dx = — 2 (8)+ 8 = 
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Sol u cion 2. Por el segundo teorema fundamental, 


r 5 


(x-1 ) 2 dx = DJKx-l) 3 ]dx = |(x-l) 3 


i(4 3 —( —4) 3 ) = 


2 ■ 4 3 128 


7.10 Ejemplo. Evaluese 


r */2 


cos 3xdx. 


Solucion. £>, sen 3x = 3 cos 3x. Por tanto 


“it/2 

0 


cos 3xdx = j 


'tc/2 


D.,(sen 3x)dx = ^(sen 3 jt/ 2 - sen 0) = — 




7.11 Ejemplo. Evaluese 


x sen x dx. 


Solucion. (Integracion por partes.) D x (x cos x) = cos x — x sen x. 
De donde 

x sen x = -D x (x cos x) + cos x = -D x (x cos x) + D x (sen x) 

= D x (sen x — x cos x). 


Por el segundo teorema fundamental 

f'lK 


x sen x dx = sen x — x cos x 1 = —2n 


'In 


7.12 Ejemplo. Evaluese j" sen 2 . 

Solucion 1. (Integracion por partes.) 

D( — cos sen) = sen 2 — cos 2 
= 2 sen 2 — 1 
= 2 sen 2 — £>(/). 


De donde 


Por tanto 


D[\(I - cos sen)] = sen 2 . 


sep 2 = - (/ — cos sen) 
o 2 


n 

o ~ 2 
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— nil. 


Solucion 2. sen 2 = | (1 — coso2 /). Por tanto 


(* n 


sen 2 = j 

(1 — cos o2/) = / — i sen o2/) 

« 0 *1 

0 


f i 


7.13 Ejemplo. Evaluese 


X 2 yj 1 —x 3 dx . 


Jo 

Solucion 


D x ( l-x 3 ) 3/2 = |(1 -x 3 ) 1/2 (-3x 2 ) 


o 

^[-id-x j ) 3/2 ] = x\ n7. 

Por el segundo teorema fundamental 

j x\/l—x 3 r/x= -f(1-x 3 ) 3/2 = j-. 

Jo Jo 

7.14 Ejemplo. La velocidad i(t) en el instante t de una particula que 
viaja a lo largo de una recta es r(t) = t+cost. i Cual es la distancia 
recorrida desde el instante t = 0 al instante / = 4 ,t? 


Solucion. Sea s(t) la distancia de la particula al origen en el instante t. 
Entonces, la distancia recorrida desde el instante t ) al instante t 2 es 


Como s' = |r|, tenemos ei segundo teorema fundamental 


De donde 


s(f 2 )-.s(/,) 


*t2 

M. 

Jfi 


J Mrr 

U + cos t)dt 


r r + sen I ) 


= 87T 


7.15 Ejemplo. i Cual es la solucion de 


y'd) 


sen l 
t 


que satisface 


>’ (3) = -18? 
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Solucion. Supongamos que y es una solucion. Entonces 

sen t 


y'(t)di = 


j; 


dt 


t 


y, por el segundo teorema fundamental, 


j'W-yO) 


= 1 : 


sen t 


dt. 


De aqul que, si y es una solucion, su regia de correspondencia es 


,v(x) = y(3) + 


sen t 


dt = —18 + 


sen t 


dt. 


Es, entonces, una consecuencia del primer teorema fundamental que la 
funcion definida por 


y(x) = -18 + 


sen t 


dt 


es la solucion de la ecuacion diferencial que satisface j(3) = —18. (Esta 

f sen 

funcion puede expresarse en terminos de la funcion “integral de seno” —. 

Jo 1 

Para esta funcion se han calculado tablas muy extensas. Si no fuera asi, 
sabemos que podrlamos calcular valores de esta funcion tan aproximados 
como desearamos, y con las maquinas calculadoras modernas y un 
conocimiento de analisis numerico este no es un calculo dificil.) 

Problemas 

1. Evaluense las siguientes integrales: 


a) 


d) D x 


2(x +4) dx 


b ) 


j: 


r*/4 


sen 


c) 


cos 2 xdx 


Jo 


cos 


e) ! £> ( {cos 3 t]dt f) f u 4 du 

J-2 


g) 


i) 


x 13 dx 


•8 

0 

\dx 

-1 X 


h) 

j ) 


-dx 


1 x 


^2.5 

f) x(x 2 - 


l) 3 dx 
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k) 


'*/2 


sen cos 


/) 


Zyj 1 +Z 2 t/Z 


fo 


u(u 2 + 2)du 


4 

I' 0.997 


0) 


q) 


0 (1— x) 

‘1.5 


: dx 


1 


0 (1-x) 2 




«) 


P) 


»r/ 3 


/ cos c 3 1 


o 

0.997 


0 y/l-X 


dx 


r) D r || x /l+* 4 ^ j 


S) cos 
o 


u) sen =2/ 
o 


0 


sen P dO 


v) | /Vl+/ 4 


w) D t 


y ) d 0 


^ l 


i.i 


0 \+u 


1 


; du 


o 1 + cos 


’ ’iJo I+cosM 


(sen oo 

Jo 


cos) sen. 


2. Encuentrese el area de la region sobre el intervalo dado y bajo la 
curva dada. 

a) [0, 3], y = 4x 2 b) [2, 6], y = ^ 

x 

c) [ — 3, 7], y = 5 d) [ — n/2, 0], y = cos .v 

e ) [0, 7r/2], y = cos x f) [0, n/2 ], y = x 2 cos x. 

3. Encuentrese el area acotada por la curva >’ + 4x 2 = 5 y el eje X. 

4. Encuentrese el area acotada por la curva 4^r 2 +x = 2 y el eje Y. 

5. Encuentrese el area acotada por la curva x + v y = 2 y los ejes de 
coordenadas. 

6. Denotemos por r(/) la velocidad de una particula que se mueve a lo 
largo de una recta en el instante t. Determinese la distancia recorrida por 
la particula desde el tiempo r, hasta el tiempo t 2 . 

a) v(/) = 32/— 10; /, = 0, t 2 = 30 
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b) v(t) = t + |cos t\ ; t 1 = 0, t 2 = 4 n 

c) v(t) = tyjl+t 2 -, t { = 10; t 2 = 100. 

7. Determinese la solucion de la ecuacion diferencial que satisface la 
condicion dada. 

a) y' = (1 + l) 2 , j(0) = 0 

b) /(/)= /(l + 0 lo ,^(0)= 10 

Sugerencia. Notese que (1 + t) n = (1 + /) ,0 + f0 +0 10 - 

4 y = :—— 2 , y(0) = >’ 0 . 
l +r 


*8. Pruebese que: sea f integrable sobre [a, b] y deflnase G sobre [ a , b\ 
por la regia de correspondence 


G(x) = 


•x 

a 


f. 


Entonces G es continua sobre [a, b] y en todo punto x 0 e [a, b] donde f es 
continua 


G'Oo) = /(*<>)• 


*9. Demuestrese que: si f es continua sobre [ a, b] y f = (F 1 °g)g' 
sobre [ a , b\, entonces 


/ = J (F'og)g' = F(g(b))-F(g(a)). 
10. Demuestrese que: 


C* 


2x 

a 1 4* X 


dx 


= f l+ " 2 *1 

Jl+a 2 U 


Sugerencia. Sea F(t) = 


—, t > 0. Entonces 

it 


D X (F( 1+x 2 )) 


2x 

-- para todo x. 

1 +x 


8. EL PRIMER TEOREMA DEL VALOR MEDIO 
PARA LAS INTEGRALES 

La media o promedio aritmetico de n numeros Uj, a 2 ,a„ es 

_ u.+u t 4- ...+u_ 1 i 

a = = — 2^ a k ■ 

n n k = i 
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La integral definida nos permite extender el concepto de media o 
promedio a los valores de una funcion sobre un intervalo. 

8.1 Definicion. Sea f integrable sobre un intervalo [a, b]. La media de f 
sobre [a, b] se define como 



Geometricamente, / es la altura “promedio” de / sobre el intervalo 
(figura 18). E! area del rectangulo de altura / y base [a, b\ es igual al area 
bajo la curva: 



FIGURA 18 

En el siguiente teorema probamos que una funcion continua asume su 
valor medio. 

8.2 Teorema. (Primer teorema del valor medio para las integrales.) 

Si f es continua sobre [a, b], entonces hay un nimiero cefa,b) tal que 
f(c) = f ; es decir , tal que 

j f = f(c)(b-a). 

Prueba. El primer teorema del valor medio para las integrales es una 
consecuencia del teorema del valor medio para las derivadas y del primer 
teorema fundamental. Sea 

G{x) = | /, x e [a, b] . 

Entonces, por el primer teorema fundamental, G es diferenciable 
sobre [a, b ] y podemos aplicar el teorema del valor medio a G. 
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Luego, para alguna ce<a, b ) 

G(b)-G(a) = G(b ) = G'(c)(b-a). 

Por el primer teorema fundamental y la definition de G esta ecuacion nos 
dice que 

C b 

f — f( c ) (b — a). 

J“ 

Lo que completa la prueba. 

En lugar de la media o promedio aritmetico simple 

_ a,+a 2 + ... + fl„ f v~ 

a = - * -- " = ~ X a k , 

n n k= 1 

se considera con frecuencia una media o promedio con pesos ( m k ^ 0) 


a 


m l a l + m 2 a 2 + ... +>n„a„ 
m l +m 2 + ... +m„ 


E m k a k 

k= 1 _ 

E »h 

k= 1 


Si, por ejemplo, a, ,...,a n son las abscisas de particulas de masas 
m,, entonces a es la abscisa del centro de masas del sistema de 

particulas. 

La cantidad 


8.3 



donde g(x) ^ 0 para xe[a, 6], es la correspondiente generalizacion de 
estos promedios con peso. 

Tenemos, a su vez, una generalizacion del primer teorema del valor 
medio para integrales. Afirrna que para cada promedio con peso 8.3 la 
funcion / asume su promedio con peso /. 


8.4 Teorema. Si f y g son continuas sobre [ a , b}. a < b, y si g(x) ^ 0 para 
toda xe[a , b ], entonces, para alguna ce (a. b), 


-h rb 

fg = /(c) g. 

Ja Ja 

Prueba. Consideremos la funcion G definida por la regia 


G(t) = f(t) 


r 


fg 


b im-ng. 

a 
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Lo que deseamos probar es que G(t) = 0 para algun te(a, by. Sea x, un 
punto en que / toma su valor minimo sobre [a, b ] y x 2 un punto en que / 
toma su valor maximo sobre [a, b], Entonces 

G(x,) <0 y G(x 2 ) ^ 0. 

Luego o G(x,) < 0 y G(x 2 ) > 0 o una (o ambas) de las dos cantidades es 
cero. 

Si G(x,) < 0 y G(x 2 ) > 0, entonces, por el teorema del valor intermedio 
G(c) = 0 para algun c entre x, y x 2 , ya que, claramente, la continuidad 
de / sobre [a, b ] implica que G es continua sobre [a, b\. Los numeros x, 
y x 2 estan en [a, b ] y no son iguales, y, por tanto, c esta en < a , b ), Esto 
prueba el teorema para este caso. 

Supongamos ahora que G(x,) = 0 o G(x 2 ) = 0. Para concretar, 
suponemos G(x 2 ) = 0. [La prueba para G(x,) = 0 se obtiene simplemente 
reemplazando / por — /.] 

Como [/(x 2 )— /(x,)] g(x) ^ 0 para todo xe[o, b], C(x 2 ) = 0 implica 
(problema 2, seccion 6, pag. 557) que [f(x 2 )—f(x)]g{x) = 0 para toda 
xe[o, b\. De donde g{x) = 0 para toda xe<a, b} o f(x 2 )—f(c) = 0 para 
alguna ce<a, b ). La primera de estas posibilidades implica que G(t) = 0 
para todo te[a , b ], y la segunda posibilidad implica que G(c) = G(x 2 ) = 0. 
As! pues, en cualquiera de los casos, el teorema es cierto, lo que completa 
la prueba. 


Problemas 

Encuentrese el valor medio de cada una de las siguientes funciones 
sobre el intervalo dado: 


1. 

/= / 2 ; [-1, 4] 

2. 

sen; [0, 27r] 

3. 

sen; [ — c, c] 

4. 

sen; [0,7t] 

5. 

COS [ —7t, 7t] 

6. 

cos 2 ; [0, 2 7t] 

7. 

sen 2 ; [0, 2 n] 

8. 

/(I +/) 4 ; [— 1. 1] 

9. 

/(I +/ 2 ) 4 ; [-L 1] 

10. 

/(1+/) 1/2 ; [0, 15] 

11. 

/(I +/ 2 ) 1/2 ; [0, 1] 

12. 

/ sen; [0, 2 7t] 

13. 

f(9) = A 2 cos a>0; [0, 2n/u>] 



14. 

Determlnese el valor minimo 

de la 

funcion E definida por 


a) E(u) = [ £ K-u) ] 


2-,l/2 


b) E(u) — 


( f\x)—u) 2 dx 


1/2 


15. Considerese una barra recta AB de longitud /. Sea 


m(x) = 


IVf 

Jo 


p(u)du 
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la masa de una longitud x de la barra donde x se mide desde el extremo A 
de la barra. La funcion p se llama densidad lineal de la barra. La cantidad 
n r> 


ip 


xp(x) se llama (primer) momento de la barra con respectoa/1. 


Jo Jo 

y la cantidad 


i ci 

Ip xp(x)dx 

0 _ = 0 _ _____ 

'l 

p 

0 


'1 

p(x) dx 

Jo 



es la distancia del centro de masas de la barra a A. 

a) Demuestrese que el centro de masas de una barra uniforme (de 
densidad lineal constante) esta en el centro de la barra. 

b) Localicese el centro de masas de una barra de longitud l si 

n . ( 71 \ 

p(x) = a sen — x para todo xe[0, 1]; es decir, p = a sen ol 1- 

c) Localicese el centro de masas de una barra de longitud / si p(x) = c, 
para xe[0, a ) y p(x) = c 2 para xe(a, 1], 

16. a) Una barra AB puede dividirse en dos partes AC y CB cuyas 
masas y centros de masas son conocidos. Sean M l y M 2 las masas de AC 
y CB, y sean x, y x 2 las distancias de sus centros de masas a A. Demuestrese 
que la distancia del centro de masas de la barra AB a A es 

M , x, + M 2 x 2 

m,+m 2 


b) Usese este resultado para resolver el anterior problema 15 c. 

17. Si la densidad de una barra es simetrica respecto de su centro, 
demuestrese que el centro de masas de la barra esta en el centro de la barra. 


9. INTEGRALES IMPROPIAS 


Al definir la integral definida i: / sobre un intervalo [a, b], nos 
restringimos l)a intervalos finitos [a,b], y 2) afunciones acotadas sobre [a,b\ 

f“ 1 

Asl, por ejemplo, todavia no hemos asignado un significado a — 


1 


dx. Tales integrales se llaman integrates impropias. 


Jo 1 x 

Consideramos primero el caso en que / es integrable sobre [a, b ] para 
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todo b < co. Entonces 
r*> 


existe lim 

b 

9.1 


/ se llama integral impropia de primera clase. Si 

1m /, entonces la integral impropia se dice que es conuergente y 
-*oo Ja 


/ = lim 

fc 


im I /. 

->0C J rt 


Si el llmite no existe, se dice que la integral impropia es divergente. 


Analogamente, si /es integrable sobre [a, b] para todo a > -oo, J 
dice que es una integral impropia de primera clase y se define por 


/ se 




/ 


9.2 Ejemplo. Determinese la convergencia o divergencia de cada una de 
las siguientes integrates. Cuando sea convergente, evaluese la integral. 


a) 


* dx 

. o (1 + X )‘ 


b) 


00 dx 

0 v 'l + X 



Solucion. (Figura 19.) 

dx 

o (1 +x) 2 


a) 


dx 


o (1+x) 2 


= lim 


lim 

b->cc j_ 


1 + X Jo 


= lim 

b —* co 



1+Z>J 


= 1. 
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De donde la integral impropia converge e 



dx 

(1+x) 2 


b) 


fi> _l 6 _ 

-^==2 V 'l+x =2(Vl +b 

0 yj \+X JO 


+ b- 1). 


Por tanto, 


lim 


b dx 
0 yj 1+x 


11m 2(^/1 + /?—!) = 


= oo 


dx 


0 yjl + X 


es 


divergente. 

En cada uno de los anteriores ejemplos la altura de la grafica de la 
funcion tiende a cero cuando b —> co (figiira 19). En (a) la altura tiende a 
cero con la suficiente rapidez para que el area que esta bajo la grafica 
tienda a uno. En ( b ) el area que esta bajo la grafica no esta acotada. 

Consideramos a continuacion el caso cuando / es integrable sobre 


(*b~e 


[a, b- e] para todo e > 0, y no esta acotada sobre [a, by. Entonces 


/ se 


llama integral impropia de segunda clase. Si lim 

E ->0 + 

impropia se dice que es convergente y 


/ existe, la integral 


9.3 


/= lim 
£-0 + 


/• 


Si el llmite no existe la integral impropia se dice que es divergente. Cuando/ 
es integrable sobre [a + e, ft] para todo e > 0 y no esta acotada sobre <a, b ] 
definimos 

rb rh 

/= lim f- 

J a c ~ > 0 + J a + e 


9.4 Ejemplo. Determinese la convergencia o divergencia de cada una de 
las siguientes integrales. Cuando sea convergente, evaluese su integral. 


a) 


dx 


o (l-x) 2 


b) 


dx 


— x 
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Solucion. (Figura 20.) 

I - e 

0 



a) 


dx 


(1-x) 2 


= iim 


m 

0+ Jo 


dx 


(i-xf 


= 11m 


1 —x 


La integral impropia es divergente. 


b) 


dx „ f 1 ' 

- ■■ = am 

0 \ 1 — X e 0 + * 0 


dx 


Jim 

£-♦0 + 



= 2 lim (l- N /e) = 2. 

e~* 0 + 

En este ejemplo las alturas de las graficas tienden a oo cuando x -> 1“. 
Pero en el caso b) la altura crece con suficiente lentitud para que el area 
que esta bajo la grafica tienda a 2. 


9.5 Ejemplo. Demuestrese que: 


du 


— = oo. 

u 


Solucion. Sea G(x) = 


du 


—, x > 0. Entonces G'(x) = 
j t u 

una funcion creciente. Ahora bien 


x 

y, x > 0, y G es 


Ac[G(x")] = nx "~ 1 G'(x") 


nx 


n — 1 


X 


n 


- = nG’(x). 
x 
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Por tanto, como D x [G(x")] = D x [nG(x)], 

G(x") = nG(x) + c. 

Tomando x = 1, vemos que c = 0; es decir, 

G(x") = nG(x). 

Como G{x) > 0 para x > 1, se sigue que para todo x > 1, Mm G(x") — oo. 

n~* oo 

Por ser G una funcion creciente podemos concluir que 


Mm G(x) = Mm 

X~*Q0 X~* CO 


1 u 



oo. 


El rango de G sobre [1, co) es [0, oo). 


Problemas 


1. Digase por que cada una de las siguientes integrales es impropia, 
y determmese la convergencia o divergencia de la integral. Cuando sea 
convergente, evaluese la integral. 


a) 

c) 

e) 

9 ) 
0 
k) 
m ) 

o) 


r - 3 


- 2 Oo > 0) 

ro r 


r - 1/2 


-3/2 


-3/2 


dx 


1 , 


du 


o v /4-ti 

r s 


o (25—x 2 ) 3/2 


: dx 


'it/2 


COS 


*) 

d) 

f) 
h) 
j ) 
0 


r-3 


- oo 

' r ° dr 
o r 2 

j:- 
r-- 
r - 


dx 


-5 V25-X 3 

">r * 


:dx 


(n 2 + xT 


dx 


P) 


r 


sen cos 


-1/2 
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2. Si / es integrabie sobre cada intervale finito, entonces la integral 

i /, 00 

/ esta definida por 


) 


-f + 


donde 


/ se dice que es convergente si las dos integrales impropias 


de la derecha son convergentes y esta ecuacion define el valor de 


Si una (o ambas) de las integrales diverge, j / se dice que es divergente. 

j -00 

Determlnese la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes 
integrales impropias y evaluense las integrales convergentes. 


/■ 


a) 

c) 


■00 (1+X 2 ) 2 

0 dx 


dx 


b ) 


j -CO 


i +r 


, a > 0. 


-oo (a 2 + x 2 f 2 
Sugerencia. Demuestrese que: £>, 

r- 

d) sen. 


-a 2 sja 2 + x z J ( a + x ) 


o^3/2 


3. Si / es integrabie sobre [a, c — e] y sobre [c + e, b] para todo e > 0 y 

'•b 


no esta acotada sobre [a, c) u <c, fi], entonces 
impropia y su valor esta definido por 


/ se llama integral 




Si las dos integrales de la derecha son convergentes, entonces / se dice 


que es convergente y esta ecuacion define el valor de 


/. Si aiguna 


(o ambas) de las integrales diverge, / se dice que es divergente. Deter- 

minese la convergencia o divergencia de cada una de las siguientes integrales 
impropias y evaluense las integrales convergentes. 


578 Cap. 12 La integral definida 



a) 

c) 


1 


o (1-/) 

i 


1/3 


b) 


d) 


1 dx 
. „2/3 


'*/2 


sen 


-n/2 


e) /, donde /(x) = — para x < 0 y f(x) = — para x > 0. 


Jx 


4. i Cual es el area limitada por la curva cuya ecuacion esy = 1/^/4 —x, 
el eje Y, el eje X, y la aslntota x = 4? 


5. 


Demuestrese que: 



00 . 


cc j "| 

*6. Demuestrese que: £ - = lim £ - = oo. 

k - l k n-»x k- 1 k 


10. RESUMEN 


En esta seccion hemos definido y estudiado ei concepto basico del 
caiculo integral, la integral definida. Aprendimos como encontrar valores 
aproximados de las integrales definidas mediante un numero finito de 
operaciones aritmeticas (adiciones y multiplicaciones), y conocemos 
tambien ya algunos metodos para poder estimar la precision de la aproxi- 
macion obtenida. 

Los teoremas fundamentales del caiculo enuncian las relaciones basicas 
e importantes entre e! caiculo diferencial y el caiculo integral. En cierto 
sentido, podemos decir que la diferenciacion y la integracion son procesos 
inversos. 


Podemos comenzar a ver que el primer teorema fundamental es basico 
para la teoria de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, si y' - / _1 sobre 


<0, oo) y y( 1) = 0, entonces y = 


/ '.Mas adelante se dara un nombre 


a esta funcion (la funcion logaritmo natural) y estudiaremos sus propiedades 
basicas. En cierto numero de problemas y ejemplos hemos calculado 
valores aproximados de esta funcion. Muchos problemas fisicos pueden 
reducirse al problema de resolver una ecuacion diferencial y la resolucion 
de la ecuacion diferencial puede expresarse como una integral. Las 
propiedades generales de la solucion pueden, entonces, derivarse de 
las propiedades generales de las integrales y las derivadas. Pueden calculate 
valores particulares de la solucion hasta cualquier grado deseado de 
precision y el engorro del caiculo mecanico desaparece con las modernas 
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calcirladoras electronicas. Desde luego, en muchos problemas la integral 
puede expresarse en terminos de funciones cuyas propiedades son bien 
conocidas y para las que ya se han computado extensas tablas. 

El segundo teorema fundamental nos dice que bajo ciertas condiciones 
toda formula de diferenciacion, cuando es invertida, es una formula de 
integracion. Hemos ilustrado esto con numerosos ejemplos y problemas. 
Mas adelante estudiaremos en forma mas sistematica metodos y tecnicas 
de integracion y aprenderemos como usar las tablas de integrales. 


Problemas de repaso 


1. Para cada una de las funciones F abajo definidas localicense los 
maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion. 


a) F(x) 
c) ! 


r 1 


b) F(l) — x 3 sen x dx 


sen x 


9, donde 3 ( 0 ) = 1, g(x) = 
o x 


(x / 0). 


2. i Que esta incorrecto en la siguiente integracion: 


sec 2 = 


D(tan) = tan 


= 0 ? 


3. Supongamos que /es continua sobre < — oo, oo> y que g es diferen- 
ciable sobre < —oo, oo). 

a) Demuestrese que 

T f»w 1 


D 


f 




te(— oo, oo). 


b) Con la hipotesis adicional de que g' es continua sobre < — oo, oo), 
demuestrese que 


r 


( f°9)g' 



t 6< — OO, 00). 


4, Evaluense 


a ) 


2/(1 + / 2 ) 1/2 

0 


c) 


*3 

-1 


/ 2 (1 +J 3)10 


b) 


21 cos t 2 sen t 1 dt 
o 
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5. Demuestrese que 


' 2x f 1+ ' 2 

- -dx = —. 

Jo 1 +x J 1 u 


6 . Si / es continua sobre un intervalo$, demuestrese que para toda ted 

r o (*< 

f(x)dx = f( — x)dx. 


a) 


Sugerencia. Demuestrese que 


f( — x)dx 


~r 


/. 


6) 


c) 


d) 


f(x)dx = 


-1 


Lf(x)+f(-x)ldx 


/ = 0 si / es una funcion impar. 


-i 

• t rt 


/ = 2 


/ si / es una funcion par. 


7. Evaluense 
/ 2 sen 3 


a) 

c) 


b) 0 3 cos 3 Odd 


— n 
*1 

- 1 


d) 


l 
ir 


8. Supongamos que / es una funcion continua impar (par) sobre 
[ — a, a], Para cada xe[ — a,a\ definase 


9(x) 




Demuestrese que g es una funcion par (impar). 

9. Evaluese 


f 


|x| dx. 


10. Si ;(/) es la corriente que fluye a traves de una resistencia R en el 
tiempo t, la potencia P(t) disipada en la resistencia en el tiempo t es 

P(t) = Ri 2 (t). 

Si i es una corriente alterna con frecuencia angular co y amplitud a [es 
decir, i(t) = a cos (oit — cp)], muestrese que la potencia promedia perdida P 
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en un periodo de la corriente es 


P = ^Ra 2 . 

11. Pruebese para cada una de las siguientes integrales irnpropias que 
diverge, o, si no es este el caso, evaluese. 


j 4 dx 

b ) 

f !0 dx 

J-2 fi~X 

Jo (4 —x) 2/3 

' CO 

r 3 

J 0 

d) 

f" 

j sen 

Jo 

f 1 x dx 

f) 

f* /2 

Vl-x 2 

J-°o (8 + I 2 ) 2 


**12. Pruebese el teorema 5.3 bajo la hipotesis de que / es integrable 
sobre [a, b\. 
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Capltulo 



de la integral 
definida 


1. INTRODUCCION 

Tanto los conceptos fisicos como las leyes flsicas han surgido de la 
observation de sistemas fisicos sencillos y la consideration de sistemas 
fisicos idealizados. Los conceptos fisicos se definen para los sistemas fisicos 
idealizados y las leyes fisicas que correlacionan estos conceptos son el 
resultado de experimentos realizados sobre los sistemas sencillos. La 
extension de estas leyes a sistemas mas complejos requiere usualmente una 
generalization de los conceptos fisicos al igual que de los enunciados de 
las leyes fisicas. La integral es uno de los muchos conceptos matematicos 
que ayudan al fisico a ascender de lo particular a lo general (induction). 
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2. AREA 


En el capitulo 12 comenzamos nuestra discusion del area con tres 
hipotesis basicas (2.2-2.4, pag. 527) que eran propiedades que esperabamos 
del area y luego vimos one estas propiedades determinan la definition del 
area de una region «obrt el eje X y bajo la grafica de una funcion integrable. 

En esta section extendemos el concepto de area a regiones que se encuentran 

sobre la grafica de una funcion integrable y bajo la grafica de otra. 

Antes de discutir el area revisemos la notation para sumas superiores e 
inferiores. Supongamos que / y g estan definidas y son acotadas sobre [a, b\. 
Sea P = {Xi\i = 0, 1, n] una particion de [a, b\. 

Entonces 

nii(J) = inf {/(*)!*€[*,_!, Xi]} 

nii(g) = fnf x t ]}. 

Mi(f) y M t (g ) denotan los correspondientes supremos. 

L(/,P) = X 

i= 1 


L(g,P)= X ^i(g)(Xi-Xi-j), 

i=i 


y U(J,P) y U(g, P ) denotan las correspondientes sumas superiores. 

Si / y g son integrables sobre [a, 6], entonces sabemos que para cada e > 0 
hay particiones y P 2 de [a, b] tales que 


-e<L(f, P ,) 


-e < L(g, P 2 ) 


/ ^ V{f, P.) - 


r 


9 < U(g, P 2 ) 


/ < £ 


g < e. 


Sea P — Pj u P 2 . Como P es un refinamiento tanto de P t como P 2 , 
tenemos 


-e < L(f, P) 


2.1 


-£ < L(g 


i: 

• p> -r 


/ < (/(/, p ) - 


0 <ru(g,p )- 


/ < 6 


g < e. 


Asi hemos demostrado que para cada e > 0 existe una particion P tal que 
se satisface 2.1. 
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FIGURA 1 


Consideremos ahora un par de funciones / y g que son integrables 
sobre [a, b] y tales que f{x) < g(x) para todo xe[a, 6]. La grafica de / esta 
bajo la grafica de g sobre [a, b\. Sea 

31 = {(x, y)\a < x < b, f(x) ^ y ^ g(x)}. 

El conjunto 31 es la region acotada por las graficas de / y g y las rectas 
verticales x = a y x — b (figura 1). Deseamos extender la definition de 
area a tales regiones. Sea P una partition de [a, b]. Sean (figura 2) 

ft; = {(*, >0 |*<-i < * < Xi,f(x) ^ y ^ g(x)} 
ft; = < x Xi,mi(f) ^y < M t (g)} 

ft; = {0>>OI*i-i < x ^ x t , Mi(f ) y < m t (g)}. 



ft ( c:3l, 3i l c:ifi i 


FIGURA 2 
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Claramente 


31; CZ 51; C 31 ;, 

y si area (31) y area (3l ; ) han de satisfacer nuestras hipotesis basicas sobre 
las areas, entonces 

n 

area (31) = Z area (31;) 

i = 1 


area (31 ; ) < area (31,) sS area (31,). 

Si M t (J) > m : (g) —y esto puede suceder— 31, es un conjunto nulo y 
area (31;) = 0. En otro caso, area Oil,) = {rn i {g) — M l (f))(x i — x ; _i). De 
donde 

Ni(#)-^i(/)](*,-Xi-i) «£ area (31,) < area (31,) 

^ area (31,) = [M i {g)-m i (f)](x i -x i .. L ). 

Sumando sobre todos los intervalos de P, obtenemos 


Z [m i (fif)-M i (/)](x i -x,^,) < area (31) < £ [M f ( 0 )-m f (/)](x;-x f _,); 

; = i i = i 


es decir, 


Restando 


L{g, P)- U(f, P ) < area (31) < U(g, P)—L(f, P). 


(»-/) = 


r 


/, obtenemos 


L(g, P) 


U(f, P) - / 


< area (31)- (»-/) 


^ 1/(0, P) 


0 


M/, P) 


/ 


•/ u -I 


La anterior desigualdad se verifica para toda particion P de [a, b\. Se sigue 
entonces de 2.1 que, para cada s > 0 , 


-t 

(31) - 

“ 


— 2e < area (31) - (g-f)<2e. 


Por tan to 

2.2 




area (31) = 




La aditividad del area (2.3 del capitulo 12. pag. 527) implica una 
definicion del area para cualquier region que pueda ser partida en un 
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X 



numero finito de regiones del tipo de las que aqui se consideran. Por 
ejemplo, en figura 3 el area de las regiones 3t 1? % 2 , y 5l 3 puede calcularse 
raediante 2.2, y el area total es la suraa de las areas de 3i 1 , 51 2 , y 51 3 . 

2.3 Ejemplo. Determlnese el area acotada por la ecuacion ctibica y — x 3 
y la parabola y = 2x — x 2 . 



FIGURA 4 


Area 587 



Solucion. (Figura 4.) Las ecuaciones de las curvas son 

3 

y = x 

y = x(2 — x). 

Las curvas se intersectan si y solo si 

x 3 = x(2 — x), 


lo que es equivalente a 

x(x 2 + x— 2) = x(x + 2)(x — 1) = 0. 


Los puntos de intersection son ( — 2, —8), (0, 0), y (1, 1). Entre (—2, —8) 
y (0, 0) la ecuacion cubica esta sobre la parabola, y entre (0, 0) y (1, 1) la 
parabola esta sobre la cubica (vease el problema 1). Sean 3i 1 y 31 2 las 
regiones indicadas en la figura 4. 


area (31 j) 



[J 3 -(2/-/ 2 )] 


’0 

[x 3 — (2x-x 2 )]dx 

- 2 


X 4 2 X 3 

-x 2 + — 

4 3. 


8 

3 ' 


area (3l 2 ) = 


[( 2 / — / 2 )—/ 3 ] 


[(2x-x )-x ]dx = x 
o 3 


x 

4 


12 ’ 


El area total acotada por las curvas es 

area (31 1 ) + area (31 2 ) = j-j. 


A menudo sucedera que deseemos determinar el area de una region 31 
acotadas por curvas cuyas ecuaciones se expresan mas convenientemente 
por x = f(y) y x = g(y) y las rectas y = a y y = b (figura 5). 

31. = {(x,y)\a < y < b, f(y) ^ x < g{y)}. 


La grafica de x = f(y) es {(/(>’),}’)}, y se llamara grdfica de f desde 
el eje Y; f(y) es la distancia al eje Y de un punto de la grafica. Si f{y) ^ g(y) 
para toda ye [a, b], tenemos, como antes, que 


area (31) = 


[ 000 -/ 00 ] dy 

a 


r («-/). 


a 


Aqui integramos las longitudes de cortes seccionales horizontales. Se 
ilustra esto en la segunda solucion del proximo ejemplo. 
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2.4 Ejemplo. Determlnese el area de la region limitada por la parabola 
y 2 — 4x = 0 y la recta y — 2x = -4. 

Solucion. (Figura 6.) Localizamos primero los puntos de intersection de 
las dos curvas. Resolviendo la ecuacion de la recta para 2x y luego susti- 
tuyendo en la ecuacion de la parabola, tenemos 


2x = y + 4 

y 2 —4x = y 2 - 2(y + 4) = 0 
y 2 — 2y — S = 0'-4)0+2) = 0. 



Area 589 



Dedondej = 4,op = — 2, y los puntos de interseccion son (4, 4) y (1, — 2). 
Partamos la region 31 en las dos regiones .11, y .11 2 demostradas en la figura 6. 
3lj se encuentra entre x = 0 y x = 1 y esta acotada por arriba por y = 2 v /x 
y por debajo por y = — 2 v -'x. 5l 2 sc encuentra entre x = 1 y x = 4 y esta 
acotada por arriba por y = 2 Jx y por debajo por y = 2.y- 4. De donde 


area (31 x ) = 

J o 


[2 % /x-(-2 x /x)]dx 


4 Jxdx = |-x 3 


~p 


area (3l 2 ) = 


4 

[2 yfx — (2 x — 4)] dx 



’4 

% 4 r 

2 

yfx dx — 2 

x dx + 


i 

i 


= -f(8 —1) —(4 2 — l)-t-12 = 2 t 8 -3. 


Por tanto 

area (31) = area (,‘K + area (3t 2 ) = f + y 8 — 3 = 9. 

Solucion 2. (Figura 6.) Intercambiamos aqui los papeles de los ejes X y Y. 
Vista desde el eje Y, la region 31 se encuentra entre las rectas y — —2 
y y — 4 y esta acotada por debajo por x = \y 2 y por arriba por la recta 
x = 4 (y + 4). Asi pues, la region vista desde el eje Y esta acotada por 
abajo por la grafica de \I 2 y por arriba por la grafica de i(^ + 4 ). De donde 


area (51) = 



[K.v + 4)-iy 2 ]dy 


'4 

- 2 


[i(/ + 4)-j/ 2 ] 


= i(i+4) 2 -*/ 3 


r) - (1 + 


I 2 > 


Problemas 

1. Supongamos que 

1) / y g son continuas sobre [a, b\\ 

2) /(«) = 9(a), fib) = g(b), y f(x) A g(x) sobre <a, b >. 

Demuestrese que, si para algun ce(a , < g(c), entonces f(x) < g(x) 

para todo xe (a, by. 

Sugerencia. Considerese la funcion h = g—f, y usese el teorema del 
valor intermedio. 

Determinese el area de cada una de las regiones limitadas por las curvas 
abajo dadas. Delineense cada una de las regiones. 
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2. La parabola x 2 — y = 4 y el eje X. 

3. La parabola y 2 —ly + x — 0 y el eje Y. 


4. 

La • 

parabola y 1 = x. 

, la recta tangente a la parabola en (1, 1), 

y el eje 

Y. 



5. 

x 2 = 

= y+ 1 y x 2 = 1 - 

y- 

6. 

x = 

y 2 -4yx = 2y- 

-1. 

7. 

y = 

sen x, y = cos x, 

, x = 0, y x = 7t/4. 

8. 

X = 

II 

<N 

II 

1 

x 2 + l, y y = —x 2 + 9. 

9. 

y = 

x 2 y y — x. 


10. 

y = 

4/x 2 y y — x 2 — f 

I. 

11. 

y = 

x 3 y y = x ,/3 . 


12. 

y = 

sen x y y = x. 


13. 

y = 

x 2 y 3 y = 4x. 


14. 

y = 

2x 2 —4x + 7, y = 

<N 

II 

K 

1 

II 

o' 

15. 

/ = 

= 16x y y 2 = x 3 . 


16. 

y 2 = 

= 4a + 8 y la recta que une (2, 4) y (4, 8). 

17. 

X = 

y 3 -4y, x = 4- 

y 2 , y el eje X. 

18. 

Determinese la recta que pasa por el origen y bisecta el area limitada 

P°r y -■ 

= 6x 

- x 2 y el eje X. 



3. COORDENADAS POLARES Y AREA 

Mas adelante, en este capltulo (problema 86, seccion 7, pag. 620), 
demostraremos que 

(3.1) El area de un sector circular de dngulo central a (radianes) y radio r 
es jr 2 a. 

Sea C la curva cuya ecuacion en coordenadas polares esta dada por 
r — E(0), donde F(9) es una funcion continua no negativa para 0e[a,/?] 
(0 ^ fl — a < 2n). Sea ,'ft el conjunto de todos los puntos en el piano cuyas 
coordenadas polares (r, 0) satisfacen Oect, [1 y re[0, F(9)] (figura 7). Sea 
P = {0,|/ = 0, 1, n} una particion de [a, [i\ y definamos 

m-XF) = inf (F(0)10e[0,._,,<?,]} 

MXF) = sup {F(0) 

El sector circular desde 0^, a 9 t de radio m ; (F) se encuentra entonces 
contenido en .If y el sector de radio MXF) se extiende posiblemente fuera 
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FIGURA 7 


de 51. Exactamente lo mismo que con los rectangulos se sigue de 2.2-2.4 
del capltulo 12 y 3.1 de esta seccion que 

4 t < area (51) < j £ M 2 (F) (9,-6,. >) . 

i— 1 i= 1 

Ahora bien, como F(0) > 0 para 0e[ a, /?] (problema 6, pag.435), 

= Inf {F^lfle^, 0,.]} = ^(F 2 ), 

M 2 (F) = sup {F 2 (0)|0e[0 i _ 1 ,0 f ]} = M,.(F 2 ), 

y 

\L{F 2 , P) < area (51) ^ i U(F 2 , P). 


De donde, como F 2 es continua y, por lo tanto, integrable, 



FIGURA 8 
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3.3 Ejemplo. Encuentrese el area de uno de los lazos de la grafica polar 
de r = [4 sen 29\. 


Solucion. (Figura 
De donde 

area (31) = \ 

= 4 

= 4 


8.) Un lazo de la curva corresponde a 0e[O, njl\. 


'*12 

o 



16 sen 2 20dO 

(1 — cos 46)dO 



dO- 4 


"it/2 
0 


cos 46dO = 4 



2n. 


Problemas 

Determlnese el area de la region acotada por 

1. La circunferencia r = a. 

2. La circunferencia r = 2a cos 6. 

3. r = \2a cos 0\. 

4. La cardioide r = a(l + cos 0). 

5. La curva de la rosa r = a sen 20. 

6. La lemniscata r 2 = a 2 sen 29. 

7. La limazon r = b + a cos 0 (b > a > 0). 

8. La curva de la rosa r — a sen 20. 

9. La limazon r = b + a cos 0 (a > b > 0) contiene lazos, uno dentro 
del otro. Determinese el area de cada lazo. 

10. 31 es la region limitada por la grafica polar de r = F(0), r = G{0) 
0 = a y 6 = f), donde 0 < ji — a < 2n y 0 < F(0) < G(0) para Oe[a, /)]. 
Demuestrese que 

n> 

area (31) = ( (G 2 -F 2 ). 

Determinese el area de la interseccion de las regiones limitadas por las 
curvas. 

11. ;■ = 2a cos 9 y /■ = 2a sen 0. 

12. r = a y r = a( 1 + sen 9). 

13. r = a sen 0 y r = a( I 4- cos 8). 

14. Determinese el area barrida por el radio vector de la espiral r = aO 
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desde 0 = 0 hasta 0 = 2n. i A cuanto asciende el area adicional que se 
barre en la siguiente revolucion completa? 

15. Derivese una formula para el area del segmento circular. (El 
segmento circular es la region acotada por un arco de circunferencia y la 
cuerda que une los extremos del arco.) 


4. TRABAJO 

En fisica, la definicion de trabajo comienza con el enunciado: “Cuando 
una fuerza mueve un objetoen una distancia d y el componente de la fuerza 
en la direccion del movimiento es una constante F 0 durante todo el 
movimiento, la cantidad de trabajo hecha es IV = F 0 d.” La cantidad W es 
una medida de la cantidad de energia requerida para llevar al cabo un proceso. 
El paso siguiente en la definicion del trabajo es extender esta definicion a 
fuerzas que no son necesariamente constantes durante el movimiento. 

Supongamos ahora que un objeto se mueve a lo largo de una recta. 
Sea x la distancia dirigida de un punto sobre la recta a algun punto fijo. 
En el punto correspondiente a la distancia .v sea F(x) el componente de 
la fuerza en la direccion de las x crecientes. Sea IF‘(F) la cantidad 
de trabajo hecho por F al mover un objeto desde .v = a hasta .v = ft. 
La definicion de trabajo para una fuerza constante nos dice que 

4.1 H?(F 0 ) — F'o (b-a), donde F 0 es una constante. 

Parece entonces razonable exigir de la definicion de trabajo que tenga las 
siguientes propiedades: 

4.2 F(x) < G(x) para todo xe[cr, b] implica 1F‘(F) < 1F‘(G); 
las fuerzas mayores efectuan un trabajo mayor. 

4.3 W a c (F)+W c b (F) = Bjf(F); 

el trabajo hecho al moverse desde x — aax = cy luego, desde x — c a 
x = ft es el mismo que el trabajo hecho al moverse desde x = a a x = ft. 

Estos requerimientos 4.1-4.3 son completamente analogos a los 
exigidos para el area en la seccion 4 del capitulo 12, y los argumentos de 
all! pueden ser aqui repetidos. Las propiedades 4.1 y 4.2 implican que 

para toda particion P de [a, ft] y todo subintervalo [x,_ t , x,] de P. Sumando 
sobre todos los subintervalos de P y usando 4.3, obtenemos 

L(F, P)^ W a \F)^U{F, P), 
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y por tanto 


J F^W b (F) < j F. 

De donde, si los fisicos aceptan 4.1-4.3 como exigencias razonables 
para una medida W del trabajo, entonces, para funciones integrables, 
F tienen solo una eleccion para su definicion; a saber, 

F = J F(x) dx. 

En el capitulo anterior definimos, cuando a > b, 



En terminos de trabajo esto significa que W b „(F) = -W“ b (F)= W£( —F) 
Esto equivale flsicamente a afirmar que la unica diferencia entre moverse 
dei=aax = i)y moverse de .v = b a x = a es que el componente de la 
fuerza en la direction del movimiento cambia de signo. Esto es tambien, 
segun sabenios, una consecuencia de 4.3 si 4.3 ha de verificarse para a . b, 
y c cualesquiera. 

Es util discutir la definicion de trabajo desde un punto de vista lige- 
ramente diferente y menos preciso. La discusion es rnenos precisa porque 
las hipotesis que se hacen no se enuncian con toda claridad. La discusion 
es, sin embargo, interesante y es una muestra del tipo de razonamiento 
heuristico que se usa al discutir muchos conceptos fisicos. La notation 
usada es la misma que antes. Consideremos la cantidad de trabajo W*: : (F) 
hecha por la fuerza al mover la particula desde ,v = .v,_ , hasta .v = x,-. Si 
la norma de la particion se hace pequena, entonces, si suponemos que F 
es continua, la fuerza cambia muy poco en el subintervalo [v, ,, a',] y es 
casi constante sobre el subintervalo. 

Sea A f .v = .v,- — .v,_ ,; A,.v es la distancia que se mueve el objeto sobre 
el /-esimo subintervalo de la particion P. Como la fuerza es casi una 
constante, podemos aproximar la fuerza sobre el subintervalo por cualquier 
valor F(x : ), x,e[.v,^,. ,v f ], de la fuerza sobre el subintervalo y podemos 
aproximar el trabajo hecho por la fuerza al mover el objeto por el sub¬ 
intervalo por 

A,- W = F(Xi)A iX . 

Obtenemos una aproximacion al trabajo total hecho por 

I = t F(X')A,x. 

i = I i = 1 

A medida que la norma de la particion se va haciendo mas pequena, 
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estamos, desde luego, sumando mas terminos, pero esperamos obtener una 
mejor aproximacion de W b a (F). Si estas sumas aproximativas se acercan a 
un numero definido a medida que la norma de la partition tiende a cero, 
entonces definimos este llmite como el trabajo hecho por la fuerza; es decir, 


W a b (F) = lim X h\x i ).\ i .x. 

|P|-0 i= 1 

Si Fes continua sobre [a, b], entonces, segun el teorema 5.3 del capltulo 12 
(pag. 546) este llmite existe y 


W a \F) = lim X 

| P | 0 i=J 


F(x) cix 


4.5 Ejemplo. Se dice que un muelle es elastico si la fuerza restauradora 


'//////// 


5 


-C 


F(x) = kx 
FIGURA 9 


es proporcional a la distancia que el muelle se ha 
extendido desde su position de equilibrio (Ley de 
Hooke). Denotemos por x la distancia a la position 
de equilibrio (figura 9). En este punto la fuerza que 
actua para extender el muelle es F(x) = kx. i Cual es 
el trabajo hecho para extender el muelle desde su 
position de equilibrio una distancia d? 


r Solucion 


(F) 


-i 


kxdx = ikd 2 


4.6 Ejemplo. El trabajo requerido para cargar un 
condensador es, en electricidad, el problema analogo 
al mecanico del ejemplo 4.5. El voltaje V(q) requerido 
para colocar una carga q sobre las placas de un 
condensador es proporcional a la carga 

V{q) = -q. 

C 


V(q) es la diferencia de potencial entre las placas y es 
el equivalente electrico de la fuerza F(x). La constante C se llama 
“capacitancia” del condensador. Determinese el trabajo hecho al colocar 
una carga Q sobre el condensador. 


Solucion. El trabajo hecho al cargar el condensador desde q 
q = ?i es 




"g i 
<lo 



V{q)dq. 


q 0 hasta 
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De donde, para colocar una carga Q sobre un condensador descargado, 


W 0 Q (V) = 


f<2 


V(q)dq = 


if 

C Jo 


2 w 2 2 
q dq = — . 

2 C 


Se dice entonces que la energia almacenada en el condensador con carga Q 
sobre sus placas es 

— = -CV 2 (Q) = ^QV(Q). 

2 C 2 2 


Problemas 

1. Se observa que una fuerza de 10 libras extiende un muelle elastico 
0.87 pulgadas. <,Cuanto trabajo serequiere para extender el muelle un pie? 

2. Una cadena flexible uniforme tiene un peso total de 100 libras. El 
trabajo hecho al levantar un extremo de la cadena 50 pies del suelo es 
de 300 pies-libras. ^Que largo tiene la cadena? 

3. La fuerza gravitacional sobre una masa m, a una distancia r de una 
masa m 2 es una atraccion que actua a lo largo de la recta que las une. 
La magnitud de la fuerza es 


donde k es la constante de gravitacion. Si para r - 6.4 xlO 6 metros 
F = 15 kilogramos, ^cuanto trabajo en kilogramos-metros serequiere para 
mover m , 

a) de r = 6.4x 10 6 metros (el radio de la tierra) a r = lAx 10 6 ? 

b) 100 metros cuando inicialmente r = 6.4 x 10 6 metros? 

c) de r - 6.4 x 10 6 metros a r = 3.9x 10® metros? 

d) en cual de los anteriores puede considerarse constante el campo 
gravitacional? 

4. La magnitud de la fuerza de repulsion entre cargas Q 2 y Q 2 es 



donde r es la distancia entre ambas. £Cual es el trabajo requerido para 
mover las cargas desde 10 cm hasta 10 -6 cm aparte? 

5. A lo largo del eje de un dipolo electrico de intensidad p la fuerza 
sobre una carga q es en la direccion del eje y su magnitud es 


F = 
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donde x es la distancia de q al dipolo, i Que trabajo se requiere para mover 
la carga q a lo largo del eje desde x = a a x = bl 


6. Si la temperatura de un gas no cambia, entonces su presion y volumen 
estan correlacionados por PV = constante. Un cilindro de 120 pulgadas 
cubicas con un piston con cabeza de 12 pulgadas cuadradas contiene un 
gas a 15 libras/pulgada cuadrada de presion (aproximadamente la presion 
atmosferica). Demuestrese que el trabajo hecho al comprimir el gas a tempe¬ 


ratura constante hasta 12 pulgadas cubicas es W = 1 800 


dx 


620 


J i 


pulgadas-libras. Supongase que la presion sobre la parte posterior de la 
caza del cilindro es aproximadamente la presion atmosferica. 


5. ECUACIONES DIFERENCIALES 

La ecuacion diferencial mas sencilla es 

5.1 y' = f. 

Se da la funcion / y deseamos determinar todas las funciones y con deri- 
vada f. La ecuacion diferencial 5.1 se escribe a menudo en las siguientes 
formas: 

Dy = f 
/(x) = f(x) 

D x y(x) = J\x) 

‘P . /(.VI 
dx 

dy = /( x)dx. 

Una funcion F se dice que es una solucion de la ecuacion diferencial 5.1 
si F' — f. Una funcion F se dice que es una solucion sobre un intervalo <j de 
la ecuacion diferencial 5.1 si F' — f sobre It. 

5.2 Ejemplo. Encuentrese una solucion de la ecuacion diferencial 

y' = 3/+5 


que satisfaga y(0) = 8. 

Solucion. Sabemos que 

D(|/ 2 + 5/j = 3 /+ 5. 
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Por tanto, para cualquier constante c, 

F = |/ 2 + 5/+c 

es una solucion de la ecuacion diferencial. Escojamos c, entonces, de modo 
que se satisfaga la condicion inicial F( 0) = 8. 

.F(O) = c = 8. 

De donde 

F = §/ 2 + 5/+8 

es una solucion que satisface >>(0) = 8. 

Este sencillo ejemplo hace surgir dos cuestiones: 1) ^Hay soluciones de 
la ecuacion diferencial distintas que las de la forma j/ 2 + 5/+c 2 ? 2) ^Es la 
solucion particular f/ 2 + 5/+8 la unica solucion que satisface la condicion 
inicial j(0) = 8? Si la contestacion a la primera pregunta es no, entonces 
vemos que la contestacion a la segunda ha de ser si. El siguiente teorema 
da una contestacion general a la primera pregunta. Este teorema es una 
reformulacion del corolario 4.2 del capltulo 10, pagina458. 

5.3 Teorema. Si F es una solucion de 

? =/ 

sobre un intervaloH, entonces F+ c es una solucion sobre 3 para cada constante c 
y toda solucion sobre 3 es de esta forma. 

Prueba. Es claro que F' = f sobre 3 implica D(F+c ) = / sobre 3- Sea G 
cualquier otra solucion sobre 3- Entonces G' = F' sobre 3 y por tanto 
G = F+c sobre 3- Y esto completa la prueba. 

As! pues, para esta sencilla ecuacion diferencial, si sabemos una solucion 
sabemos todas la soluciones sobre 3- El mismo teorema contiene la hipotesis 
de que una solucion existe. ^Tienen todas las ecuaciones de tal tipo 
soluciones? Si / es continua sobre 3, el primer teorema fundamental del 
calculo implica la existencia de una solucion y el segundo teorema 
fundamental del calculo implica una propiedad de unicidad. La propiedad 
de unicidad es tambien una consecuencia del teorema 5.3. 

5.4 Teorema. Si f es continua sobre un intervalo 3, x 0 e2, y si y 0 es un 
numero cualquiera, entonces hay una solucion y solo una solucion sobre 3 de 
la ecuacion diferencial 

y’=f 

que satisface y{x 0 ) = y 0 . La solucion es 

y{x) = y 0 + f /. 

J XQ 
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Prueba. Supongamos que y' = fy y(x 0 ) = y Q . Entonces, de acuerdo con 
el segundo teorema fundamental 


y = y(x)-y(x 0 ) = f (xe7i) 


y{x) = >'(x 0 ) + 


/ = y 0 + 


/• 


Reclprocamente, si 


>’(*) = y 0 + 


f. 


entonces ^(x 0 ) = y 0 y, por el primer teorema fundamental y' = / sobre d. 


5.5 Ejemplo. Una particula comienza a moverse en el instante t = 0, se 
mueve a lo largo de una recta, y en el instante 1 tiene una velocidad v(t). 
I A que distancia esta la particula de su posicion inicial en el instante t 0 ? 


Solucion. Suponemos que la velocidad es continua y que v esta definida 
sobre [0, oo). Sea r(t) la distancia dirigida de la particula en el instante t a 
su punto inicial. Entonces /• (0) = 0 y r' = v. Por tanto, segun el segundo 
teorema fundamental 


De donde 



'•(to)-'-(O) 



v. 


r(t 0 ) — i'( 0) + 



(sobre [0, co)). 


5.6 Ejemplo. Una barra de longitud / tiene una densidad lineal p(x) a una 
distancia x de un extremo de la barra. Demuestrese que la masa de la 
barra es 


Jo 


M — p(x)dx 


Sol i mon. Debemos primero comprender que es lo que se entiende por 
densidad lineal. Sea m(x ) la masa de una longitud * de la barra, donde x se 
ha medido desde uno de los extremos de la barra. La densidad lineal 
promedio de una seccion de la barra desde x 0 a x 0 + h es 

m(x 0 + h)-m(x 0 ) 
h 
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La densidad lineal en x 0 es el llmite de la densidad promedio antes definida 
cuando h tiende a cero; es decir. 


P(x o) = Hm 

/ i ->0 


m(x 0 + h)-m(x Q ) 
h 


m'(x 0 ). 


De donde 


m' = p. 


Por tanto 


'j: 

m' = m(x) — m( 0) 

Jo 


m(x) = 


j: 


p- 


y 


M = m(l) 


u 

o 


P- 


(Las dimensiones de la densidad lineal son masa/longitud. Las unidades 
son libras/pie, gramos/centlmetro, etc., segun cnales sean las unidades usadas 
para la masa y la longitud.) 


Problemas 

1. Encuentrese la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales que 
satisface las siguientes condiciones iniciales: 

a) s’(t) = -at+v 0 , s(0) = s 0 b) y'(t ) = sen 3/, y(0) = 0 

c ) y'(f) = sen 3(t — n/6), y(nj6) = 0 d) y'(x) = xcosx,y(0) = 1. 

2. Una particula se mueve a lo largo de una recta con una velocidad 
que es inversamente proporcional al cuadrado del tiempo. Si en el tiempo 
/ = 15 (segundos) la velocidad de la particula es 2 000 pies/segundo, ^que 
distancia recorre la particula en el intervalo de tiempo [5, 30]? 

3. Una barra de 4 pies de longitud tiene una densidad lineal que es 
proporcional a la distancia a uno de los extremos elevada a f. En el centro 
de la barra, la densidad es de 0.050 libras por pulgada. i,Cual es la masa de 
la barra? 

4. Demuestrese que: si / es continua sobre un intervalo 3 , t 0 e7i, y 
s 0 y r 0 son numeros, entonces la ecuacion diferencial s" = f tiene una 
solucion y solo una solucion sobre 3 que satisface las condiciones iniciales 
■?('o) = s 'i l o) — £’ 0 • Proporcionese una expresion analitica de la solucion. 

5. Jorge, Juan y Roberto estan viajando cuando descubren que el 
cuenta millas esta roto, pero que el velocimetro funciona correctamente. 
Juan y Roberto se dan cuenta de que pueden calcular distancias registrando 
velocidades, pero no pueden convenir en cual es el mejor proceriimiento. 
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Cada uno de ellos decide hacerlo a su mode, pero convienen en no registrar 
mas de dos velocidades para cada intervalo de diez minutos, Las siguientes 
tablas aparecen con los datos que Juan y Roberto registraron. 

a ) Haganse estimaciones razonables tanto basadas en los datos de Juan 
como en los de Roberto sobre cual ha sido la distancia recorrida. 

b) Critiquense los dos metodos. 

c) Partiendo de los datos de Roberto establezcanse cotas de la distancia 
viajada. 


Juan 


Roberto 


Intervalo 

de 

tiempo 

Velocidad 

(m.p.h.) 

MAX. 

MIN. 

IRS9R 

1 

47 

WEM 

■ 9 

35 

B9- 


37 


Tiempo 

(min.) 

Velocidad 

(m.p.h.) 

0 

52.3 

5 

50.1 

10 

42.7 

15 

45.7 

20 

58.0 

25 

43.6 

30 

59.4 


6. Discutase como usar el velocimetro en un automovil para calcular 
derivadas e integrales definidas. 

7. Resuelvanse las siguientes ecuaciones y en cada caso determinese el 
valor maximo de la solucion. 

a) s" = -32: s(0) = 100, s'(0) = 200 

,2 

b) D 2 y = —y = sen x; y(0) = 0, y'(0) = 0 

clx 

c) D? y = l-/ 2 ; y{0) = 10, /(0) = 0. 

8. Demuestrese que hay dos soluciones sobre < —oo, oo) para la ecuacion 
diferencial 

yy' = x 

que satisfacen y(0) = 0. 

Sugerencia. Notese que: yy' = \D{y 2 ). 

9. Encuentrese la ecuacion de aquellas curvas de R 2 cuyas rectas 
normales pasan todas por el origen. (La recta normal a una curva en un 
punto P es la recta que pasa por P ortogonal a la tangente a la curva en P.) 
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10, Encuentrense las soluciones de 


que satisfacen >’(0) = 0. 


yy' = 2x 3 


6. LA INTEGRAL INDEFINIDA 


El segundo teorema fundamental del calculo dice: 

Si f es continua sobre un intervalo 3 y F es una 
funcion con la propiedad de que F' = f sobre 3, 
entonces 


6.1 


f = H 


= F(b) — F(a) para cualesquier a, be7i■ 


a 


\a 


El problema de evaluar una integral por el segundo teorema fundamental 
es, por tanto, equivalente al problema de encontrar una funcion F cuya 
derivada sobre un intervalo sea /, es decir, al problema de encontrar una 
solucion sobre 3 de la ecuacion diferencial 

6.2 y = /. 

Cada formula para la derivada de una funcion es, por tanto, una formula 
(sobre un intervalo donde la derivada sea continua) para evaluar una 
integral. Por ejemplo, como 

D (sen) = cos, 


tenemos 


6.3 


’i> “16 

cos = sen para cualesquier a, be( — co, oo>. 
a J a 


Sabemos tambien que 


£)(/-') = -J- 2 . 


El dominio de definicion de / 2 es < —oo,0) u <0, oo>, y esta formula 
se verifica sobre < — oo, 0) y sobre <0, oo>. Por tanto 


6.4 



para cualesquier a, be < — oo, 0) o a, be <0, oo). 

Si ae < — oo, 0) y be <0, oo), 6.4 no se verifica. En este caso, la integral 
es una integral impropia y no converge, 

En las listas de tales formulas o en la discusion de metodos de evaluacion 
de integrales por el segundo teorema fundamental, es conveniente simplificar 
esta notacion y en lugar de 
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6.5 


f — F 


a, 6 e 3 


6.6 

escribir simplemente 

6.5' 

o 

6 . 6 ' 


f(x)dx = F(x) 


, a, be7i 


f = F sobre 3 


f(x)dx = F(x) sobre 3. 


Esto se llama notacion de la integral indefinida”. Si no se formula ninguna 
restriccion a un intervalo , se entiende que la formula de integracion se verifica 
sobre todo intervalo contenido en el dominio de definicion del integrando f. 
Por ejemplo, 6.3 y 6.4 pueden escribirse 


6.3' 

y 

6.4 


cos = sen 


r z = -I' 


Expresado en esta notacion, el segundo teorema fundamental enuncia: 
Si f es continua sobre un intervalo 3, entonces 
F' = f sobre 3 iniplica f / = F sobre 3. 


Supongamos, reclprocamente, que / es continua sobre 3 y que 

/ = F sobre 3. 

Entonces 

C x ~ x 

\ f — F = F(x) — F(a) para todo a, xe 3. 

J a J a 

As! pues, F es (sobre 3) la funcion con la regia de correspondencia 
F(x) = f f+F(a) para cualquier ae3y todo xe3. 
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Por tanto, por el primer teorema fundamental del calculo 
F'(x) = f(x) para toda xe3. 

es decir, 

F' = f sobre 3. 

De donde, si f es continua sobre 3. entonces 


6.7 


f = F sobreTl si y solo si F' = f sobreli. 


6.8 Ejemplo. Demuestrese que 
a) 


b ) 

SOLUCION. 


sen 3 = ycos 3 — cos 


dx 


(a 2 + x 2 ) 312 a 2 (a 2 +x 2 ) 112 

a) D(% cos 3 — cos) = - cos 2 sen + sen 

= sen (1 - cos 2 ) = sen 3 . 

De donde por 6.7 

sen 3 = ycos 3 — cos sobre < — oo, oo>. 
Como < — oo, oo) es el dominio de definicion de sen 3 . 


sen 3 = y cos 3 — cos. 


b) D, 


-x(a 2 + x 2 )-'l 2 
a 


[(a 2 + x 2 r' / 2 -x 2 (a 2 + x 2 r 3/2 ] 


—- (a 2 + x 2 )~ 3/2 [a 2 + x 2 — x 2 ] 
a 


1 


( a 2 + x 2 ) 3 ' 2 

Como esto se veriflca sobre < — oo, oo), se sigue de 6.7 que 

dx x 


(a 2 +x 2 ) 312 a 2 (a 2 +x 2 ) 1/2 ’ 
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Podriamos ahora recopilar todas las formulas de derivacion que hemos 
obtenido hasta e! momento y reescribirlas como formulas para la evaluation 
de integrales. Las tablas de integrales son colecciones de tales formulas y 
hay muchas de tales tablas publicadas. Uno de los propositos de esta section 
y la proxima es ensenar el uso de estas tablas. Una tabla de integrales de 
tamano razonable contendra soiamente las formulas mas basicas, y se 
espera que el que las use reducira —cuando ello sea posible— la integral 
que desea evaluar a una de las formas mas basicas. Enumeramos aqui 
algunas de las formulas mas fundamentals entre las que hemos obtenido e 
ilustramos despues como podemos usar estas formulas para obtener otras 
mas. De las formulas DI n+1 = («+ 1)/", D sen = cos, D cos = — sen, 
D tan = sec 2 , D cot = — esc 2 , obtenemos 

f r +i 

6.9 I n =-, n ¥= -1 

J n +1 


6.10 


cos = sen 


6.11 

6.12 

6.13 


I 

i 

J 


sen = - cos 


sec 2 = tan 


esc 2 = - cot. 


Como ninguna de estas formulas se restringe explicitamente a un 
intervalo ha de entenderse que se verifican sobre todo intervalo contenido 
en el dominio de definition de la integral. 

Supongamos que n es un entero, que / tiene una derivada continua 
sobre un intervalo^, y que/(<t) cz D,„. (Mas adelante podremos demostrar 
que lo que estamos a punto de probar es cierto para cualquier numero 
real n, n ^ — 1.) Por el corolario 10.3 del capitulo 8 (pag. 391) 

D(f n +1 ) = («+l)/"/'sobre 7L 

Por tanto, si n ^ — 1, 

d(— f n+i ) =/"/' sobre 3. 

\n + l / 


Como hemos supuesto que / tiene una derivada continua sobre 3, /' es 
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continua sobre 3- Nuestra hipotesis sobre /Q) implica que /" = I" ° f 
es continua sobre 3 y, por tanto, que /"/' es continua sobre 3 . Es, entonces, 
una consecuencia del segundo teorema fundamental (vease 6.7) que: 
si / tiene una derivada continua sobre 2 y /(<\)<= D,„, entonces 

6.14 /"/' = — J'" +l sobre 2, «#- 1. 

J n + 1 


Las siguientes dos formulas de integracion son consecuencias de dos de 
las propiedades basicas de la integral. Si / y g son integrables sobre un 
intervalo 2 y si c es una constante, entonces 


6.15 

y 

6.16 


(f+g) = 


f + 


j*b Pb 

cf = c f 

Jo J a 


g para cualesquier a, be'2 


para cualesquier a , £>e3- 


En la notacion de la integral indefinida prescindimos de los limites de 
integracion en 6.15 y 6.16 y escribimos 


6.15' 

y 

6.16' 


(f+g) 


-M 


g sobre 3 




Si, por ejemplo, sabemos que 
entonces 

r 

(f+g) = F + G sobre 3 


sobre 3- 

J/ = F sobre 3 e | g = G sobre 3, 


cf = cF sobre 3- 


6.17 Ejemplo. Encuentrese una formula para 
Solucion 


x(l +x 2 ) il2 dx. 
j x(l + x 2 )' l2 dx = (\+x 2 y 2 D x (\+x 2 )dx. 
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Por 6.14 vemos que sobre < — co, oo> 

x(l +x 2 )' 12 dx = 4(1 +x 2 ) 3 ' 2 . 


COMPROBACION 

Ac(H 1 +x 2 ) 312 ) = 1(1 +x 2 ) 112 (2x) = x (1 +.v 2 )' 

f */2 

6.18 Ejemplo. Evaluese cos 3 . 


Jo 


SOLUCION 


r 

• 


* 

” si - j 

cos 2 cos = 

(1 — sen 2 ) cos = 

COS — 

% 




cos — sen D(sen). 


Por 6.10 


y por 6.14 


cos = sen 


sen” D(sen) = 4 sen 3 


Por tanto, por 6.15' 


cos 3 = sen — 4 sen 3 


rr/2 


cos 3 = (sen — 4 sen 3 ) 


rr/2 


± _ 2 


Problemas 
1 


2 . 


3. 


cos atdt = - sen at, (a # 0) 
a 


2 CTT,.. 2(15x 2 -!2x + 8) / ._ , „ 3/2 


x v oc + l dx = 


/ 


105 


; (-x+l) 3 


1 


(al + bf 2 a 2 (al + b) 2 a 2 (al + b) 


, (a # 0) 
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4. 

5. 

6 . 


(sen° cos) sen = cos ° cos 


x 3 -J a 2 +x 2 dx = (jx 2 - Tja 2 ) ■J{a 2 -\-x 1 ) i 

sen" -2 , (n # 0). 


sen = 


sen" 1 cos n — 1 


+ 


Evaluense: 

*5 

7. 

9. 


x 2 yfx +1 dx 


P " 

s. cos - 
Jo 6 


tdt 


I 


o (/ — 2) 3 


10 . 


I 


o (/ —2) 3 


Encuentrense formulas para cada una de las siguientes integrales 


11. 

1* (2f+ 1) (t 2 t+\) 3 dt 


12. 

• 

cos sen 3 


13r 

(2/ + 1) 5 


14. 

XyJ x 2 + 1 dx 


15. 

(ax + b) n dx, (a ^ 0, n ¥= 

-i) 

16. 

sen aOdO 


17, 

| ' dr. 

1 Ja 2 + t 2 


Evaluense 

fs 


, 8 .j 

(4x —3 ) 2 dx 

' 0 

r* 

19. 

20. j 

sen 3 

0 

21. 


sen cos 


t(l-t 2 ) 5 dt 


La integral indefinida 609 



22. | t(2t z + 5fdt 
-1 


24. 


2 (I 2 —4) 1,12 


26. 


28. 


’tt/4 

0 

‘3 ti/2 


tan sec 


23. 

25. 

27. 


I 


0 (I 2 —4) 
’* /4, sen 
o cos 2 

* Jt/4 


sec 


o 


sec 2 . 


29. Demuestrese que 
x 


= dx = — ■y'l—x 2 sobre [- 


Vl-x 2 


30. a) Demuestrese que si 

/ = F sobre [a, F> 
y ri F es continua sobre [a, F], entonces 

/ = F sobre [a, F] . 

F) Demuestrese que si 


f — F sobre (a, F) 
y si F es continua sobre [a, F], entonces 

j / = F sobre [a. F]. 

31. ^Es cierto que 

/ = F sobre un intervaio 3 implica F' 


Justifiquese lo contestado con un ejemplo. 
32. Demuestrese que 


a) 


f = F sobre J implica 


/ = F + c sobre 3 para cualquier constante c. 


I. I]- 


/ sobre 3? 
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/ = F sobre 3 y / = G sobre 3 implica 


b) 

G = F+c sobre 3 para alguna constante c. 

7. METODOS DE INTEGRACION 

En esta section consideramos dos metodos de integration: i) integration 
por partes, e ii) integracion por sustitucion. La integration por partes se 
basa en la regia para diferenciar el producto de funciones, y la integration 
por sustitucion en la regia para diferenciar la composition de funciones. 

i) Integracion por partes 

Supongamos que las funciones u y v tienen derivadas continuas sobre un 
intervalo 3. Por la regia para diferenciar el producto de funciones 

D(uv) = u'v + uv' sobre 3 


y 


uv' — D(uv) — u'v sobre3. 


Como uv’, u'v, y D(uv) son continuas sobre 3, 


uv' 




para cualesquier a , be2. Expresada con la notation de la integral inde- 
finida, esta ecuacion toma la forma: 

Si u y v tienen derivadas continuas sobre un intervalo 3, entonces 


7.1 



u'v sobre 3. 


En la derivation de formulas para la evaluation de las integrales, el 
integrando se expresa en la forma uv' y la ecuacion 7.1 transforma 
el problema de la integracion de uv' en el de la integracion de u'v. Por 
una election apropiada de a y v, el uso de 7.1 a menudo conduce a una 

derivation sencilla de una formula para jnC, y esta se llama la "integracion 

por partes". Los siguientes ejemplos ilustran el metodo. 

7.2 Ejemplos. Obtengase una formula para j / sen. 

Solucion. Hagamos un primer intento con u = sen y v' = /(;• = [I 2 ]. 
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Por 7.1 obtenemos (aqul uy v tienen derivadas continuas sobre < — oo, oo» 


/ sen = sen D(\I 2 ) = (sen) (^/ 2 ) — (D sen) (J)/ 2 ) 


= \I 2 sen — Jr \ I 2 cos. 


Esta seleccion de u y de v nos lleva a una integral que no es mas sencilla 
que la integral original. Ensayemos ahora con u = I y v' = sen (v = — cos). 


1 sen = /£>(— cos) = /(— cos) — (DI) (— cos) 


= —I cos + cos = — I cos + sen. 


El ejemplo siguiente ilustra el uso reiterado de la integracion por partes. 


7.3 Ejemplo. Obtengase una formula para I 2 sen. 


Solucion. Sean u = I 2 y v' = sen. 


I 2 sen = I 2 D(- cos) = -I 2 cos— (D/ 2 )(—cos) 


= — I 2 cos + 2 / cos 


Integrando de nuevo por partes, obtenemos 


I cos = ID sen = / sen — {DI) sen = / sen — sen 


= / sen + cos. 


Por tanto 


/ 2 sen = —I 2 cos + 2(1 sen + cos) = (2 — I 2 ) cos + 21 sen. 


Comprobaci6n. D[(2 — I 2 ) cos +21 sen] 

= —2/cos — (2 — I 2 ) sen + 2 sen + 2/cos = / 2 sen. 

En el proximo ejemplo la integracion por partes y una identidad 
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trigonometrica nos llevan a una ecuacion que puede resolverse para la 
integral que deseamos evaluar. 

rin 

7.4 Ejemplo. Evaluese cos 2 . 


Solucion. Sea u = cos y v = sen. Entonces 


cos 2 = cos D sen = cos sen — 


Por tanto 


(D cos) sen 


cos sen + 


sen 2 = cos sen 4- (1 — cos 2 ) 


f 


I' 


= cos sen + I — cos . 


2 cos 2 = 1 + cos sen 


cos 2 = {{I + cos sen). 


De donde 


cos 2 = $(1 + cos sen) 


= n. 


ii) Integracion por sustitucion 

Probamos primero el teorema que es basico para el uso de la sustitucion 
para la transformacion de integrales definidas. El teorema es una conse- 
cuencia de la regia para la diferenciacion de la composicion de funciones 
y del primero y segundo teoremas fundamentales. 


7.5 Teorema. Supongase que 

1) f es continua sobre un intervalo 3. 

2) u tiene una derivada continua sobre un intervalo 6. 

3) u(8) = { u(t ) : te£} <= 3. 

4) u{ a) = ay u(J3 ) = b para a, /?e£. 


Entonces 

7.6 



r 


X 
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Prueba. Sean y(x) = | / y z(t) = y(u(t)). Entonces 
Ja 

y'(x) = f(x), xe3 

z'(t) = y’{u(i))u'(t) = f{u(t))u'{t\ ret. 


Por tanto 


f(u(t))u'{t)dt = J z'(t)df = z(P)-z( a) 
= >’(«(/?))->’(« 00 ) 

= = >’W = 


De donde 


r<> 


(/»«)«' = 


El primer ejemplo ilustra el uso de una sustitucion trigonometrica para 
transformar una integral con radical en una en que el radical ha 
desaparecido. Tenemos para u = a sen: 


J a 2 -l 1 °a sen = J a 2 -a 2 sen 2 = v '« 2 cos 2 = \a cos|. 


7.7 Ejemplo. Evaluese \ 4 — / . 


Solucion. Supongamos que la integral que deseamos evaluar es el primer 
miembro de 7.6: / = s /4 — I 2 . El integrando/escontinuo sobre 4 = [ — 2,2]. 
Sea u = 2 sen. Entonces 


(/ = «)«' 



4 sen 2 D(2 sen) = 4 jcos| cos . 


Como u = 2 sen tiene una derivada continua sobre ( — cc, oo> y el rango 
de 2 sen es [ — 2, 2], podemos, despues de observar que u(0) = 2 sen (0) = 0 
fn\ 


y « 


2 sen 



= 2, aplicar el teorema 7.5. Obtenemos entonces 


v 


4-/ 2 


”71/2 / - j' 71/ 2 

v ' 4 — 4 sen 2 D(2 sen) = 4 |cos| cos. 
0 Jo 
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7c”| 


71 

Sobre 

N 

el coseno es no negativo. Por tanto |cos| = cos sobre 

N 



(1 + cos o21) 


= 2(1 +\ sen c2/) 




En el ejemplo siguiente identificamos la integral que deseamos evaluar 
con el segundo miembro de 7.6. En el ejemplo previo la habiamos identi- 
ficado con el primer miembro de 7.6. Para conservar huella de la 
sustitucion es a menudo conveniente escribir 7.6 en la forma 


7.6' 


f(x) dx = 


»(«) 


f(u(t))du(t) 


'ft 

f(u(t))u\t)dt 

or 


O 

7.6' 


'n 

f(u(x))u’(x) dx 


f(u(x))du(x) 


'u(P) 

J “(«> 


f(t)dt, 


con la idea de que el slmbolo “mudo” x identifica la integral original y 
el simbolo “mudo” t identifica la integral transformada. Verbigracia, en el 

ejemplo 7.7 la integral que iba a ser evaluada era sJ4-x 2 dx, y usamos 

Jo 

la sustitucion x = u(t) = 2 sen t, dx = u’(t)dt = 2 cos tdt. 


7.8 Ejemplo. Evaluese j x S sJ$-x 3 dx. 
Solucion. [ x 5 v /8 -x 3 dx = | x 3 yj& 


— x 3 £> x (8 —x 3 )dx. 


Haciendo l = u(x) = 8 — x 3 ; obtenemos por 7.6" que 


f 2 


s s J& — x 3 dx = 


-1 JJxVs- 


x 3 d( 8-x 3 ) 


r o 


= $ (8 t il2 -t 3l2 )dt 


t(V 6 < 3 / 2 -t< 5/2 ) 


- if*— 

~~ 3|_ 3 


$ 3/2 _ _ 8 5/2 

5 


g %/2 

45 
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La funcion u = 8 — P tiene una derivada continua sobre < — oo, oo). La 
funcion / que aqui es la funcion definida por /(f) = (8 — r) v 7, es continua 
sobre [0, oo]. Para xe[0, 2], u(x ) = 8 — x 3 > 0, y vemos que las condiciones 
del teorema 7.5 se satisfacen. 

En el siguiente ejemplo ilustramos una aplicacion del teorema 7.5. En 
el ejemplo derivamos las leyes de conservacion basicas de la mecanica. 
Aunque la terminologia puede al principio parecer extrana, es esta una 
aplicacion elemental del analisis a la fisica. Suponemos que las funciones 
que aparecen satisfacen las condiciones del teorema 7.5. Hay un buen 
argumento fisico —que no damos— en apoyo de esta hipotesis. 

7.9 Ejemplo. Sea r la funcion tiempo-desplazamiento de una particula de 
masa m que se mueve sobre una recta: r(t) es la distancia dirigida de 
la particula a un punto fijo (el origen) sobre la recta en el instante t. La 
velocidad de la particula es r — v y la aceleracion de la particula esde r = v —a. 
Sea F la funcion desplazamiento-fuerza: F(x) es la fuerza en la direccion 
positiva de la recta que actua sobre la particula cuando la particula se 
encuentra a la distancia x del origen. La segunda ley del movimiento de 
Newton nos dice que 

D{mv) — For. 

En mecanica no relativista, m es una constante. Por tanto, D(mv ) = 
mv — mr = ma, y 

ma — For ; 

es decir, en cada instante t, ma(t ) = F{r(t)). La energia cinetica T de la 
particula (en la mecanica no relativista) se define como jmr 2 . La energia 
potencial U de la particula se define por 



La energia potencial U(x) es la inversa (aditiva) del trabajo hecho por la 
fuerza F al desplazar la particula desde x 0 (un punto arbitrario donde 
la energia potencial es cero) a x. 

a) Pruebese la ley de conservacion de la energia: 

T + U o r = constante. 

b ) La funcion i definida por 



se llama el impulso de F; i(t) es una medida de la efectividad de la fuerza 
sobre el intervalo de tiempo [0, ?]. La funcion mv se llama el momento 
(lineal) de la particula. 
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Demuestrese que 


i—mv = constante, 

y concluyase de aqul que el cambio en impulso es igual al cambio en 
momento. 

Para un sistema de partlculas de masa m k (k = 1,2,..., n) se sigue que 

n 

Z (h~~ m k v k) ~ con stante. 

k= 1 

n n 

Si ^ / fc = 0 (lo que es cierto, por ejemplo, si £ F k — 0), entonces 

k =1 k=l 

n 

5] m k v k = constante. 

Jk= 1 

Es esta la ley de conservation del momento. 

Solucion. Por la segunda ley del movimiento de Newton 

ma = D(mv) = F or 


y 

Tenemos pues 


(For)r = mar = mvv = \D(mv 2 ). 


D(mv) = For 
iD(mv 2 ) = (F or)r. 


Integrando estas ecuaciones obtenemos 


D( mv) = mv(t) — mv(t 0 ) = 


For = i(t)-i(t 0 ) 


e 

j $D(mv 2 ) = $mv 2 (t) — $mv 2 (t 0 ) = (F °r)r 
J> 0 J lo 

fr(l) 

= F = -[U(r(t))-U(r(t 0 ))]. 

J r(t 0 ) 

Estas ecuaciones nos dicen que el cambio en momento es igual al cambio 
en impulso y que el cambio en energia cinetica es igual al inverso del 
cambio en energia potencial. 

Por tanto 

i(t)-mv(t) = i{t 0 )-mv{t 0 ) 

\mv 2 (t)+U(r(t)) = \mv 2 (t 0 )+U(r(t 0 )); 
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es decir. 


Problemas 


i—mv = constante 
T+U r = constante. 


1. Obtenganse formulas para 


a) I cos 


e) / sen 2 1 


e ) sec = ■—1 ■ 


2. Evaluense 


b) xjx — ldx 


d) / 2 cos 


a) 0 cos OdO 
Jo 


c) 0 cos - dO 

Jo 2 


e) j x 2 s j\+xdx. 

3. Demuestrese que 


a ) cos" = - cos" 1 sen + 


b) /(/-D _,/ 


d) xJa-xdx (a > 0) 


n — 1 

n . 


cos"' 2 (n* 0) 


fe) sec" = 


cos” (n — 1) cos" 1 n — 1 


sec" 2 (/)#!). 


4. Sea, para n entero positivo, a„ = sen". Demuestrese que 


n — 1 

a) a„ =- a„_ 2 

n 


2 ■ 4 • 6 ... 2n 
3 • 5 • 7 ... (2n + 1) 


C) «2n 


l-3~5...(2w—1) 7T 
2 • 4 • 6 ... 2n 2' 


5. Demuestrese que 


a) I 3 sen *21 


/ 3 sen 
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b) 


c) 


d) 


e) 


4 x 2 


dx = 


o I +x 

're/4 


t — 2 -i— )dt (Sugerencia . Hagase i — w(x)= 1 + x.) 

t j 

dx 


tan 6 dO = I — ( Sugerencia. Hagase x = u(0) = cos 0 .) 
0 J f 2/2 x 


’re/4 


sec 4 = (\ +1 2 ) {Sugerencia. Hagase u = tan.) 

Jo Jo 


21 

o I 2 +1 


1 


/) 


x 2 Ja 2 -x 2 dx = a 4 


0 

'• re /2 


re /2 


cos 2 sen 2 


nil 


g) I sen* = I cos* 
Jo Jo 

6. Evaluense 

fa 


a 


x(x +9) dx 


o 

71/2 

c) I sen 2 cos 
Jo 


e) I 7(1 +/ 2 ) _ 3/2 


/) 


lib 

j: 

j: 


b) 


•re/4 

d) i sen 3 cos 2 


d) 


I{a 2 — / 2 ) 1/2 


b) 


I 2 (a 2 -1 2 )' 12 


7. Considerese la curva C cuyas ecuaciones parametricas son 

x — u(t) 

6: 

y = v(t), te[<x,p], 

Supongamos que u tiene una derivada continua sobre [a, p] y que / es 
continua sobre u{[a. p]) = {u(t)\te[a, /?]} y es tal que r = / 0 u. Si v(t) ^ 0 
para ?e[a, /?], demuestrese que el area bajo C es 

vu 1 si n(a) < u(P) 


'> Q- 

ij 1 

u* 

O 

m 

Ui 

2 i 

U p: 

tf: Ui 
Ci 2 

cr ;"j 

8 

X X 




'i> 

vu’ si u(a.)>u(P). 

a 
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8. Demuestrese que 

a) El area de un drculo de radio r es nr 1 . 

b) El area de un sector circular de angulo central a (radianes) y 
radio r es \r 2 a. 

c) El area de una elipse con semiejes a y b es nab. 

9. Supongamos que: 

1) u tiene una derivada continua sobre [a, /3] y sobre [/?, y] (/?e[a, y]). 

2) / y g son continuas sobre [a, b ] y f(x) < g{x) para xe(a, by. 

3) u( a) = u(y) = a, u(fi) = b, 

v = g <> i/ sobre [a, fi] 
v — f o u sobre [p, y]. 

La curva C cuyas ecuaciones parametricas son 

x = u(t ) 

C: 

y = v(t), te[a,p] 

se llama curva cerrada simple (figura 10). 



a) Demuestrese que el area acotada por C (es decir, el area limitada 
por / y g entre x = a y x = b) es 

*y 

vu' 

« 
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b) Suponiendo que v tiene una derivada continua sobre [a, y], demuestrese 
que 

10. Una particula de masa m se mueve a lo largo de una recta. Sea r(t) 
el desplazamiento de la particula desde un punto Q en el instante t. 
Sea v(t) — r(t) la velocidad de la particula en el instante t. La curva definida 
por 

* = r(t) 
y = mv(t) 

se llama trayectoria de fase de la particula. Cada punto (x, y) corresponde 
a un estado del sistema flsico: x es la coordenada de position y y es la 
coordenada de momento. El punto ( r(t ), mv(t )) es el estado del sistema en 
el instante t. 

Consideremos el caso particular en que la particula es atraida al punto Q 
por una fuerza que es proporcional al desplazamiento. En el instante 
inicial, la particula esta alejada de Q la distancia x 0 y su velocidad inicial 
es u 0 . Osese la ley de conservation de la energia para demostrar que la 
trayectoria de fase de la particula se encuentra sobre una elipse. (Mas 
adelante podremos demostrar que la trayectoria de fase cubre la elipse.) 
Proporcionense expresiones para los desplazamientos maximo y minimo 
y las velocidades maxima y minima de la particula e ilustrense estos 
resultados mediante un bosquejo de las trayectorias de fase en R 2 . i,Que 
hay de especial en el origen de R 2 ? 


8. VOLUMEN DE S0LIDOS DE REVOLUClON 

Es posible definir volumenes para regiones en el espacio euclidiano 
tridimensional comenzando por definir el volumen de un cubo de lado a 
como a 3 . El metodo de hacer esto es completamente analogo al usado 
para el area. En esta seccion no somos tan ambiciosos sino que nos 
limitamos a solidos cuyo volumen puede calcularse por medio de una 
integral definida (unidimensional). Suponemos propiedades para la medida 
de volumenes analogas a las adoptadas para el area en el capitulo 12, 
seccion 2 (pag. 526). Aqui, nuestros “bloques de construccion” seran 
cilindros circulares. El volumen de un cilindro es el area de la base por la 
altura. 

Sea / una funcion continua y no negativa sobre [ a , b], a < b (figura 11). 
Haciendo girar la region acotada por la grafica de /, las rectas x = a y 
x = b, y el eje X, alrededor del eje X, se genera un solido al que se llama 
solido de revolution. V denotara el volumen del solido de revolucion. 
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y 



FIGURA 11 


Sea P = {*([/ = 0, 1, n) una particion de [a, b\. Definamos 

m i(J) = »n f {fix )| A-e[jr,_ ,, jc,]} 


y 

Mi(f) = sup {/(x)|xe[x ; _ ,, x,]}. 

Tenemos, entonces, usando las propiedades de inclusion y aditividad del 
volumen [analogas a las 2.2 y 2.3 del capitulo 12 (pag. 526) con volumen 
en lugar de area] y sumando los cilindfos inscritos y circunscritos, 

« n 

L nmf (/)(x,—x,_,) < b X 

J = I 1=1 

Como /(V) ^ 0, 

wf(/) = Inf {/ 2 (x)|xe[x,._ ,, X,]} = m,(/ 2 ) 


y 

M i(f) = sup {/ 2 (x)|xe[x ; _ ,, x,.]} = A/fCT-), 

de modo que 


f 2 < V < 71 


/? 


La hipotesis de que / sea continua sobre [a, b ] implica que / 2 es continua 
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sobre [a, b], Por tanto, f 2 es integrable sobre [a, b], e 


De donde 

8.1 



'b 

a 


f 2 . 


v = 


n 


f 


,/ 2 


8.2 Ejemplo. Encuentrese el volumen de un cono circular recto de altura 10 
y diametro de base 20. 


Solucion. (Figura 12.) El cono queda generado al hacer girar la recta 



y = x alrededor del eje X, xe[0, 10], Por 8.1 

f 10 n 

V = 71 x 2 dx = - 10 3 . 

Jo 3 

8.3 Ejemplo. Sea C el arco de la parabola y = x 2 , xe[0, 1]. Encuentrese 
el volumen V del solido de revolucion obtenido al girar el arco de para¬ 
bola C alrededor de la recta x = 1. 

Solucion. (Figura 13.) Sea P = {j;|/ = 0, 1, ...,«} una particion del 
intervalo [0, I] sobre el eje Y. Tenemos 

f tt( 1 -y/yf (Yi-Yi-i) < V < X ?t(l -V^i-i) 2 (Ji-yi-i)- 

i= I i=l 
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De donde 



(1 ~y/y) 2 dy ^ 




(1 -sj'yfdy 


Pero 


V — n (1 -sjyfdy. 


(l~sjy) 2 dy= (1-2 ^/y + y)dy = y-$y i,2 + iy 2 

o Jo 


luego 

Problemas 


= l-§ + * = i, 

V= n/6. 


1. Determinese el volumen del solido de revolucion obtenido al hacer 
girar la region limitada por y = x 2 , el eje X, y la recta x = 1 alrededor de 

a) El eje X. b) El eje Y. 

c) La recta x = 2. d) La recta y = 1. 

2. Determinese el volumen del solido de revolucion obtenido al hacer 
girar la region limitada por las curvas abajo dadas alrededor del eje X. 

a) x 2 = 4 py, x = 2p, y y = 0 

b) x 2 = 4 py, y y = p 

c) y = cos x, y = sen x, x = 0, y x = ^/4 

d) xy = 1, x = 2, y = 2, x — 0, y y = 0. 


624 Cap. 13 Aplicaciones de la integral definida 




3. Demuestrese que 

a) El volumen de una esfera de radio r es frcr 3 . 

b) El volumen de un cono circular recto es un tercio del area de la base 
por la altura. 

c) El volumen de una zona esferica con bases de radios a y b y de 
altura h es ^nh(3a 2 + 3b 2 + h 2 ). 


Sugerencia. Supongamos que la zona (imaginela el lector como una 
rodaja) ha sido cortada de una esfera de radio r por pianos paralelos 
a distancias cy c + h respectivamente del centro de la esfera. Se encontraria, 
entonces, como volumen de tal zona n(r 2 h-c 2 h — ch 2 -$h 3 ). Expresese 
esta contestation en terminos de a, b, y h. 


4 . Un cilindro circular recto con eje vertical esta lleno de un liquido 
que pesa 62 libras por pie cubico. El radio de la base es de 10 pies y su 
altura es de 15 pies. Determlnese el trabajo efectuado al bombear todo 
el liquido del tanque a un nivel de 5 pies sobre la parte superior del tanque. 


Sugerencia. Subdivldase el cilindro en zonas horizontales y acotese el 
trabajo W por sumas superiores e inferiores. Obtengase de aqui la formula 

r is 


W = 6 200* 


0 


(20 — x)dx pie-libras. 


9. LAS INTEGRALES COMO LI MITES DE SUMAS 


Hay muchas aplicaciones donde es importante reconocer que los limites 
de ciertos tipos de sumas son integrales definidas. Sabemos ya (teorema 5.3, 
capitulo 12, pag. 546.) que 


n 


11m £ /(*;') Oi-Xi-i) = 

|P|-0 i= 1 




a 


f 


donde P es una particion de [a, b\, x^elx ^,, jc,] y / es continua sobre [a, b\. 
El proposito de esta seccion es extender este resultado. Los dos resultados 
de interes mas inmediato para nosotros son (teorema 9.46 y 9.4c): 


lim X .A*/)0OO(Xi-x,--i) 

|f > |-»0 i = I 



llm 

IH-o 


I JT- 

i — 1 


(*i')+g (x^ixi-xg -,) = 


sff 


2 +3 2 . 


El primer limite es usado en esta seccion para explicar el “metodo de las 
capas” para computar los volumenes de los solidos de revolucion y el 
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segundo limite lo necesitamos para discutir la longitud de las curvas 
(seccion 10). 

En toda esta seccion, mediante / y g representaremos funciones reales 
continuas definidas sobre un intervalo [a, b] ( a < b ). La funcion F sera 
una funcion real con el conjunto de todos los subintervalos cerrados no 
vacios de [ a , b] como dominio de definicion. Las siguientes reglas de 
correspondencia nos dan ejemplos de tales funciones: 

([a, fi] c [a, b], a < /i) 

1) F([a, j8]) = inf {f(x)\xe[<x, /?]} 

2) F([a, p]) = sup {/(*) \xe[ct, j8]} 

3) F(l*,p]) = sen^^J 

4) = 2n(l-oc-P)P 2 

5) F(la,PD=f{<x)+g(P) 

6) F([«,P)) 

Sea P = {X(|/ = 0, 1,una particion de [a, b]. Deseamos considerar 
sumas S(F , P) del tipo 

n 

S(F,P)= X XiDCxf-Xj.,). 

i = 1 

Por ejemplo, si F esta definido por (1), entonces S(F , P) = L(J\ P) (una 
suma inferior de /); si Festa definida por (2), entonces S(F, P) = U(J\ P). 

9.1 Definicion 

lim S(F, P) = l si para todo e > 0 existe un 5 > 0 tal que |P| < 6 

m-o 

implica \S(F, P) —1\ < e. 

Reformulemos primero el teorema 5.3 del capitulo 12 (pag. 546) en 
terminos de un limite de una suma de este tipo. 

9.2 Teorema. Si f es continua sobre [a, b ] y si 

f ([«, pi) = An 

para todo [a, [i] <= [a, b] y algim /i'e[a. /i], entonces 

S(F, P ) = f f(x i ')(x i -x^ i ) 


lim S(F, P) = /. 

| P |-»0 Jo 
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Una util generalization de este resultado es 


9.3 Teorema. Si f es continua sobre [a, b] y liene la propiedad de que para 
cada e > 0 hay un S > 0 tal que 0 < /? — a < d implica 


para algun /?'e[a, fS\, entonces 

11m S(F, P) 

| P |-0 


’6 

a 


f. 


Prueba. Sea G([a, /?]) = /(/?'). Segun el teorema 9.2 y las hipotesis de este 
teorema, sabemos que para cada e > 0 hay un <3, > 0 y un d 2 > 0 tales que 
\P\ < <5, implica 

\S(G,P) - fVl < | 

J a 2 


y0</3 —a<<5 2 implica 


if([«, < 


2 (b — a) 


Por lo tanto \P\ < S 2 implica 


I S(F, P) — S(G, P )| = 


Z [f ([^i- 1 * *.] ) - G([x,_ , , X,] )] (x, - X;_ , ) 


< L |f([x,-i, X,])-G([x,_ 1 , X,])| (x, — x,_ ,) 


S £ 

< I —- ( V, — X, _ , ) = - . 

i= i 2 (b — a) 2 


De donde, eligiendo <5 = min {d,, d 2 }, vemos que |P| < 8 implica 


I S(F, P ) - 


/1 = I S(F, P) — S(G, P) + S(G, P) - | / 
< \S(F , P)-S(G, P)| + |S(G, P) 


... £ £ 

/ <- + - = £. 

2 2 


Por tanto 


lim S(F, P) 

I'■l-o 


'b 

a 


/• 


Hay un numero bastante crecido de casos particulares de este teorema 
que pueden ser identificados. Tres de los mas importantes de ellos se 
enumeran en el siguiente teorema. 
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9.4 Teorema. Sean f y g funciones continuas sobre [a, b\. 
a) Si 

m, pd = f(n+s(n 

para todo [a, p] cz [a, b ] (a < /?) y algunos /?', /i"e[a, fS], entonces 


b) Si 


lim S(F,P ) 

|P|-0 


(/+»)• 


FQ«,PD-AP')g(n 


para todo [a, /?] <=. [a, b] (a < /?) y algunos /?', /?"e[a, /?], entonces 

lim S(F, P) = 

|P|-0 

c) Si 

f ([«, «) = Jf\n+g\n 



para todo [a, /?] c fa, A] (a < ft) y algunos ft', /}"e [a, /}], entonces 


lim S(P,P)= | V/ 2 + <? 2 . 

|P|-0 


Prueba 

a) La continuidad de g sobre fa, b ] implica que # es uniformemente 
continua sobre [a, b], Por tanto, para cada e > 0 existe un 5 > 0 tal que 
\x" — x'\ < 5 implica 

\ 9 (x")-g(x')\ < s 


para todo x', x"e[a, b\ 

De acuerdo con nuestra hipotesis sobre F vemos, por tanto, que 
0 < /J — a. < <5 implica 

\n*,PD-v+g\m\ = m*, PD-w)+9(fi')]\ 

= \g{n-g(n\ < e 

para todo [a, /?] c: [a, b] y algun /?', /?"e[a, /?]. De donde, por el teorema 9.3, 
lim S(F, P) = 

|P|-0 

b) Aqul usamos el hecho de que la continuidad sobre [a, b ] implica 
que / es acotada sobre fa, b\ y g es uniformemente continua sobre [a, b], 
Por tanto, para algun K > 0 

1/0)1 < K para toda xe[a,b]. 


'b 

“ 


(. f+9 )• 
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y para cada e > 0 existe una 8 > 0 tal que |x"-x'| < 8 implica 


\g(x")-g(x')\ < 


K 


para x', x"e[a, b\ cualesquiera. Por tanto, 0 < fl — a < 8 implica 

I iF)\ = \F(la,PJ)-f(fi')g(n\ 

=\f(n\\9(n-g(n\<K-i = B 

X 

para todo [a,/?] e ~[a,b\ y algunos ft', /Te[a, ft]. Como la continuidad 
de / y g sobre [a, A] implica que fg es continua sobre [a, b ], se sigue del 
teorema 9.3 que 

rb 


lim S(F, P ) = 

|P |-0 


fg- 


c) Como g es continua sobre [a, b ], g 2 es continua sobre [a, b\ y es, 
por tanto, uniformemente continua sobre [a, 6]. De donde, para cada e > 0 
existe una 8 > 0 tal que |jc" — x'\ < 8 implica 

\g 2 {x")-g 2 {x')\ < £ 2 para x', x"e[a, b] cualesquiera. 

Necesitamos.tambien la desigualdad 


i-N<vV-* 2 i, 


para y, zeR cualesquiera. Como 

y 2 -2\y\ \z\ + z 2 < y 2 -2z 2 + z 2 = y 2 -z 2 , si |y| ^ |z| 

y 

y 2 — 2\y\ \z\+z 2 < y 2 — 2y 2 + z 2 = z 2 —y 2 , si \z\ > \y\, 
se sigue que 


De donde 


(|yl-|z |) 2 < ly 2 -z 2 |. 


I-M| < Vl y 2 -A- 


Usando esta desigualdad, obtenemos cuando [a, p] a [a, b] y 0 < < a < <5 
que 

IF([a, p])-y/f a {P)+g 2 (P)\ = u/f 2 (P)+g 2 (P) - jf 2 (P')+g 2 (n\ 

^J\9 2 (n-9 2 m < je 2 = e. 
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Como / 1/2 es cont inua s obre [0, co> y f y g son continuas sobre [a. A], 

/l/2 <-{f 2 +g 2 ) = sjf 2 +g 2 es continua sobre [a, Z>]. Por tanto, por el 
teorema 9.3 


lim S(F, P) 
m-o 


\/f+g 2 


Esto completa la prueba. 

Los resultados del anterior teorema son algunas veces expresados en la 


forma 




9.4a' 

lim X [/U/) + 0 (Xi")] (x,--x,_ 

i) = 

r (f+g), 


|P|-0 i=l 

« 

a 


n 


r b 

9.4b 

lim Y. f(Xi) g(x i ")(x i -x i _ 

.) = 

fg. 


|Pj-»0 i = 1 

• 

a 

y 



(*b 

9.4c 

Hm X \f f 2 ( x i) + g Z ( X i") ( X i — X; _ 

,) = i 

f Jf+e 1 


|P|-0 i=l 


para x,', x,"e[x ; _ j, x,]. Se entiende que P= {x ( |/ = 0, 1, n} es una 
particion de [a, b\. 

En el siguiente ejemplo usamos el teorema 9.4b para derivar otra formula 
para el volumen de un solido de revolucion. El metodo aqul usado se llama 
“metodo de capas”. 


9.5 Ejemplo. Sea V el volumen del solido de revolucion obtenido por el 
giro de la region bajo la grafica de / entre x - ay x = b alrededor del eje Y. 
Si / es continua y no negativa sobre [a, b] y si b > a ^ 0, demuestrese que 


V 


2n 


'b 

x f(x)dx. 

a 


Solucion. (Figura 14.) Sea P = {x f | / = 0. I, ..., «} una particion de [a, b\. 
Sean /(x,') y f(x") los valores minimo y maximo, respectivamente, de / 
sobre x,]. La continuidad de / sobre [x,_,, x,] nos asegura que 

existen puntos tales como los x,-' y x," en [x,_,, x,]. Sea V, el volumen del 
solido de revolucion que se obtiene al girar la region bajo la grafica de / 
entre x = x,-_ , y x = x, alrededor del eje Y. Entonces 

(nx- 7tXj — 2 ) f (Xj ) ^ V] sS (nxf — jrx;_?) f(x"). 


y 

i= 1 

n 

^ K<2tt ^ 4(x i + x,_,)/(x f ")(x i -x f _ ,). 

i = 1 
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FIGURA 14 


Tomando g = / en el teorema 9.4 b encontramos, como 

que el llmite tanto del primer miembro como del ultimo de la anterior 


desigualdad es In 


xf(x)dx. Por tanto, haciendo que |P| 
V = 2 n j xf( x )dx . 


0, obtenemos 


Si en el ejemplo 9.5 el eje de revolucion es la recta x = c, c£(a, b ), 
entonces, por una simple extension del anterior argumento (problema 6), 

V = 2a: f |c — x\ f(x)dx . 


Como un medio para recordar esto, puede pensarse en |c — x| como si fuera 
el radio de una delgada capa cillndrica cuya altura es f(x) y cuyo grueso 
es dx. El volumen de esta delgada capa o capsula cilindrica es aproxima- 
damente 2n\c-x\f{x)dx. El ejemplo siguiente ilustra el metodo de las 
capas. Comparese esta solucion con la solucion del mismo problema en 
el ejemplo 8.3 (pag. 623)- 


9.6 Ejemplo. Sea C el arco de la parabola y = x 2 , xe[0, 1], Encuentrese 
el volumen V del solido de revolucion obtenido al hacer girar el arco 
parabolico C alrededor de la recta x — 1. 
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Soluci6n. (Figura 15.) Por el metodo de las capas obtenemos 



I 

FIGURA 15 


El proposito del siguiente ejemplo es completar la discusion de los 
solidos cuyo volumen puede expresarse como una integral (unidimensional). 
Este ejemplo ilustra una vez mas el metodo de acotar la magnitud a medir 
con sumas superiores e inferiores. Se supone aqui que conocemos i) que el 
volumen del cilindro 1 es el area de la base por la altura, y que ii) si para 
cada altura el area de la correspondiente seccion transversal de un solido 
es menor que o igual a la de otro solido, entonces el volumen del primer 
solido es menor que o igual al del segundo solido. 

9.7 Ejemplo. Consideremos un solido en el que el area de cada seccion 
transversal perpendicular a una recta dada es conocida. Sea h la altura del 
solido medida a lo largo de esta recta y sea A(z ) el area de la seccion 


1 Solamente necesitamos suponer la validez de esta formula para cilindros rectos; 
es decir, para sblidos generados moviendo una region plana (la base) verticalmente —con 
cada punto movigndose a lo largo de una recta perpendicular a la base. 
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transversal a la altura z. Demuestrese que si A es integrable sobre [0, h], 
el volumen V del solido es 


V = J A{z)dx. 


Solucion. (Figura 16.) Sea P — {z,|/ = 0, 1, «} una particion de [0, ft]. 



Y 


Sea el volumen del solido entre z = Z;_, y z = z,. Sea 
m { (A) = Inf {/4(z)|ze[z,_ j, z,]}. 

Sea M t (A ) el correspondiente supremo. Entonces 

Vi ^ Zf.j). 

Sumando sobre todos los subintervalos de P, obtenemos 

L(A, P) = £ miUXZi-z,..,)^ Z Af.^KzrZi-j = 1/04, P), 

i = 1 i= 1 

y de aqul 

’/i Th 

A s$ F < A. 

Jo Jo 

Como supusimos que A es integrable sobre [0, ft], 

r* 

Problemas 

1. Expresense cada uno de los siguientes limites como una integral 
definida ( P = {x,-|/ = 0, 1es una particion de [a, ft]). Determinese 
el llmite de la suma por evaluacion de la integral. 
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a) 

11m 

E senf 

X; + X ; _ 

M (* 

i l)j 

[a, i>] = 1 

[0, 7t] 


|P|-0 

i= 1 


2 

/ 





b ) 

lim 

E 2 ^n 

-X.--X, 

r_i)xf (x f -Xi 

-i); [fl.fe] = W 


If 1—o 

i= 1 








c) 

lim 

1 " 

1 I 

a 

+ -(*■ 

-a) 

(b 

-a) 




n -> oo 

n i=i 

- 

n 

- 





d) 

lim 

1 " 

1 E 

a 

i- 1 
+ - 

(6 —a)~| 

a + 


(b — a 


n~* oo 

n i= i 

- 

n 


J 

- 

r 


e) 

lim 

m-o 

E (x, 

i = 1 









2. Expresese cada uno de los siguientes limites como una integral 
definida. En las partes a), b), y c) evaluese la integral por determinacion 
del llmite de la suma. 

a) lim £ (xf 

|Pj-»0 i= 1 

b) Urn £, (x? 

|P|->0 1=1 
n 

c ) lim E (sen X; — sen x,_i). 

|P| — 0 i= 1 

Sugerencia. Osese el teorema del valor medio para derivadas. 

n __ 

d) lim Y J( x ~ x i- i) 2 +(cos x ; - cos X ;_,) 2 ; [a, b~\ = [0, 7r], 

|P| -'O i= 1 

3. Subdividamos [a, b\ en n subintervalos de igual longitud. Sea / una 
funcion continua sobre [a, b ] y sea y t el valor de / en el punto medio del 
subintervalo /-esimo. La cantidad 


1 " 
1 I 

n i= i 


es la media aritmetica de estos n valores de la funcion. Demuestrese que 


lim a„ = f = 


1 


b — a 
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4. Demuestrese que 

Mm S(F,P) = l y m^S(F,P)^n 
|P|-o 

para todas las particiones P de [a, b] implica m < 1 ^ n. 

5. Demuestrese que 

a) lim S(F,P) = l y lim S(G, P) = m implica 

| P |-*0 | P |-0 

11m \_S(F, P) + S(G, P)] = l + m. 

| P |-0 

b) El teorema 9.4a es una consecuencia de parte de este problema y 
el teorema 9.2. 

6. Extiendase el ejemplo 9.5 al caso en que el eje de revolucion es la 
recta x = c, c£ <a, by, y demuestrese que 

V = 271 J \c — x\f(x)dx. 

7. Derivese la formula para el volumen de la esfera por el metodo de 
las capas. 

8. ^Cual es el volumen del solido obtenido haciendo girar alrededor de 
la recta x = 2 la region del primer cuadrante acotada por 4 y = x 2 , x = 0, 
J — 1 ? 

9. i Cual es el volumen del solido obtenido haciendo girar alrededor de 
la recta y = 1 la region limitada por y — 1, x = 3, y = x 3/2 ? 

10. La region limitada por y = 4x 2 y y = 2x se hace girar alrededor 
de las rectas abajo dadas. Encuentrese en cada caso el volumen del solido 
generado 

a) eje X b) eje Y c) x — 2 

d) y = 2 e ) x = -4 /) y = -4. 

11. Un solido tiene una base circular de 12 pulgadas de radio con un 
cierto diametro PQ. i Cual es el volumen del solido si toda seccion ortogonal 
a PQ es 

a) uncuadrado? b) un triangulo equilatero? 

c) un triangulo rectangulo isosceles con su hipotenusa en el piano de 
la base? 

d) un semicirculo? 

12. Se corta una cuna de un madero circular de 90 centimetres de radio 
por un corte perpendicular al eje del madero y por otro corte que hace con 
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el primero un angulo de 60\ Los dos cortes se encuentran en el centro 
del madero. £Cual es el volumen de la cuna? 

13. Un agujero cillndrico de radio a se taladra, pasando por el centro, 
en una esfera de radio 2a. ,!,Cual es el volumen del material quitado? 

14. Un toro es el solido de forma de anillo que se obtiene al hacer 
girar un circulo alrededor de una recta del piano del circulo que no intersecta 
al circulo. Demuestrese que el volumen de un toro es In 2 Rr 2 , donde r es 
el radio del circulo y R es la distancia de la recta al centro del circulo. 

15. Demuestrese que el volumen de una piramide con una base 
rectangular es un tercio del area de la base por la altura. 


10. LA LONGITUD DE CURVAS 


Sea C la curva definida por las ecuaciones parametricas 

[ x = m 

10.1 C: | 

[y = 9 (t), te[a,b\. 


Sea 


102 R(o = a(o,0(o). 

R(0 es el punto de la curva correspondiente al parametro t. Para cada 
partition P = {f,|/ = 0, 1, ..., n) de [a,b], sea 

10.3 L P = £ IRfO-RO,-,)!; 

i = 1 

|R(G)—R(G-.)l = y/UM-Xh-irf + lgUd-gUt-M 2 . 




El numero L P es la longitud de la poligonal que une los puntos R(h>) — 

R(f,),..., R(f„) = R(ft) de la curva G (figura 17). 

La definicion de longitud de la curva C se basa en dos ideas. 1) una 
lmea recta debe ser la distancia mas corta entre dos puntos, 2) tomando 
particiones P de [a, ft] suficientemente finas, debemos poder hacer que L P , 
la longitud de la correspondiente aproximacion poligonal a la curva C, se 
aproxime cuanto deseemos a la longitud de C. As! pues, si L es la longitud 
de C, ha de tenerse que L P < L para todas las particiones P de [a, b], 
Ademas, como podemos aproximarnos a L tanto como deseemos por L P , 
L debe ser el supremo del conjunto {Z-pl-PelT}. (S' es el conjunto de todas 
las particiones de [a, ft].) 

10.4 Definicion. Decintos que la curva C definida por (10.1) es rectificable, 
si {L P \Pe‘S} esta superiormente acotado. Si G es rectificable, la longitud L 
de C se define como el supremo de { L P \ P e 3}; es decir, 

L = sup {L P \Pe$}. 

Si f y 9 tienen derivadas continuas sobre [a, ft], la curva C se dice que 
es una curva lisa. El teorema principal sobre la longitud de las curvas es 
que las curvas lisas son rectificables y que la longitud de la curva es una 
cierta integral definida. Como preparacion para este teorema observamos 
primero que 

10.5 Lema. Si P x es un refinamiento de P, entonces L P < L P[ . 

Prueba. Este lema es una simple consecuencia de la desigualdad del 
triangulo (figura 18). Sea r k el primer punto de que no esta en P. 



Entonces, para algun i, /,_ ( < r k < t t y 

|R(h) —R(tj-,)1 = |R(t,)-R(T*) + R(T*)-R(t|-i)| 

< |R(t,)- R(t*)| + |R(t*)-R( t,_ i)| • 
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Por un numero finito de tales pasos podemos anadir todos los puntos de P x 
a P y obtener L P ^ L Pi . 


10.6 Teorema. Si f y g tienen derivadas continuas sobre [a, b], entonces la 
curi a G definida por (10.1) es rectificable y 


L = 


V (/') 2 + ( 0 ') 2 . 

a 


Prueba. Por el teorema del valor medio para derivadas, 

y 

1 ) = g'itilOi-ti- ,) 

para algunos ?/, t ; "e<?,_!, t ; >. Por tanto 

/I n__ 

L P = X |R(f ( )-R(l,_ 1 )l = I V / [/(l,)-/(i i -,)] 2 + [^O,)-0(t i - 1 )] 2 

i=l 1=1 


= I v ; [/'(«/)] 2 + [0'u i ")] 2 di-fi-i). 

/= l 

Como /' y / son continuas sobre [ a , ft], estan acotadas sobre [a, ft]. Sea 
l/'(0l < a: y |#'(r)| M para todo ?e[a, ft], De donde 


Lp «£ X s/k 2 + M 2 (/,-/;_!) = (ft-n) v / /C 2 + M 2 
i = 1 


para toda particion P de [a, ft]. Por tanto, {L P | Pe if) es acotada superiormente 
y C es rectificable. 

Nos queda por probar que 

l = £ v / (.n 2 +(?') 2 . 


Por el teorema 9.4c sabemos que 


lim L P 

IPI-0 


6 jif'f+W) 2 . 

a 


Por tanto, para cada e > 0 existe una 3 > 0 tal que |P| < 3 implica 


[L P 


'b 

J a 


V( n 2 +(g') 2 \ 


< e. 
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Ademas, como L es el supremo de {L P \Pe‘S}, sabemos que para cada 
e > 0 existe una particion P x de [a, b\ tal que 


0 < L—L Pi < s. 

Elijamos P con |P| < <5, y sea P 2 = P u P ,. Como P 2 es un refinamiento 
de P, \P 2 \ < | PI < 6. De donde 


\L Pl 


Jif'fHa') 1 \<b. 


y por el lema 10.5, como P 2 es tambien un refinamiento de P x , 
0 s; L-L Pl < L-L P{ < e. 


Por tanto 


\L - J(f) 2 + (g’) 2 \^\L-L Pl \ + \L 


Pi 


V(/') 2 +(0') i< 2 *- 


Esta desigualdad se verifica para todo e > 0, de donde se sigue que 

"b 


V (/') 2 +( 0 ') 2 - 


Esto completa la prueba. 

La formula para la longitud de 

^ = m 

C: 

y = g(t), te[a,b\ 

se escribe a menudo en la siguiente forma: 

10.7 L = 

Si definimos 


V(D ( x) 2 +(D,y) 2 d(. 

R'(0 = <f'(t),g'(t)). 


La formula se hace 

10.8 


L = 


|R'(01 dt ■ 


Cuando avancemos un poco mas en analisis veremos que el vector R'(r) es 
un vector tangente a la curva en el punto R(f). 

Antes de ilustrar unas pocas aplicaciones del anterior teorema exami- 
nemos dos casos especiales. El primero de estos es cuando C es la grafica 
rectangular sobre [a, b\ de una funcion /. La curva C es, entonces, la 
grafica de la ecuacion 

C: y = f(x), x e [a, b\. 
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Las ecuaciones parametricas para C son 


x = t 
C: 

y = f(f), te[a,b ]. 

Si/tiene una derivada continua sobre [a, b], entonces, por el teorema 10.6, 
la longitud L de G desde x = a hasta x = b es 


10.9 


' f y 

J a 


i+(/r 


lo que podemos tambien expresar en la forma 


10.10 


L = 


v'l +{D x yfdx. 


El otro caso especial es cuando C es la grafica polar de una funcion F 
sobre [a, b\. La curva G es la grafica polar de la ecuacion 


C: r = F(6), 0e[a,b}. 


Las ecuaciones parametricas para C son 


Tenemos aqui 


x = F(6) cos 9 
G: 

y = F{9) sen 6, 9e[a, b ]. 
D e x = F'(0) cos 9 — F(9) sen 9 


D e y = F'(9) sen 0 + F(O) cos 9 


y 

(Dgx) 2 + (D e y) 2 = [F’(0)f + [F(9)f. 


Por tanto, si F tiene derivada continua sobre 
teorema 10.6, que 


10.11 


L = 



[a, b]. 


tenemos, por el 


lo que podemos expresar en la forma 


10.12 


L = 


Jr 2 +(D e r) 2 d9. 


La ventaja de las notaciones usadas en (10.7), (10.10) y (10.12) es que hay 
el acuerdo general de que la notacion misma indica como la curva esta 
siendo representada analiticamente. Las ecuaciones (10.10) y (10.12) son, 
desde luego, casos particulares de (10.7). 
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10.13 Ejemplo. La circunferencia C de radio a (a > 0) y centro en el 
origen tiene las siguientes representaciones analiticas: 


1) 


I x = a cos 9 
y — a sen 6, 9e [0, 2n ] 


2) r = a 

3) x 2 + y 2 = a 2 . 

Determlnese, partiendo de cada una de estas representaciones analiticas de 
la circunferencia C, la longitud de G. 


Soluci6n 1. 


D e x = —a sen 6 
D e y = a cos 9 
(Dgx) 2 + (D g y) 2 = a 2 . 


Por tanto 




2 na. 


SOLUCION 2. D g r = 0. Por tanto 


L = 


_ r _ 

y/r 2 +(D g r) 2 = | Ja 2 = 2na . 
o 


Solucion 3. Por la tercera representacion analitica, sabemos que la 
semicircunferencia superior tiene la ecuacion 


= 


D x y = —x/yja 2 — x 2 


l +(D x y ) 2 


1 + 


n 2 -x 2 


2 2 
a —x 


La derivada no es continua en los puntos extremos x = 
Puede demostrarse, sin embargo, que la integral impropia 


-a y x = a. 


J^+{D x y) 2 dx 


-f ~r= 

J -« \la 2 - 


:dx 


converge y es la longitud de la semicircunferencia. 
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Nota. Por cualquiera de las representaciones anallticas anteriores 1) o 2) 
puede verse que la longitud s(u) del arco de circunferencia que va de 
9 = 0 a 6 = u, es 

f" 

10.14 s(u) =1 a = au . 

Jo 

Como no hemos dado una definicion de las funciones seno y coseno que 
sea independiente de la longitud de los arcos de circunferencia, esto no 
es una prueba de (10.14.) Indudablemente, esto serla un razonamiento 
circular. La integral en la solucion 3 proporciona un medio de calcular 
el numero n y, por tanto, de computar la longitud de los arcos de circun¬ 
ferencia. Esta integral puede usarse para definir las funciones circulares 
inversas arcsen y arccos, y esta es una forma de llegar a una definicion 
de las funciones seno y coseno. [Cuando avancemos mas en analisis 
podremos completar la discusion de las funciones circulares demostrando 
la existencia de un par de funciones x y y que satisfacen las ecuaciones 
diferenciales 

10.15 *' = y y y' — — x 
y las condiciones iniciales x(0) = 0yy(0) = 1.] 

10.16 Eiemplo. Sea 

r (0 = (/*'), 0 ( 0 ) 

el radio vector que indica la position de una particula en el instante t. 
El vector 

v (0 = r '(0 = (f'0)>ff'(t)) 

se llama velocidad de la particula en el instante t. La longitud |v(t)| de la 
velocidad v(t) se llama velocidad lineal v{t) de la particula en el instante t; 
v(t) — |v(/)| = sfTW + Wit)?. Demuestrese que la velocidad lineal es la 
razon entre la distancia que la particula ha recorrido y el tiempo. 


Solucion. La trayectoria de la particula viene dada por 

* = m 

y = g(t). 


Denotemos por s(t) la distancia que la particula ha recorrido en el intervalo 
de tiempo [0, t]. Entonces, en la hipotesis de que /' y g' son continuas, 


s(t) = 


' V( rf+igl 2 


Por el primer teorema fundamental del calculo 

10.17 D t s(t) = s'(t) = Jf\t) 2 +g'{t) 2 = |v(t)| = v(t). 
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Notese tambien que hemos demostrado que 


10.18 



La distancia viajada puede obtenerse integrando la velocidad lineal. 1 


10.19 Ejemplo. Determmese la longitud de la curva 

C: p 3 = x 2 

desde (-1, 1) a (2^2, 2). 



FIGURA 19 


Solucion. (Figura 19.) La ecuacion 

y = x 213 

es tambien una ecuacion de C, y C es la grafica de la funcion I 213 . 
D x y = 1/3 


L=j J\ +ix- 2 / 3 dx. 

Esta es una integral impropia, y sugiere que deberiamos intentar encontrar 
una representacion analitica mejor de C. Haciendo x = t 3 , vemos que 
y = t 1 ; es decir, todo punto de C esta sobre la curva cuyas ecuaciones 
parametricas son 

x = t 3 

y = t 2 , te < — oo, oo). 


1 En algunas traducciones recientes aparece el t6rmino “rapidez” por “velocidad 
lineal”. Hemos empleado esta ultima expresion por creer que su uso es mas general y 
mas tradicional. [N. del T.] 
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Reciprocamente, todo punto (x, y) = (t 3 , t 2 ) dado por estas ecuaciones 
parametricas satisface y 3 = x 2 y esta sobre C. Por tanto, estas son ecua¬ 
ciones parametricas de C. El valor / = — 1 corresponde al punto (—1, 1) 
y t = yjl corresponde a (2^/2, 2). Luego 


L = 


V2 ~J(3t 2 ) 2 + (2t) 2 dt 
- 1 


' 1 ___ 

J9t* + 4t 2 dt + 

- 1 


V2 

1 


J9t‘ i + 4t 2 dt. 


Como el integrando es una funcion par, obtenemos 


L = 2 ^9t A +4t 2 dt + 


V2 


'9t*+4t 2 dt. 


Para t > 0 


v / 9f 4 + 4t 2 = tj9t 2 +4 = 1 V x /9< 2 + 4Z) t (9< 2 +4) 

= 2 J 7-£) 1 (9t 2 + 4) 3/2 . 


De donde 


L = 


Tf(9t 2 + 4) 


3/2 


+ T V(9f 2 + 4) 3/2 


V2 

1 


_ 2 , i 'y 3/2_2_ . /i 3/2 ,_l_ , ^^3/2_1__ , i o 3/2 

— 2 7 * *■* 2 7 “ ' 2 7 2 7 

= 2V(13 3/2 + 22 3/2 —16). 

Atom. El uso hecho en el anterior ejemplo de la simetria de la curva 
con respecto al eje Y evita la necesidad de hacer notar que 

j9t A + 4t 2 = —tyj9t 2 + 4 = -^ T D,(9t 2 + 4) 3/2 cuando fsgO. 


Probletnas 

1. Hagase el bosquejo y determinese la longitud de cada una de las 
siguientes curvas: 

a ) x=5t — 2,y = 2t + 8 desde t = 1 hasta t — 5. 

1 2 i 

b) x = Jt, y =-1-desde t = 1 hasta t = 3. 

8 4f 

c) y = 2x 3/2 desde x = 0 hasta x = 11. 

d) y 3 — 8x 2 = 0 desde (—1, 2) hasta (27, 18). 

e ) r = 1 + cos 9. 

f) r = 20 2 desde 9 = 0 hasta 6 = 2n. 


644 Cap. 13 Aplicaciones de la integral definida 



9 ) 


r = a sen 3 


0 
3 ' 


h) Un arco de la cicloide x = t — sent, y = 1 — cos /. 

2. Expresese la longitud de cada una de las siguientes curvas como 
una integral definida: 

a) Un arco de la grafica de la funcion seno. 

b ) Una elipse de eje mayor 8 y eje menor 4. 

c) Un rizo de r = sen 29. 

f* dt 

d) y = — desde x = i hasta x = 2. 

Ji t 

e) La longitud de la seccion conica 

ed 

r =- 

1 — e cos 9 


desde el vertice hasta el punto correspondiente a 6 = n/2. 

3. a) Demuestrese que la longitud de la elipse 
x = a sen u 

y — b cos u, 0 < b ^ a 


es 


4 a 


k/2 


(1 — e 2 sen 2 ) 1/2 , 


/ b 2 Y /2 

donde e = I 1 — ^ I es la excentricidad de la elipse. Esta es una 
integral ellptica de segunda clase. 

b) Usando tablas de la'integral ellptica determinese la longitud de la 
elipse con eje mayor 2a y e = 0, 0.05, 0.10, 0.30, 0.75, 0.99. 

4. Sea C la curva cuyas ecuaciones parametricas en coordenadas polares 


son 


r = ri(t) 

9 - <K0, t<E[a,b\. 


Suponiendo que t] y (p tengan derivadas continuas sobre [a, b\, demuestrese 
que la longitud L de C es 


L = 


VV 2 + /;V 2 = f v /[D,r] 2 +r 2 [D t 0] 2 dt. 

J a 
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5. Hagase el bosquejo y determinese la longitud de cada una de las 
siguientes curvas. 

a ) r = t 2 , 6 = 2t desde / = —n/4 hasta t = jz/2. 

b) r = t 3 , 6 = nt 2 desde t = 0 hasta t = 2. 

c) r = sen /, 6 = sen ?. 

6. Una particula se mueve a lo largo de la parabola y = ;^x 2 + .y. 

El componente horizontal de su velocidad es una constante. A1 tiempo t = 0 
la particula esta en el origen y su velocidad inicial es 10(1, 1) pies por 
segundo. 

a) Determinese la velocidad y la aceleracion de la particula. Si 
r(/) = {fit), g{t)), la aceleracion de la particula es a(/) = r"(t) = 
y'{0 = (f"(t),g"(t)). 

b) i,Cual es la velocidad de la particula en su maxima altura (a > 0)? 

c) <-Cuando alcanza la particula el eje XI 

d) Demuestrese que, reciprocamente, si la aceleracion de la particula 
es (0, —a), si la posicion inicial de la particula es el origen y si la 
velocidad inicial de la particula es 10(1, 1), entonces, la particula 
se mueve a lo largo de la parabola 

a 2 

y = -x + x. 

200 

7. Sea t]{t) la distancia de la particula al origen en el instante /, y sea 
<p(t) el angulo de inclinacion del radio vector r(/) que situa la particula 
en el instante t\ es decir, r = rj{t), 0 — </>(/), y 

r (t) = r]{t) (cos cp(t), sen ( p(t)). 

Supongamos que la particula no pasa por el origen (i;(t) > 0 para todo t 
en R). Demuestrese que: 

a) La velocidad de la particula en el tiempo t es 

v(r) = r\'{t) (cos (p{t), sen <p(t))+g{t) <p'{t) (cos (p{t ), sen (pit)) 1 . 

b) La velocidad lineal de la particula en el tiempo t es 

v{t) = sJW(t)] 2 +n 2 (t)l<P'(t)] 2 . 

c) La componente de la velocidad en el tiempo t en la direccion r(t) 
es rj'(t) = D,r. (Esta componente de la velocidad se llama componente 
radial.) 

d) La componente de la velocidad en la direccion [r(r)] L es ;;'(?) </>'(/) 
= rD,0. [Esta componente de la velocidad se llama la componente 
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transversa; V 4 >(t )\ se llama velocidad angular de la partlcula alrededor 
del origen (radiaties/segundo); para un movimiento confinado a un 
piano cp(t) = D t 6 se llama velocidad angular alrededor del origen .] 

e) Si la partlcula se mueve sobre una circunferencia con centro en el 
origen, la velocidad es tangente a la circunferencia y la velocidad 
lineal de la partlcula en el instante t es igual al radio de la circun¬ 
ferencia por la velocidad angular alrededor del origen en el instante t. 

/) Si r(t) = (f(t),g(t)), la aceleracion de la partlcula en el tiempo t es 
a(0 = v'(t) = (f''(t), g"(t)). Si la partlcula se mueve sobre una 
circunferencia de radio r 0 con velocidad angular uniforme (constante) 
co alrededor del centro de la circunferencia, entonces, con una 
election apropiada del sistema de coordenadas co es no negativa y 

r(t) =r 0 (cos cot, sen cot) 
v(t) = eo[r(t)] J ' = — [r(t)] 1 

r 0 

a(t)= — co 2 r(t) = — ^-r(t) 
r o 

l a (0l = co 2 r 0 — — , 

r 0 

donde v 0 es la velocidad lineal de la partlcula. 

8. El vector de position de una partlcula en el instante l es 

r(t) = r 0 (cos t 2 , sen f 2 ). 

Determlnense 

a) La velocidad v(t) de la partlcula. 

b) La velocidad lineal v(t ) de la partlcula. 

c) La distancia s(t) que la partlcula recorre en el intervalo de 
tiempo [0, /]. (Expresese como una integral definida.) 

d) La velocidad angular D, 0 de la partlcula. 

e) El componente radial D, r de la velocidad. 

/) El componente transverso rD,9 de la velocidad. 

g) La aceleracion a(t). 

h) El componente normal de la aceleracion, donde la normal a la 
circunferencia esta dirigida hacia el centro de la circunferencia. 

i ) El componente tangencial de la aceleracion donde la direction 
positiva de la tangente es la de la velocidad. 

j) s"(t) = v’(t), la razon de cambio de la velocidad lineal. 

Demuestrese que 

k) La componente tangencial de la aceleracion es v'(t). 

l) La componente normal de la aceleracion es v 2 (t)/r 0 . 
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11. RESUMEN 


En este capitulo hemos visto como se generalizan conceptos fisicos y 
geometricos y como las leyes fisicas generales pueden expresarse en terminos 
de la integral y de la derivada. Las aplicaciones se han ilustrado con ejemplos 
y problemas. Desde luego, las aplicaciones son tan numerosas que solo 
podemos discutir unas pocas. Hemos visto tambien las aplicaciones de la 
integral al estudio de las ecuaciones diferenciales (por ejemplo, el 
teorema 5.4). 

Hemos introducido la notacion de la integral indefinida y hemos 
estudiado dos importantes metodos de integracion. El proposito de estos 
metodos es el de ensenar a usar las tablas en forma inteligente en la 
evaluation de las integrales y en el estudio de las funciones definidas por 
integracion. El teorema de sustitucion (teorema 7.5) es de importancia 
practica y teorica en la transformation de las integrales definidas. En el 
capitulo 15 se estudiaran mas sistematicamente las tecnicas de integracion. 

Problemas de repaso 

1. Determinese el area bajo un arco de la grafica de sen ° (a>I+ (5)' 

2. Determinese el area de la region limitada por las curvas 

y = Ja 2 -x 2 y y = a-Ja 2 -x 2 . 

3. Demuestrese que el area de cualquier segmento de una parabola 
limitado por una cuerda perpendicular al eje de la parabola es igual a dos 
tercios del area del rectangulo formado por la cuerda, la tangente al vertice, 
y las dos rectas paralelas al eje que pasan por los extremos de la cuerda. 

4. Determinese el area de la region situada en el interior del circulo 
r = 3a cos 0 y fuera de la cardioide r = a{ 1 + cos 0). 

5. Determinese el area limitada por cada una de las siguientes curvas: 

a) r = 4 — 4 cos 0 b) r = 3 + sen 3 0 

c) r — cos .3 0 d) r 2 = sen 20. 

6. Determinese el area de la region situada sobre el arco parabolico 

x = sen 0 
y = cos 20, 0eR 

y debajo de la recta y — 1. 

7. Determinese el area de la region limitada por la hipocicloide 

x — a cos 3 t, 
y = a sen 3 t, /e[0, 2n], 
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8 . i,Cual es el area de la region limitada por la curva cuya ecuacion 
es y 2 - x 2 (16-x)? 

9. l,Cual es el area de la region limitada por el rizo de la curva cuya 
ecuacion es 4 y 2 = x 4 (4 —x)? 

10. £Cual es el trabajo hecho al elevar un bulto que pesa 679.5 kilo- 
gramos hasta una distancia de 22.88 metros sobre el suelo si el cable pesa 
0.2766 kilogramos por metro y la maquina que hala del cable esta a 
30.50 metros del suelo? 

11. El principio de Arquimedes (287-212 a.c.) nos dice que un cuerpo 
inmerso en un fluido es impulsado hacia arriba por una fuerza igual al 
peso del fluido que desplaza. i,Cual es el trabajo necesario para sumergir 
una bola esferica de 500 libras de peso y 10 pies de diametro en el agua si 
el peso de esta es de 62 libras por pie cubico ? 

12. La cantidad Q de calor generado por una corriente constante i 0 en 
una resistencia R en el intervalo de tiempo [a, b ] es 

Q = Rio 2 (b~a). 

Disciitase la generalization de esta formula cuando la corriente es una 
funcion del tiempo. 

13. Derivese una formula para el volumen del solido obtenido haciendo 
girar una elipse a ) alrededor de su eje mayor, b) alrededor de su eje menor. 

14. La region limitada por y — cos x y y = sen x entre x = 0 y x = n/4 
se hace girar alrededor del eje Y. ^Cual es el volumen de este solido de 
revolucion ? 

15. ^Cual es el volumen del solido de revolucion formado al hacer 
girar la portion del circulo x 2 +y 2 ^ 25 entre x = 1 y x = 3 alrededor 
del eje XI 

16. Un solido tiene una base eliptica con un eje mayor 45.72 centi- 
metros y un eje menor de 20.32 centimetres. i,Cual es el volumen del 
solido si toda seccion transversal perpendicular al eje mayor es a) un 
cuadrado; b) un triangulo equilatero? 

17. La base de un solido es un circulo de radio r. Toda seccion perpen¬ 
dicular a la base y a un cierto diametro de la base es un triangulo equilatero. 
^Cual es el volumen del solido? 

18. Los ejes de dos cilindros, ambos de radio r, se cortan en angulos 
rectos. i,Cual es el volumen comun a Ios dos cilindros? 

19. Un madero cilindrico es de radio a. Producimos una cuna haciendo 
un corte perpendicular al eje del madero y un segundo corte que forma 
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un angulo a con el primero y que lo intersecta en el centre del leiio. i Cual 
es el volumen de la cuna ? 


20. Una partlcula comienza a moverse en el instante cero y se mueve 
con una aceleracion que es proporcional al tiempo. Despues de 9 segundos 
la aceleracion es de 3.048 metros/seg 2 . Despues de 25 segundos la partlcula 
esta a 3 050 metros del punto de partida. ^Cual fue la velocidad inicial 
de la partlcula ? 


21. ^,Cual es la solucion sobre < — oo, oo) de 

? = M 3 

que satisface y(0) = 0? 

22. Demuestrese que 


r 5 


a) 

b ) 

c) 


x + 2 1 

■ax = - 


o x 2 + 4x + 5 


' 50 dJ 

5 t 


'jt/2 


cos = 


rc /2 


sen 


'2ft/ci> . 

cos" o(c ol — d) = - 

0 CO 


f2 K-S 


cos - 


CO 


cos . 


23. Se impulsa un cohete hasta 200 millas sobre la superficie de la 
tierra. A esta altura el propelente se termina y el cohete tiene una velocidad 
de t’ 0 millas por hora en una direccion radial respecto al centra de la tierra. 
Discutase —sin tener en cuenta la resistencia del aire— la trayectoria de 
fase del cohete. (Vease el problema 10, seccion 7, pag. 621.) Haganse 
bosquejos de las trayectorias de fase que ilustren la discusion. El radio de 
la tierra es aproximadamente de 6 378.39 kilometres y la aceleracion 
de la gravedad en la superficie de la tierra es aproximadamente de 
9 7536 metros/seg 2 . Calculese cual es la velocidad minima en millas por 
segundo a la que el cohete no vuelve a la tierra. 


Sugerencia. F(x) = — ^ 2 -, donde r es la distancia del cohete al centra 

de la tierra, m es la masa del cohete, M es la masa de la tierra, y k es una 
constante de proporcionalidad que depende de cuales sean las unidades 
usadas. La cantidad kM puede determinarse por la segunda ley del movi- 
miento de Newton y la informacion que se tiene. Sea el punto en el infinito 
el punto de potencial gravitacional cero; es decir, sea 


U(x) = -W„(F) = -kmM 



dr 
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Las ecuaciones de las trayectorias de fase son de la forma y 2 — c. 

24. Una barra delgada recta tiene una longitud / y una densidad lineal p 
(no necesariamente constante). Un cuerpo esferico homogeneo de masa M 
se coloca en llnea recta con la barra con su centro a una distancia d de uno 
de los extremos de la barra. Expresese la fuerza gravitacional entre la 
barra y la esfera como una integral definida. Dese una justification razonable 
de la contestation. (En este problema la esfera puede considerarse como 
una particula de masa M localizada en el centro de la esfera. Puede el lector 
suponer que esto es cierto por hipotesis, pero si es capaz de ello, justifique 
esta hipotesis.) £Cual es la fuerza gravitacional sobre la barra si p es 
constante ? 

a 2 v z 

25. Una particula se mueve a lo largo de la parabola j = x + v x - 

La componente horizontal de su velocidad es una constante. En el instante 
t = 0 la particula esta en el origen y la componente horizontal de su 
velocidad es tq. 

a) iCual es la velocidad inicial de la particula? 

b) iCual es la aceleracion de la particula? 

c) iCuando alcanza la particula su maxima altura? (a > 0) 

d) i Cuando alcanza la particula el eje XI 

e) Demuestrese que, reciprocamente, si la aceleracion de la particula 
es (0, —a), si la posicion inicial de la particula es el origen y si la 
velocidad inicial de la particula es (iq , r 2 ), entonces la particula se 

-a 2 v 2 

mueve a lo largo de la parabola y = r-~r x + x. 

zv\ tq 

2 

26. Uria particula se mueve a lo largo de la espiral r = - 9 con una 

velocidad angular que es proporcional al tiempo. En el instante t = 0 la 
particula esta en el origen. En el instante t — 2 la particula esta en el 
punto r = 2!n, 0=1. Determinese en el instante t = lOy/n. 

a) La posicion de la particula. 

b) La velocidad de la particula. 

c) La aceleracion de la particula. 
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Capitulo 


/e x dx 



Funciones 


1. introducciOn. clasificacion de funciones 

En este capitulo nuestro principal proposito es introducir varias nuevas 
funciones e investigar sus propiedades. 

Comenzamos con una clasificacion de las funciones reales de variable 
real. Algunos de los tipos de funciones que abajo mencionamos ya se han 
definido anteriormente, pero se recuerdan de nuevo. 

A) Una funcion polinomial es una funcion de la forma 

p= t 

fc = 0 

donde las a k son funciones constantes. Por ejemplo 

3d + 2/ 3 —37+5 
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es una funcion polinomial. Una funcion polinomiai se obtiene verificando 
un numero finito de operaciones de adicion y multiplicacion sobre la 
identidad y funciones constantes. 

B) Una funcion racional es el cociente de dos funciones polinomiales. 
Por ejemplo, 

2I 2 +1 
1 + 2 

es una funcion racional. Una funcion racional se obtiene verificando un 
numero finito de operaciones de adicion, multiplicacion y division sobre 
la identidad y funciones constantes. Las funciones racionales incluyen las 
funciones polinomiales como casos especiales. 

C) Una funcion algebraica simple es una funcion que se obtiene verifi¬ 
cando un numero finito de operaciones de adicion, multiplicacion, division 
y extraction de raices sobre la identidad y funciones constantes. Por 
ejemplo, 

2 / 1/2 + 3 
\/l 2 + 2 

es una funcion algebraica simple. Las funciones algebraicas simples incluyen 
las funciones racionales como casos especiales. 

D) Aunque nuestro interes principal respecto a las funciones algebraicas 
se circunscribe a las funciones algebraicas simples, senalaremos, para ser 
completos en nuestra clasificacion, que una ecuacion de la forma 

y n + R l (x)y n ~ l +R 2 (x)y’'~ 2 + ... + R n _ l (x)y + R rl (x) = 0, 

donde R l ,...,R n son funciones racionales, se dice que define, como sus 
soluciones, funciones algebraicas. Estas funciones algebraicas mas generales 
incluyen las funciones algebraicas simples como casos especiales. 

E ) Una funcion que no es algebraica, se dice que es trascendente. 
No siempre es facil probar que una funcion dada es trascendente. En este 
capitulo nos ocuparemos de aquellas funciones trascendentes a las que 
a menudo se hace referencia como funciones trascendentes “elementales”. 
Incluyen las trigonometricas, las trigonometricas inversas, las logaritmicas, 
las funciones exponenciales y ciertas combinaciones de funciones exponen- 
ciales. Las funciones elementales trascendentes que no hayamos definido 
previamente seran definidas en este capitulo. 


2. FUNCIONES INVERSAS 

Varias de las funciones que se definen en este capitulo se definen como 
inversas de funciones ya conocidas. Recuerdese que una funcion es un 
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conjunto de pares ordenados tal que no existen pares distintos con un 
mismo primer elemento. Si una funcion es univalente, es decir, si tiene la 
propiedad adicional de que no hay pares distintos con el mismo segundo 
elemento, entonces la funcion tiene una funcion inversa. La funcion inversa 
se obtiene intercambiando los primeros y segundos elementos en los pares 
ordenados de la funcion original. Asi pues, el dominio de la funcion original 
se convierte en el rarigo de la funcion inversa y el rango de la funcion 
original se convierte en el dominio de ia funcion inversa. En esta seccion 
investigaremos los problemas de la continuidad y la diferenciabilidad de 
las funciones inversas. 

2.1 Teorema. Si f es una funcion creciente (decreciente), entonces f es 
univalente y tiene una inversa /*. La funcion f* es tambien creciente 
( decreciente). 

Prueba. Desarrollamos Ia prueba para / creciente. La prueba para / 
decreciente se sigue del resultado para / creciente reemplazando / por — /. 

Para probar que / es univalente debemos demostrar que si /(aj) 
= f(x 2 ), entonces A t = x 2 . Hacemos esto demostrando que si a,, x 2 eD f , 
y a, ^ x 2 , entonces /(aj) # /( x 2 ). Si a, ^ x 2 entonces x t < x 2 o x 2 < a, . 
De donde, como / es una funcion creciente, /(a,) < /( x 2 ) o /( x 2 ) < /( Aj). 
Es decir, A t # x 2 implica /(A t ) # /(x 2 ) y, por lo tanto, / es univalente. 

Como /es univalente, tiene una inversa/*. Pasamos a demostrar que/* 
es una funcion creciente. Tomense = Of ■. tales que y, < y 2 . 

Si f*(ji) ^ f*(y 2 ), entonces y 2 = /(/*(y,)) > f(f*(y 2 )) = y 2 - p o r tanto, 
y i < y 2 implica /*Cv 1 ) < f*(y 2 ), es decir, /* es una funcion creciente. Lo 
que completa la prueba. 

En la prueba de los teoremas relativos a la continuidad y diferenciabilidad 
de la funcion inversa, hacemos uso del resultado del teorema 4.6 del 
capitulo 9 (pag. 435): si una funcion f es continua sobre un intervalo 3, 
entonces fQ) = {/(a) |xe 3} es un intervalo. De este teorema obtenemos 
el siguiente resultado para funciones crecientes (o decrecientes). 

2.2 Teorema. Si una funcion f es continua y creciente (decreciente) sobre 
un intervalo cerrado [a, b], entonces /([a, b]) = [/(a), f(b)] (o f([a, b]) = [f(b). 
f(a)])yf{<a, by) = (J(a).f(b)') (of(fa, b» = <J(b), /(«)». 

Prueba. De nuevo efectuamos la prueba para /creciente. Si /es decreciente, 
consideramos — /. 

Como / es continua sobre [a, b ], f([a, £]) es un intervalo. Ademas 
como / es creciente, 

f(a) = Inf / y f(b) = sup /, 

[a, 6] [a, f>] 
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de modo que 


f([a,b]) cr [f(a),f{b)]. 

Sin embargo, f(a)ef([a, b]) y f(b)ef([a, b]), y como f{[a, b ]) es un intervalo, 
todos los puntos entre f(a) y f(b) pertenecen a f{[a, b]), es decir, 


Por tanto, 


U(a),f(b)] c/([a, b\). 
f([a,b]) = [f(d),f(b)]. 


Como / toma el valor f(a ) solamente en a y el valor f(b) solamente 
en b, concluimos tambien que 


f«a,b})= <J(a),f(b)>. 

2.3 Teorema. Sea f una funcion definida sobre un intervalo 3 y creciente 
(decreciente) y continua sobre 3. Entonces /*, la inversa de f, es continua 
sobre el intervalo /(3). 


Prueba. El teorema es trivial si 3 no consiste en mas de un punto. Podemos, 
pues, suponer que 3 consta de mas de un punto. Efectuamos la prueba 
para / creciente. De nuevo, la prueba para / decreciente se obtiene 
considerando — /. 

Sea yo un punto interior de fQ)y sea x 0 = f*(y 0 ). Entonces x 0 es un 
punto interior de3- Deseamos demostrar que para cualquier numero e > 0 
existe un numero <5 > 0 tal que 

l/*tv)-/*Oo)l < B 

siempre que ye /(3) y 

\y-y 0 \ < <5, 

es decir 

/*«J’o-<5,J'o + <5» c: <J*(y 0 )-e,f*(y 0 ) + e>. 

Dado > 0 sea e tal que e, > e > 0 y [x 0 -e, x 0 + e] c 3. Como / es 
una funcion creciente, f(x 0 - e) < f(x 0 ) < f(x 0 + s) (figura 1). Sean 
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<5 t y S 2 definidos por f(x 0 —e) = y 0 — <5, y f(x 0 +e) = >» 0 + <5 i- Si, ahora, 
8 = min {<5 1( <5 2 }, entonces 

0'o-^.>’o+^> c <^0 — ^1 ,>’o + ^ 2 > =f«x 0 -e, x 0 + s)), 

de donde 


/*(0’o-<5,.Vo + ‘5» <= <jc 0 -£,Ao + £> = </*(y 0 ) — e ,/*(.Fo)+£>• 

Si el extremo izquierdo a pertenece a entonces f(a) pertenece a /(3)- 
Deseamos demostrar que f* es continua a la derecha (al lado positivo) 
en f{a). Es decir, deseamos demostrar que dado cualquier numero £ > 0 
existe un numero 8 > 0 tal que 

f*(y)-f*<J{a))=f*{y)-a< E 

siempre que ye'Dy. y 

0 < y —/(a) <8; 

es decir, 

f*([f(a), f(a) + <5» c [/*(/(«)),/*(/(«)) + £> = [«,* + £>. 

En este caso, dado e, > 0, sea e tal que £, > £ > 0 y [a, a + e] a 3 
Definamos 8 = f(a+e)—f(a). Entonces 

[f(a),f(a)+8> =/([a,a + £» 


y de aqui 

J\a) + 8}) = [a, a + £>. 

Un argumento analogo es valido para la continuidad a la izquierda de f* 
en f{b ) si el extremo derecho be^i. 



Puede darse una interpretacion geometrica a la derivada de la funcion 
inversa (figura 2). La grafica de la funcion inversa /* puede obtenerse de 
la grafica de la funcion / por reflexion respecto de la recta {{x, jc)} ya que 


Funciones inversas 657 



esta reflexion intercambia los elementos primero y segundo en los pares 
ordenados. Supongamos que P 0 = (x 0 ,>’ 0 ) es un punto sobre la grafica 
de / en el que / es diferenciable, y sea a el angulo de inclinacion de la 
tangente a / en P 0 . Entonces f'(x 0 ) = tana. Q 0 = (>’ 0 ,x 0 ) es la imagen 
de P 0 bajo la reflexion respecto de la recta {(x, x)} y es por ello un punto de 
la grafica de /*. La tangente a la grafica de /* en Q 0 hace el angulo, a 
con el eje Y. Sea /3 el angulo de inclinacion de la tangente a f* en Q 0 . 
Entonces [Df*\ (>’ 0 ) = tan )3. Pero a + jS = n/2 si ae<0, 7r/2> y a + fl = 3n/2 
si ae<7r/2, 3^/2), de modo que 


[£>/*] (y 0 ) 


tan fi =- = -— 

tan a [D/] (x 0 ) 


1 

l(Df) -/*] (y 0 ) ' 


La grafica de la funcion inversa puede obtenerse por reflexion respecto de 
la recta {(x, x)}, y la formula anterior nos dice que la tangente en un punto 
de la grafica de la funcion inversa puede obtenerse tambien por reflexion 
respecto de la recta {(x, x)J. Esta formula se prueba analiticamente en el 
teorema 2.4 que a continuacion damos. 


2.4 Teorema. Sea j una funcion diferenciable sobre un intervalo 3 y sea 
[Df\ (v) > 0 (o [ Df ] (x) < 0) para todo xej. Entonces /*, la inversa de f, 
es diferenciable sobre el intervalo f'Q) y 

Df* = —-—- sobre JQ). 

(Df) f* 

Prueba. / es creciente (decreciente) sobre 3; luego, por el teorema 2.1, 
f* es tambien creciente (decreciente). Sean y 0 ef( 3) y x 0 = f*(y 0 ). Para 
cada k tal que y 0 + ke /(3), definamos 

h(k) = f*(y 0 + k)-f* (y 0 ). 

Como /* es una funcion creciente (decreciente), k # 0 implica h(k) =£ 0. 
Tenemos ahora: f*(y 0 + k) =h(k)+ f*{y 0 ) = h{k) + x 0 y y 0 + k = f(x 0 + h(k)). 
De donde 

Urn /*0'o+ *>-/*()■,) _ , im MO 
k - 0 k k - o k 

1 1 

= hm - = -- 

*-o kjh(k) lim kjh(k) 

k-0 

1 

,, f(x 0 + h(k))-f(x 0 ) 

lim-- 

n-o h(k) 

si el limite del denominador existe y no es cero. 
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Podemos aplicar el teorema 5.13 del capltulo 8 (pag. 363) sobre el llmite 
de una funcion compuesta. Para el presente caso, el teorema dice: 

Si 11m F(h) = lim --—— f'(x 0 ) y lim h(k) = 0, entonces 

ft -0 A -0 h fc —» 0 


lim [F • h) (k ) = lim 

ft -0 ft -0 


f(x 0 + h(k))-f(x 0 ) 

h(k ) 


/'(* 0 ) 


Tenemos 11m h(k) = lim [f*(y Q + k) —f* (_y 0 )] = 0 ya que f* es continua 

ft-0 ft-o 

en y 0 . Por hipotesis, f'(x 0 ) / 0 y de aqul 


CD/*] (y 0 ) 


_ 1 _ 

, im f(x 0 + h(k))-f(x 0 ) 
ft-o h(k) 


1 __1__ 

f'(x 0 ) ~ [(i)/)o/*] (j 0 ) ' 


Por tanto 


D f* = -C- 

(Df)-f* 


sobre f(Z). 


2.5 Ejemplo. Sea 

f(x) = x 2 + 2x —5 

con = [—1, oo). Demuestrese que f* existe y encuentrese Df*( 30). 

Solucion 1. Tenemos Df = 21 + 2 y como Df(x) > 0 para xe< —1, oo), 
/ es una funcion creciente sobre [—1, oo). De donde, por el teorema 2.1, 
/* existe y es tambien una funcion creciente. Tenemos ahora, /(5) = 30 y 
f * (30) = 5. Como [(Df) „ /*] (30) = [(2/+2) of*] (30) = (2/ + 2] (5) = 
10 + 2 = 12/0, se tiene por el teorema 2.4 

Df *(30) =- ] - = —'— = —. 

[D/o/*]( 30) i)A5) 12 

Solucion 2. Como / es una funcion diferenciable creciente, sabemos por 
el teorema 2.4 que /* es diferenciable. Tenemos 

f of* = (/*) 2 + 2/* —5 = / (sobre © r ), 


de modo que 


D[fof*] = 2f*Df* + 2Df* = 1. 
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Por tanto, 


1 


Df* 


2 (/*+ 1 ) 


y 


[D/*] (30) = 


1 

2(/*(30)+1) 


1 _ 
12 ' 


Solucion 3. La linica solucion de 

f(x) = x 2 + 2x-5 = y 


para xe[— 1, oo> es 

J; ~ 2 + x 4—4~( — 5 — y) 
2 


— l + \/ 6+y. 


Por tanto, /* tiene la regia de correspondencia 

f*(y) = -i + v'6+y, ye[~6, oo> 

Wf*](y) = i(6+yr 112 , 

y 

[Df*] (30) = K36)- 1/2 = 

2.6 Ejemplo. Sea / = sen sobre [ — 7r/2,7r/2]. Determlnese Df*($j2). 

Soluci6n. Tenemos Df = D sen = cos sobre [ — 7r/2, 7 t/2] y cos x > 0 
para xe{ — n/2, tt/ 2). Por tanto / es una funcion diferenciable creciente 
con derivada que no se anula sobre < — n\2 , tt/ 2>. Luego, por el teorema 2.4 
sabemos que/* es diferenciable sobre /« — 7r/2, tt/ 2» = < — 1, 1). Tenemos 
ahora 

f* o sen = / sobre [ — 7i/2, 7r/2]. 

Por tanto 

D(f* o sen) = [(Df*) o sen] cos = 1 sobre < — n/2, n/ 2) 


y 


(D/*)osen = — sobre < —jt/ 2, 7i/2>. 
cos 


Como sen tt/ 4 = ^2/2, obtenemos 

[(£>/*) o sen] (tt/4) = [£>/*] (V2/2) = —- = x /2. 

COS 71/4 
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Problemas 


1. Encuentrese Df*(y 0 ) en todos los siguientes casos. 

a) fix) = x 3 +2; By = R; y 0 = 10 

b) /(x) = x 2 + 2x + 3; By = [—1, oo>; y 0 = 6 

c) f{x) = sen x; ‘If = [ — n/2, nj 2]; y 0 = 0 

d) fix ) = tan x; By = < — tt/2, n/ 2>; j 0 = 1 

e) fix ) = yyy; By = [1, oo>; y 0 = | 

/) /<» = x 1/2 ; % = [0, co>; y 0 = 3 
#) fix) = x 2 ; By = [0, co>; = 9 
A) /(x) = sec x; By = [0,7r/2>; j 0 = 2. 

2. Bosquejese la grafica de /* para cada una de las / abajo dadas: 

a) f(x) = x 3 +2; D f = R 

b) fix) = x 2 + 2x + 3; ffly = [-1, oo> 

c) fix) = x 2 +2x + 3; By- = <-oo, -1] 

d) fix) = sen x; By = [ — tt/2, tt/2] 

e) fix) = sen x; B r = [n/2, 2 n/2] 

f) fix) = tan x; By = < — tt/2, tt/2) 

9) fix) = tan x; By = {n/2, 3tt/2> 

b) fix) = secx; By = [-n, -n/2) u [0, n/2) 
i) fix) = sec x; By = [0, n/2) u (n/2, tc\ . 


3. FUNCIONES ALGEBRAICAS 

Con la ayuda de los teoremas 2.3 y 2.4 ahora somos capaces de establecer 
la continuidad y la diferenciabilidad de las funciones algebraicas simples. 
Estas funciones se construyen partiendo de la funcion identidad y las 
funciones constantes efectuando un numero finito de operaciones de 
adicion, multiplicacion, division y extraccion de raices. Sabemos que la 
identidad y las funciones constantes son continuas y diferenciables sobre R. 
Por otra parte, de acuerdo con los teoremas de las secciones 6 y 9 del 
capltulo 8, la surna, producto y cociente de funciones continuas y diferen¬ 
ciables es una funcion continua y diferenciable, excepto en el caso del 
cociente en los puntos donde el denominador se anula. Asi pues, la unica 
cuestion pendiente es la del comportamiento de las funciones continuas y 
diferenciables con respecto a la extraccion de raices. Es decir, i, son l as 
funciones l' ln = {(x, x l/B )}, donde n es un entero positivo, continuas y 
diferenciables ? 

Si n es un entero positivo impar, podemos expresar n por n = 2Ar+l, 
donde k es un entero no negativo. Entonces 

DI n = DI 2k+i = (2k + l)I 2k 
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y [ DI "] (x) > 0 para x ^ 0, Esto implica que para un n entero positivo 
impar, 7" es una funcion creciente y es, por tanto, univalente. En este caso, 
tenemos {!’')* = I' 1 " e 

I" a 7 1 '" = 7 1/n o r = / (n un entero positivo impar). 

Como para n entero positivo impar I" es continua y creciente sobre R, por 
el teorema 2.3 la funcion inversa I 1 " es tambien continua y creciente 
sobre /"(R) = R. Ademas, como 7" es diferenciable sobre R con [DI n ] (.v)> 0 
para xe< — oo, 0) u <0, co), por el teorema 2.4 la funcion inversa 7 1/n es 
diferenciable sobre /"(<- oo, 0) u <0, oo» = <-oo,0> u <0, co> para n 
entero positivo impar. 

Si n es un entero positivo par, podemos escribir n — 2k, donde k es un 
entero positivo. Entonces 

DI" = DJ 2k = 2kl lk ~' 

de modo que [£>/"] (x) < 0 para xe < - oo, 0> y [£>/"] (x) > 0 para xe <0, oo>. 
Esto implica que para un n entero positivo par, I" es una funcion decreciente 
sobre < — oo, 0] y una funcion creciente sobre [0, oo). I" no es univalente. 
pero la funcion /+" = {(x, x")[xe[0, co)} es univalente. En este caso 
(/+")* = ^ 1/n . de modo que, para n entero positivo par 

l n °I Un = 7 + " o l' ln = I + 

e (n un entero positivo impar). 

I l,n o 7 + " = 7 + . 

Como para n entero positivo par 7 + ” es continua y creciente sobre [0, oo), 
por el teorema 2.3, la funcion inversa I 1/n es tambien continua y creciente 
sobre 7 + "([0, oo» = [0, oo). Ademas, como 7 + " es diferenciable sobre 
[0, oo) con [D7 + "] (x) > 0 para xe<0, oo), por el teorema 2.4 la funcion 
inversa I l/n es diferenciable sobre 7 + "«0, oo» = <0, oo) para n entero 
positivo par. 

Podemos ahora encontrar la derivada de 7 1/n . Como 
I" o 7 ,/n = 7 (sobre I),i/„) 

y sabemos que 7 1,n sobre < — oo, 0) u <0, oo) para n entero positivo impar y 
sobre <0, oo) para n entero positivo par, podemos usar la regia de la 
cadena (teorema 10.2, pag. 389) para obtener 

DU" = [n/"-' = iil' " DI i,n — DI = l. 

Por tanto, 

3.1 DJ Un = -l" 

n 
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sobre <-co,0> u <0, oo> para n entero positivo impar y sobre <0, co> 
para n entero positivo par. 

I 

Para un n entero negativo, sea m = -n. Entonces / y 


Dl' ln = D-= 

J l/"l 


7 1/m D1 -ID/ 1 

r 2/m 


l 


i 


i 


r 2/m 


- 1 . 1 

= - " =1/" 


Esto extiende la formula (3-.1) para n entero negativo. 

Con la ayuda de (3.1) podemos ahora establecer la formula 

3.2 Dl r = r/ r “ 1 

para un r numero racional cualquiera. Sea r = mfn. Definimos entonces 

r = r/ n = / m o/ ,/n . 

Usando ahora la regia de la cadena 

i_, ”_!+! | 

Dl r = D[/ m o / l/n ] = o/ l/n ]-/" =-/*"* 

n n 

— -1 

n 

Memos extendido asi el teorema 9.9 del capitulo 8 (pag. 686) para incluir 
no solamente los enteros sino tambien todos los numeros racionafes. Mas 
adelante, en este capitulo, seremos capaces de demostrar que la misma 
formula es realmente aplicable para un numero real cualquiera r. 

3.3 Ejemplo. Encuentrese D xS /x 2 + 1. 


Solution. Usando (3.1) o (3.2) y la regia de la cadena, tenemos 


D [/ 1/2 (/ 2 +l)] 



°(/ 2 + 1) 


21 = 


I 

I l, 2 o(l 2 + ]) 


o, lo que es equivalente, 

D xy /7V\ = - (x 2 + 1)~ 1/2 (2x) = —-=== 

2 Vx 2 +1 


Funciones algebraicas 663 



3.4 Ejemplo. Encuentrese D x sen 3 '' 2 x. 

Solucion. Usando (3.2) y la regia de la cadena, tenemos 

D[l 312 sen] = [f I 1 ' 2 o sen] cos o, lo que es equivalente, 

D x sen 3/2 x = | sen 1/2 x cos x. 

Problemas 

1. Encuentrese /' si 

a) f = 7 2/3 + 3/ 1/4 b)f=\l 2 + 5 / 2/s 

c) / = /i/2 + / i/3 + 5 d) f = (/'/ 3 + 7 2 /3)(/>M + / l/ 5) 

e) / = / 3/2 o (1 +2 tan) /) /(x) = ,/sen 2 x 

g) /(x) = sec 3/2 2x //) /(x) = 3 /x 2 + I . 

2. Una pared de siete metros de alto esta a cuatro metros de una casa. 

Encuentrese la longitud de la escalera mas corta que alcanzara la casa 
desde el suelo fuera de la pared. 

3. Una casa y un almacen situados uno de otro a 91 .5 metros de distancia. 
distan, respectivamente, 76.25 metros y 21.35 metros de una carretera recta. 
Un hombre quiere pasar por su correspondencia todos los dlas cuando va 
del almacen a la casa. i Donde deberla estar colocado el buzon al lado del 
camino para que fuera minima la longitud del camino por recorrer y cual 
seria esta longitud minima? 

4. Dos automoviles se estan aproximando a una interseccion en angulo 

recto. El primer automovil se dirige hacia el sur a 48.270 kilometros/hora 
(804.60 metros/minuto) y esta a 15.250 metros de la interseccion, mientras 
que el segundo automovil se desplaza hacia el oeste a 72.405 kilometros/hora 
y esta a 30.50 metros de la interseccion. es la razon de la disminucion 

de distancia entre los automoviles. 

Sugerencia. s(l) = x /x 2 (/)+y 2 (/) donde y(t) y x(r) son las distancias 
del primero y segundo automoviles respectivamente a la interseccion. 

4. LA FUNCION LOGARITMICA 

1 

Sabemos que -- I" es una solucion de la ecuacion diferencial 

n n+ 1 

y' = r n * - 1. 

En el caso n = —1, no obtenemos una solucion en esta forma. Podemos 
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por ello esperar que las soluciones y — c + 


I 1 sobre <0, oo> de la 


ecuacion diferencial y' = f 1 conduciran a un nuevo tipo de funcion. 


4.1 Definicion. La funcion In 
de correspondencia 


-\r 


In x = r 

t 


definida sobre <0, oo> por la regia 
' x <k 

i t 


se llama funcion logaritmo natural o simplemente funcion logaritmo. 

De acuerdo con el primer teorema fundamental del calculo, sabemos 
que la funcion logaritmo natural es la solucion sobre <0, co) de la ecuacion 
diferencial y’ = I~' que satisface y(l) = 0. Para x > 1, la funcion 
ogaritmo natural puede interpretarse geometricamentc como el area bajo 
a hiperbola yt = 1 desde t = 1 hasta r = x (figura 3). 



Obtenemos ahora algunas propiedades de la funcion logaritmo. 
Segun el primer teorema fundamental del calculo, tenemos 

4.2 Dln = /“ l sobre <0, co>. 


Se sigue inmediatamente del teorema 8.10 del capitulo 8 (pag. 379), pues 
la funcion logaritmo es diferenciable sobre <0, oo), que es continua 
sobre <0, oo>. Por otra parte, (4.2) implica que la funcion logaritmo es una 
funcion creciente ya que l~ l es una funcion positivamente valuada sobre 
<0, oo>. Conocemos el valor de la funcion logaritmo en un punto: 


In 1 


r' = 0 
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de donde In esta positivamente valuada sobre <1, oo> y toma valores 
negativos sobre <0, 1). 

Por integracion por partes, tenemos 


4.3 


In = (DI )In = / In — 

4 


/(Din) = / In - / . 


Una propiedad importante de ia funcion logaritmo esta expresada por 
la formula 


4.4 In ( ab) = In a + In b (a > 0, b > 0). 

Para probar (4.4) observamos que, por la regia de la cadena. 


D x In (ax) — — • a = - para a > 0, xe(0, oo>. 
ax x 


Por tanto, por el corolario 4,2 del capltulo 10 (pag.458), como las derivadas 
de In x y In (ax) son iguales, las funciones difieren cuando mas en una 
constante y 

In (ax) ■= In x + c. 

Tomando x = 1, vemos que 

In a ■— In 1 + c = c 

ya que In ! - 0. Por tanto 

In (ax) = In x + c = In x + In a. 

De donde, para cualesquier a > 0, b > 0, tomando x = b obtenemos (4.4). 
Podemos demostrar, de modo analogo, que 

4.5 In x r = r In x (x > 0, r racional). 

Como 

D[lnc/ r ] = [(Din) r]D/ r = [/" 1 

= l~ r rl r ~' = rl~' (sobre <0, oo>) 
y 

D[r In] = rl~ l (sobre <0, oo>). 
por el corolario 4.2 (pag.458) obtenemos 

In l r = r In + c (sobre <0, co>). 

Evaluando en 1 obtenemos 

0 = Q+c. 

De donde In I r = r In sobre <0, oo> o In x r = r In x para x > 0 y r un 
numero racional cualquiera. 


666 Cap. 14 Funciones elementales 



Ahora demostraremos que el rango de la funcion logaritmo es < — oo, co>. 
Para a > 1 sabemos que In a > 0. Por tanto, por (4.5), para cualquier n 
entero positivo, 

In a" = n In a > 0 


y 


In a " = — n In a < 0. 


Ahora bien, la funcion logaritmo es una funcion conlinua sobre <0, oo). 
De donde, por el teorema del valor intermedio (pag. 430), la funcion 
logaritmo toma todos los valores entre — n In a y n In a. Por el problema 4 
(pag. A 16), como 11m n = oo, 11m In a = In a > 0, y 11m In a 1 < 0, 

n—>00 n—>oo n~>ao 

tenemos 

ilm In a" = oo y 11m In a - " = — co . 

n->oo n~* co 

La funcion logaritmo es una funcion creciente y los anteriores llmites 
implican 

4.6 11m In = oo y 11m In = — co . 

oo 0 + 

De donde concluimos que el rango de la funcion logaritmo es < — oo, oo). 

La funcion logaritmo esta definida sobre <0, oo) de modo que, para 
x + 0, la funcion dada por In |x| esta bien definida. Ahora bien, cuando 
x > 0, tenemos 

D x In |x| = D x In x = - , 
x 


mientras que, para x < 0, 


D x In |x| = D x In ( — x) = 


(-D 


)_ 

x 


Por tanto 

4.7 jD[ln ° |/|] = (sobre < —oo, 0) u <0, co» 

o, lo que es equivalente, 

D x in |x| = r/0 

x 


y 

4.8 


/ 1 = In o |/1 (sobre < —oo, 0) u <0, oo» 
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o, lo que es equivalente, 


- dx = !n |x|, 


De (4.7) y la regia de la cadena, obtenemos el resultado 


4.9 


0[liH/j] = [/-’/]/>/' = 


Df 

f 


y, por (4.9), obtenemos 

4.10 




IncI/|. 


Como el rango de la funcion logaritmo es <-oo, oo>, existe un 
numero x tal que In x — 1. Este numero se denota por e. Es decir, 


4.11 




dt = 1. 


Geometricamente, e es el numero tal que el area bajo la hiperbola y = \/t 
desde t = 1 hasta / = e es 1. En los problemas Id y \e (pag. 540) se 

’ 3 dx 

> 1; es decir, se demostro que 2 < e < 3. 


demostro que 


2 dx 
— < 
1 -v 


I -V 


Con cinco cifras decimales exactas, e = 2.71828. El numero e, como n y x / 2, 
es un numero irracional. Sin embargo, la prueba de que e es irracional es 
mas diflcil que la prueba de que v 2 es irracional. 

La grafica de la funcion logaritmo aparece en la figura 4. 



4.12 Ejemplo. Encuentrese D[1 In — /]. 

Solucion 

D[I In -/] = In + //“' — 1 = In. 
Esta es una verificacion de la formula (4.3). 
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4.13 Ejemplo. Encuentrese D x In (1 +x 2 ) 1/2 . 


Solucion. 


Dl\noj\+I 2 ] = D - Ino(l +I 2 ) = \ D(1 +1 2 

v |_2 J 2 1+/ 


21 


2(1 +/ 2 ) 1+/ 2 


o, equivalentemente, 


i in 1 2x 
D x In (1 + x 2 ) 1/2 = - 


2 1+x 2 1+x 2 


4.14 Ejemplo. Encuentrese 
Soluci6n. 


I +21 +1 
1-1 


/ 3 + 27 + 1 
/-I 


/ 2 +3/ + 3 + 


/ 3 3 1 2 

= — + — + 3/ + 4 In o |/ —1|. 
3 2 


Problemas 

1. Combinense las siguientes expresiones en un solo termino. 

a) In '/ + In 100- In 120 

b) 10 In 2 + 2 lnf-2 In 16 

c ) 3 In x — § In y— f In x + J In y 

d) In (2 3 /x) - In (4/^/x 2 ) - In 3. 

2. Transformese la expresion del primer miembro en la del segundo 
miembro en cada una de las siguientes ecuaciones. 


a) In 


Vx 2 + 


y 


(x + y) (x -y ) 


= - In (x 2 +y 2 ) —2 In \x + y\ - In |x-j>| 


b) In 


Jx 2 + 2 sen x 


(3 —x ) 


3 \ 5/3 


= - In (x 2 + 2) + In |sen xj-In |3 — x 3 

2 3 


3. Resuelvanse las siguientes ecuaciones: 
a) In (1 +x) — In (1 —x) = 1 


La funcion logaritmica 669 



b) In (x 2 + 1) - In (x + 1) = 0 

c) In y/x+ 1 + In (1 —x) — In % /x 2 4- 1 = 0 

d) In {yjx + v .v+ 1) = 2 . 

4. Demuestrese que: 

a) In |sec x\ = — In |cos x\ 

b) In |csc x| = — In |sen x\ 

c) In |csc x - cot x\ = - In |csc x + cot x| 

, 1 + cos x 

— in- 


d) 2 In 


e) 


In Isec x + tan xi 


In 


1 + sen x 
I — sen x 


/ ) In jcsc x - cot x| 


1 , I — COS X 

- in- 

2 1- + cos x 


In 


x 

tan - 
2 


5. Diferenciese cada una de las 
a ) f(x) = In x 2 

c) f(x) = In In x 

e) f{x) = In s j'x 2 +a 2 


siguientes funciones: 
b) f(x) = In 2 x 
d) f{x) = In (sen x| 
f) fix) = In (x 2 + 4) 5/3 . 


6 . 


‘0 


Encuentrense formulas para cada 
f 3/ 4 + / 3 — 2/ 2 — 5 


una de las siguientes 

1 + 1 

/-I 


integrales: 


c) | tan 
e) j /'in 



cos 2 x 
1 + sen 2x 



tan 


5. LA FUNCION EXPONENCIAL 

Como la funcion logaritmica es una funcion creciente, tiene funcion 
inversa. 

5.1 Definicion. La funcion inversa de la funcion logaritmo natural se llama 
funcion exponencial y se denota por “exp". Es decir, exp = In* y exp (x) 
es el nitmero con la propiedad de que In (exp (x)) = x. 
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El dominio de exp es el rango de In, < — oo, oo), y el rango de exp es el 
dominiodeln, <0, oo). La grafica 
de la funcion exponencial puede 
obtenerse reflejando la grafica de 
la funcion logaritmo natural res- 
pecto a la recta {(x, x)}. La 
grafica de la funcion exponencial 
se muestra en la figura 5. 

Como la funcion logaritmo es 
una funcion continua creciente, 
por los teoremas 2.1 y 2.3 
(pag. 655) la funcion exponencial 
es tambien una funcion continua 
creciente. Ademas, segun el teorema 2.4, la funcion exponencial es 
diferenciable y 

1 1 

5.2 Dexp =-=—-= / exp = exp. 

(Dln)oexp / ^exp 

Asi pues, la funcion exponencial es identica a su derivada. 

De (5.2) obtenemos la formula de integracion 

5.3 exp = exp. 

Como la funcion exponencial es una funcion creciente con dominio 

<-oo, oo> y rango <0, co>, 

5.4 lim exp = oo y lim exp = 0. 

QC - OC 

Una propiedad importante de la funcion exponencial es 

5.5 exp (a + b) = exp (a) • exp (b). 

Esta formula es equivalente a la formula (4.4) para la funcion logaritmica. 
Tenemos 

In (exp (a) exp (b)) = In (exp (a)) + In (exp ( b )) = a + b 
y por tanto 

exp (a + b) = exp (a) exp ( b ). 

Analogamente, de (4.5), para r un numero racional, tenemos 
In [exp (o>£r)] r = r[ln» exp] (x) = rx 
y de aqui, para r racional, 

5.6 exp (rx) = [exp (x)] r . 
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Por (4.11) tenemos 


exp (1) = e 

y por (5.6), para cualquier numero racional r , 

5 - 7 exp (r) = [exp (l)] r = e r . 

Para cualquier numero racional r, e r = l r (e) esta definido y es lo mismo 
que exp (/ ). Sin embargo, si ,v es un numero irracional, e x no tiene ningun 
significado. Como e' = exp (x) si x es racional y el exp esta definido para 
todos los numeros reales, extendemos la definicion de e x para ,v irracional 
haciendolo igual a exp (x). 

5.8 Definicion. Para cualquier numero real x 

e x = exp (x). 

Con esta nueva notacion para la funcion exponencial, podemos reescribir 


las ecuaciones (5.2), (5.3), y (5.5) en la forma 

5.2a 

D x e x = e*, 

5.3a 

e x dx = C. 

5.5a 

c x + v = e x e y . 

Probiemas 



1. Osese una tabla apropiada para evaluar e ,/RC dados 

a) t = 1, R = 2, C = 0.05 

b) t = 5, R = 100, C = 0.03 

c) t = 15 x 10~ 4 , R = 47, C = 27 x 10' 6 

d) i = RC. R = 68, C = 47 x I0" 6 

2. Resuelvase la ecuacion e~’ /RC = A para I, dados 

а) R = 10, C = I0~ 4 , A = 0.5 

б) R = 33 x 10\ C = 4.7 x 10’ 4 , A = 0.45 

c) 7? = 8.2 x 10 3 , C = 2.2x I0~ 4 , A = 0.21 

d) R = 75 x 10\ C = 2 x 10~ 5 , A = 0.35 

3. Diferenciense cada una de las siguientes funciones: 

a) f = / In fi) /' .= — 

/ 

c) / = In c |sec + tanj d) f — In . |csc — cot| 
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. , 1 . \ + sen 

e) f = - In 
2 


g) f(x ) = In 


1 — sen 
' 2x -[ 


e 2x + 


f) f(x) = x 2 e 2x 
h) f(x) = e cos 2x1 


4. Encuentrense formulas para cada una de las siguientes integrales: 


a) 
c ) 
e) 
g) 
0 


exp =(5/) 

(exp o/ 1/2 )/ -1/2 
exp 

1 + exp 
(e x + e~ x ) 2 dx 


I 


b) (exposen) cos 


3 + 2 e 4jr 
k) I e' nx dx 


dx 


j) 
l) 


■f 

J 
J 
1 

j e senjc ' 


d) J I 2 expo/ 3 
/) | l exp 
h) I (e x/ °-e- x,a )dx 


sec 2 x 
tan x 


dx 


' cos 2x dx 


5. Encuentrese la solucion sobre <-oo,0> de la ecuacion diferencial 
y’ = f~ 1 que satisface >"(-1) = 0. 

6. Demuestrese que si / es una funcion creciente, entonces 

a) lim / = oo o 11m f* = oo 

OC x 

b) 11m / = — oo lim /* = — oo 

— X -x 

c) lim f — — oo <=> 11m /* = 0 

0 + - oo 

d) 11m / = coo 11m /* = 0. 

0 — oo 

7. Pruebese por induccion matematica que: 

a) D" In = (-1)" +1 (n— 1)! 
d) £>" exp = exp 

c) £>" + 1 [rin] = n'./I 

d) D n [l exp] = (/+«) exp . 
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6. LA FUNCI6N POTENCIAL GENERAL 


Hemos considerado las funciones potenciales F para r numero racional 
cualquiera. Si r = m/n donde m y n son enteros sin ningun factor entero 
comun distinto de + 1 ( m y n se dice, en tal caso, que son primos relativos), 
entonces F se define por 

] r _ j m Q j 

Para r > 0, si n es impar, el dominio de F es < — oo, oo) y si n es par, el 
dominio de F es [0, oo). Para r < 0, 0 no esta en el dominio de F. 

La ecuacion (5.6) nos dice que para r racional, F o exp = exp o (rl). 
Por tanto, para r racional tenemos 

F = F o exp o In = exp o ( rl ) <> In = exp ° (r In) sobre <0, oo». 

Es, pues, natural extender la definicion de funciones potenciales, que hasta 
el momento se han definido solo para potencias racionales, a las potencias 
irracionales en la siguiente forma. 

6.1 Definicion. Si r es un numero irracional, la funcion potencial F se 
define como F = exp o (r In). 

El dominio de F es <0, oo) y para xe<0, oo), 

6.2 x' — exp (r In x). 

Notese, en particular, que e r = exp r. 

La ecuacion (6.2) puede pues escribirse en la forma 

x r = e r]nx . 

Obtenemos ahora algunas propiedades de la funcion potencial F. De 
la definicion de F, obtenemos 

DF = £>[exp o ( r In)] = [(£> exp) ° (r In)] D(r In) 

= [exp o (r In)] = FrI = rF~ l . 


Es decir, 

6.3 DF = rF- 1 (reR). 


Vemos ahora que la formula (6.3), que fue anteriormente probada para 
enteros primeros, y luego para racionales, realmente se verifica para todos 
los numeros reaies. Para un r real cualquiera, tenemos, ademas, 


6.4 



r+1 

In »(]/]) (r = — 1). 
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Para numeros reales cualesquiera rys, tenemos 

6.5 I r+S = UP, 
ya que, para cualquier x > 0, 

r 

■% r % s — g r x g sinx — £ r ' n * + s * n -* ^(r + s)lnac ^r + s 

Tenemos tambien 

6.6 (/T = r 

ya que para cualquier x > 0, 

(x r ) s = e slnx '’ = e slner '" x = e "in* _ 

Ademas 

6.7 r(x)r(y) = r(xy), 
ya que 

I r (x)U(y) = e r ln x e r ln v = e r(,n x + ln » = /'"<*» = p{xy). 

Las ecuaciones (6.5) y (6.6) se llaman leyes de los exponentes. 

La ecuacion (6.2) nos permite generalizar la formula (4.5) para cualquier 
numero real r 

6-8 ln x* = ln (exp (r ln x)) = r ln x. 

Ahora demostraremos que aunque la funcion logaritmo es una funcion 
creciente con 11m In = go , la funcion logaritmo crece menos rapidamente que 

OO 

cualquier funcion potencial con potencia positiva. Es decir, 

6.9 lim = 0 para a > 0. 

00 / 


Sea b cualquier numero positivo. Entonces para t > 1, tenemos 

t~' < t b ~ l , 

de donde, para x > 1, 

f x dt f x p i v fr 

In x = -< t b -'dt = ~ = — - < i- . 

j * t J i b_ i b b 

Escojamos ahora para a>0un numero b tal que a > b > 0. Entonces 

In x x b ~ a 
0 <-<-, 


y como 11m - = 0, se sigue de ello el llmite (6.9). 

X-* OO b 
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Del llmite (6.9) se sigue que la funcion exponencial aumenta mas 
rapidamente que cualquier funcion potencial /“. La afirmacion es obviamente 
cierta para a < 0 ya que en este caso 1“ no es una funcion creciente. De (6.9), 
para b > 0, tenemos 


In x 
lim - 

x~* co X 


= 0. 


Reemplazando b por 1 /a esto se hace 


lim 

X~* CO 


In x 


= 0. 


De donde, tomando la a-esima potencia de este resultado, tenemos 


lim^=0. 


x-* oo X 


Haciendo ahora x = e y , obtenemos 

6.10 11m 

y—♦ CO 



Nota. El numero e se define a menudo por el llmite: 

e = lim (1 4- h) l,h . 

h~*0 


Para demostrar que este limite es el numero e definido por la ecuacion 4.11 
(pag.668), observamos que 


1 = [£> In] (1) = 


In (1 + fi) - In (1) 

lim-—- 

f.->o h 


= lim - In (1 +h) 
/i-o h 


= lim In (l + h) l,h = In [lim (1 + /i) 1M ] . 

Ji-> 0 /i-0 

El limite del logaritmo es igual al logaritmo del limite ya que la funcion 
logaritmo es continua. Ahora bien. In e = 1 y la funcion logaritmo es 
univalente. De donde 

e = lim (1 + h) i/h . 

h-+ 0 
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7. LOGARITMOS Y EXPONENCIALES DE OTRAS BASES 


En las secciones 4 y 5 introdujimos las funciones logaritmo y exponencial 
con el numero e como “base” —la “base natural” para el logaritmo. En 
esta seccion consideramos otras bases. 

Como 

a x = I x (a) = e xlna = [exp <> (Jin a)] (x) 

para a > 0 y cualquier re R, definimos la exponencial de base a en la 
siguiente forma. 

7.1 Definicion. Para cualquier numero real a > 0, la exponencial de base a, 

exp„, se define por 

exp„ = exp o (/ In a). 

El dominio de exp a es R y el rango de exp a es <0, co>. Para cada xeR, 
exp a x = exp (x In a) = e x ln “ = a x . 

Obtenemos ahora algunas de las propiedades del exp a . De la definicion 
de exp„ se deduce 

D exp„ = D[exp ° (/ In a)] = [(D exp) o (/ ln a)] 0(1 ln a) 

— [exp o (/ In a)] In a — (In a) exp a . 

Es decir, 

7.2 D x a x = a x \na. 

De (7.2) se sigue que la funcion exponencial de base a es continua. Ademas, 
si a es mayor que 1, ln a > 0 y a x ln a > 0, mientras que si 0 < a < 1, 
In a < 0 y a x ln a < 0. Por tanto, de (7.2) se sigue que si a > 1,1a exponen¬ 
cial de base a es una funcion creciente, mientras que si 0 < a < 1, es una 
funcion decreciente (figura 6). 
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De (7.2) obtenemos la formula 


7.3 


a x dx = 


In 


Para cualesquier numeros reales x y y y para a > 0, 

7.4 a x+y =a x a y . 

La ecuacion (7.4) es una generalizacion de (5.5a) y puede obtenerse de (6.5) 
como sigue: 

a x + y = l x+y (a) = I x (a)I y (a) = a x a y . 

Tenemos tambien 

7.5 (a x ) y = a xy 
ya que por (6.6) 

(a x ) y = [. l x ( a )Y = f xy (a) = a xy . 

Para a > 0, b > 0, y x real cualquiera, 

7.6 a x b x = (, ab) x 
ya que, por (6.7), 

a x b x = I x (a) I x (b) = I x (ab) = (ab f. 

7.7 Definicion. Para a > 0 y a b la funcion inversa de la exponencial 
de base a se llama logaritmo de base a, denotado por log„. Es decir, 
log 0 = expo*. 

Notese que como exp! = {(jc, 1 x )} = {(.t, 1)} = 1 no es univalente y no 
tiene, por tanto, funcion inversa, no hay logaritmo de base 1. 

Obtenemos ahora algunas de las propiedades de los logaritmos de base a. 
La primera relacion que obtenemos relaciona el logaritmo de base a con 
el logaritmo natural. Si 

y = log 0 x 


entonces 


x = a = e 


y In a 


Por tanto 


In x = y In a 


y 

7.8 


, In x 

y = logo x = -— . 

In a 
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Como un caso particular de (7.8), tenemos 

7-9 log 0 e = ~. 

In a 

La base 10 es la que generalmente se usa en los calculos. Salvo aviso 
expreso en contra, seguiremos la practica de escribir log x por log 10 x. 
Como con cinco cifras significativas exactas In 10 = 2.3026, tenemos las 
formulas 

7.10 log x = — = J^L = 0.4343 In x 

In 10 2.3026 

y 

7.11 In x = In 10 log x = 2.3026 log x 

para convertir los logaritmos naturales en logaritmos de base 10 y vice- 
versa. 

Usando (7.8), (7.9), y (4.3), obtenemos facilmente las formulas de 
diferenciacion e integration 

7.12 D log„ = D— = —3— = !^l£. 

In a I In a / 


y 

7.13 



r~ (7 In — / ) 
In a 


= I log a - I log a e. 

Como In a > 0 para a > 1 y In a < 0 para 0 < a < 1, se sigue de (7.12) 
que log a es una funcion continua, creciente si a > 1 y decreciente si 0 < a < 1. 
De (4.4) y (7.8) se sigue que 

- XA . / \ l n (*y) In X + In y 

7.14 log, (xy) = — -= - = log„ x + log 0 y . 

In a In a 


Para cualquier numero real r, usando (7.8) y (6.8) obtenemos 


7.15 


log a x r 


In x' _ r In x 
In a In a 


r log a x. 


Las formulas para la derivada y la integral de exp„ y log„ contienen 
todas el factor In a. Cuando se usa la base e, este factor no aparece 
— In e = 1. Vemos de esto que la base natural de los logaritmos y exponen- 
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ciales en el calculo es la base e. Para calculos numericos con logaritmos, 
la base 10 es mas convenience ya que nuestro sistema numerico emplea 10 
como base. Tengase en cuenta, sin embargo, que si hubieramos usado 
alguna otra base para nuestros numeros, supongamos 2, entonces esa base 
es la que serla la mas convenience para los calculos numericos. 

Nunca necesiCamos usar las formulas (7.2), (7.3), (7.12), y (7.13) para 
diferenciar e incegrar exp„ y log a . En lugar de ello, exp a y log a pueden 
expresarse en Cerminos de exp y In por las relaciones 

x x In a 

a = e 


log a x = --, 

In a 

volviendo con ello innecesarias las formulas para exp a y log„. 


7,16 Ejemplo. EncuenCrese D x 10 x . 
SOLUCION. 


D X \0 X = D x e x ""° = (In 10)e x,nl ° = (In 10)10". 


7.17 Ejemplo. EncuenCrese 
SOLUCION. 


10 X dx. 


10 X dx 


1 dx 


e x ' nl ° _ 10 x 

In 10 In 10 


7.18 Ejemplo. EncuenCrese D x log 10 x. 
SOLUCION. 


D x log.o x = D 


In x 


7.19 Ejemplo. EncuenCrese 


In 10 x In 10 
logio xdx. 


Solucion. Usando la formula (4.3) para 



In x 

1 f 

log 10 xdx - 

dx = 

v 

In 10 

In 10 J 


n, lenemos 

1 


In x dx 


In 10 


(x In x — x). 


Problemas 


1. Expresese cada una de las siguienCes relaciones en que aparece exp„ en 
terminos de log a . 

a) 2 3 = 8 b) 7 2 = 49 
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c) 10^= 100 
e) = 9 
9 ) 10' 1 = 0.1 


d) 22 3 = 10 648 
/) 3- 3 = * 
h) 27 2/3 = 9. 


2. Expresese cada una de las siguientes relaciones en que aparece log, en 
terminos de exp. 


a) log 2 8 = 3 

c ) log ]0 100 = 2 

e) log 10 2 = 0.30103 
g) log 8 32 = | 

3. Demuestrese que 


b) log 3 81=4 

d) log 5 125 = 3 

f) l°Sioo 10 = -j 
h) log 2 53 = 5.728 


log. x = 


l°gio * 
logio a 


4. Usando una tabla de la funcion log 10 y la relacion del problema 3, 
calculense: 

a ) log 2 11 b) log 2 22 

c) log 3 4 d) log 3 12 

e) log 3 10 /) log 3 40 

5. Encuentrese la derivada de cada una de las siguientes funciones: 

a) log, ° |/ 3 | 
c) log, ° | cos | 
e ) exp, o sen 
g) x 2 y 

i) log 3 (1 — sen x) 
k) 2 X> 

6. Demuestrese que 
a) lim a x = 1 para a > 0 

jc-»0 

c) a x = <? donde a > 0, a / 1, implica x = y. 

7. Encuentrense formulas de integracion para cada una de las siguientes 
integrales 


b) log 10 o(/ 2 + 2/+2) 
d) exp, o(-l) 
f) sen o exp, 
h) 2 x e x 

/lO^+lO 

J) log 10 


/) log I0 |tanx| 


b) 11m a 


c { 0 para 0 < a < 1 
| oo para a > 1 


a) 


exp 3 o(2 1) 


c) 


exp 2 exp 


b) 

d) 


1 

J 


exp 10 °(|7) 
I exp 3 o/ 2 
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e) cos exp jo sen 


g ) 2 ix dx 


i) 3 x e x dx 


f) sec exp 4 o tan 


h) lj\0 2x dx 


j ) 7 cos x sen x dx 


k ) 2 - X dx 


l ) x 2 3*dx. 


8. FUNCIONES TRIGONOMfiTRICAS 

Recuerdese que en el capitulo 8 obtuvimos formulas para las derivadas 
de las funciones trigonometricas. 

8.1 D sen = cos 

8.2 D cos = — sen 

8.3 D tan = sec 2 

8.4 D cot = — esc 2 

8.5 D sec = sec tan 

8.6 D esc = — esc cot. 

Las formulas de integracion para las seis funciones trigonometricas son: 


8.7 sen = — cos 


8.8 cos = sen 


tan = — 


= — In o |cos| = In o |sec| 


= In " |sen| = — In o|csc| 


sec + tan sec tan + sec 

sec-=-= In o |sec + tan| 

sec + tan J sec + tan 
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» /' 

CSC = 

J . 


CSC cot 4- CSC 
CSC — cot 


lnojcsc — cot |, 


De (8.3)-(8.6), obtenemos las formulas de integration: 


8.13 sec = tan 


8.14 esc = - cot 


8.15 sec tan = sec 


8.16 esc cot = — esc. 


Muchas otras formulas en que aparecen funciones trigonometricas pueden 
manipularse haciendo uso de las distintas identidades trigonometricas. 
Por ejemplo, 


. se, ’‘ ‘ 1 1 


— cos °(2/) 1 rr . ,- rv , 

--—- = - [/-i seno(2/)] 

2 2 


= | [/ - sen cos] 


0 I 2 f 1 + cos°(2/) 1 ri -i 

8.18 cos =-= - [/ + sen cos]. 


Tambien se tiene 


tan = (sec — 1) = tan — I 


cot 2 = (esc 2 - 1) = - cot - I. 


Entre los problemas encontraremos otras relaciones. 
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Problemas 

1. Encuentrese cada una de las siguientes integrales: 


a) 


c) 


e) 


9) 


0 


k) 


m ) 


o) 


9) 


s) 


sen 2x dx 


tan bx dx 


cot 2x dx 


esc 3 xdx 


tan sec 


2 cos 


sen 


X X 

cot - sen - dx 
2 2 


cos sen 


dx 

cos 2 x 


sen 3.x dx 


u) esc 2 4 xdx 


* 5ir/4 

w) I sec 

' 3u,/4 


y) cot 3 OdO 


b ) x cos x 2 dx 


d) sec 3x tan 3 xdx 


/) x 2 sec 2 x 3 dx 


h) 


cos 

1 + sen 


j) J sec (4x + 2)dx 
/) j sec 2xdx 


n) 


P ) 


/•) 


sen cos 

x 2 x . 
tan - sec -dx 
2 2 

n 

(sen + cos) 2 


t ) (tan + cot) 2 


v) 


tan* 2 tdt 


x) | cos 4 sen 

z) 


sen 


cos 


684 Cap. 14 Funciones elementales 



2. La identidad 


sen 2 x + cos 2 x = 1 

puede usarse para transforniar el integrando de una integral de la forma 

sen m x cos" xdx m, n > 0 

en un polinomio en sen x por cos x = D x sen x en el caso de que n sea 
impar o en un polinomio en cos x por — sen x = D x cos x cuando m 
sea impar. Cuando ambos, m y n, sean impares, cualquiera puede serusada. 

a) Verifiquese que 


sen 5 xdx = 


(sen 2 x ) 2 sen x dx = 


(1 — cos 2 x ) 2 sen x dx 


( 1—2 cos 2 x + cos 4 x) sen x dx 


= — cos X + f cos 3 x — | cos 5 X . 


b) Verifiquese que 

sen 2 x cos 3 xdx = i sen 2 x(l - sen 2 x) cos xdx 


= J (sen 2 x — sen 4 x) cos x dx = 3 sen 3 x — } sen 5 x. 
3. Osese el metodo del problema 2 para encontrar 


a) sen 3 x cos 4 xdx 


b) 


j sen' t ci 


cos tdt 


f*/ 3 

c) cos 3 20 sen 20dO 




d) sen 2 x cos x tan 2 x dx 


e) 


sen 3 x sec 2 x dx 


f ) 


tan 2 x cos 3 x sen 2 xdx . 


4. La identidad 


tan 2 x +1 = sec 2 x 

puede usarse para convertir el integrando de una integral de la forma 
tan m x sec" xdx m, n ^ 0 
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en un polinomio en sec x por tan x sec x = D x sec x si m es impar o en 
un polinomio en tan x por sec 2 x = D x tan x si n es par. Cuando se tiene 
que m es impar y n es par, cualquiera puede ser usada. tJsese este metodo 
para encontrar 


a) sec b xdx 


b) sec 3 x tan 3 xdx 


c) 


e ) 


sec 4 2x tan 4 2xdx 


d) tan 3 x sec 4 xdx 


sen 2 x 


cos 4 x 


dx 


n | V 


tan x sec x dx 


5. Usese un metodo analogo al del problema 4 para encontrar 


a) 


esc 3 x cot 3 x dx 


b) 


esc 2 xdx 


c) cot 3x esc 3 3xdx 


d) cot 5 x esc 4 xdx. 


6. El metodo del problema 2 no es aplicable a integrales del tipo 

sen* x cos" x dx 

cuando tanto m como n son pares. En este caso las identidades 

2 1 - cos 2x 

sen x = - 


y 


cos 2 x = 


1 + cos 2x 
2 


pueden usarse para reducir el integrando a una forma que pueda manejarse 
con facilidad. Verifiquese que 

1 — cos 2x /l + cos 2x 

1 \ 2 




8 


(1 + cos 2x - cos 2 2x - cos 3 2x)dx 
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-SJ[ 

= ll"x _ 1 

~ 8 L 2 8 


. „ 1 + cos4x .. 2 . . . , 

l+cos2x---(1 — sen 2x)cos2x ax 


sen 4x + - sen 3 2x 
6 


]• 


7. Osese el metodo del problema 6 para encontrar 


a) j* sen 2 x 


cos 2 x dx 


b ) sen* x cos 2 x dx 


c) 


(sen x + cos x) 2 dx 


d) (1 + sen 2x) 2 dx . 


8. Osense las identidades 

sen A cos B = ^[sen (A — B) + sen (/I+ 2?)] 
sen A sen B = ^[cos (A — B) — cos 04 + 5)] 
cos A cos B = H cos 04 — B) + cos (A + 5)] 


para encontrar 

a) I" sen 6x cos 4xdx 


1 


b ) sen8xsen3xdx 


c) cos4xcos5xdx 


d ) 


sen 2x cos 3 xdx. 


9. Usese el metodo del problema 8 para mostrar que si m y n son 
enteros positivos, entonces 

. f* , [ 0 si m # n 

a) sen mx sen nx dx = 1 

J-* [n si m = n 


b) 


c) 


sen mx cos nx dx = 0 


cos mx cos nx dx = 


0 si m ^ n 


n si m —n 

\ 

10. Escribiendo 

tan" x = tan" -2 x tan 2 x = tan" -2 x(sec 2 x— 1) 
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puede obtenerse la formula de reduccion 


tan"xdx = -tan" 1 x - tan "' 2 xdx 

n — 1 


a) Derlvese la anterior formula de reduccion. 


b) Encuentrese tan 4 xdx. 


c) Encuentrese tan 5 xdx. 


11. a) Derivar una formula de reduccion como la del problema 10 para 

j cot" x dx . 


b ) Encuentrese cot 3 xdx. 


c) Encuentrese cot 4 xdx. 


12. Encuentrense cada una de las siguientes integrales 


a) cos xdx 


c) (sec x + esc x) dx 


e) x/ sen cos3 


sec 2 x 


o 1 4 sen 


d) cot 2 sen 


0 tan 3 


k) (tan — cot ) 3 


m) sec 6 


sen 2 x 

./ ) ——— dx 

J sen x 


h) ' sen 5x cos 2xdx 


j) sen 2 x cos 4 xdx 


/) (>/sen 2 x - cos 2 x) 2 dx 
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9. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Las funciones trigonometricas son funciones periodicas. Las funciones 
tangente y cotangente tienen periodo n y las restantes funciones trigono¬ 
metricas tienen periodo 2ri. Una funcion periodica no es univalente. Por 
ejemplo sen {2nn + x) = sen x para todo entero n, luego hay infinitos pares 
ordenados en la funcion seno con el mismo segundo elemento. Como las 
funciones trigonometricas no son univalentes, no tienen funciones inversas. 
Sin embargo, si restringimos adecuadamente el dominio de definicion de 
cada una de las funciones trigonometricas obtenemos nuevas funciones 
restringidas que si son univalentes. Las inversas de estas funciones restrin- 
gidas seran llamadas funciones trigonometricas inversas. 

Por conveniencia, introducimos la notacion f c para la funcion restringida 

f e = {(*, fix)) | xe‘S) f n 8 }. 

Es decir, f es la funcion con dominio Dy n £ y la misma regia de correspon¬ 
dence que /. 

9.1 Definicion. a) sen £ donde 8 = [ — n/2, nj2 ] es una funcion univalente 
cuya inversa llamada seno inverso o arco seno, sen* = arcsen, tiene 
dominio r J) arcsen = [-1, 1] y rango :« arcsen = [-w /2 , nil}. 

b) cos £ donde 8 = [ 0 , it] es una funcion univalente cuya inversa, llamada 
coseno inverso o arco coseno, cos* = arccos, tiene como dominio 
Grecos = [- 1, 1] y rango 3t arccos = [0, n}. 

c) tan E donde 8 = < — n/2, n/2} es una funcion univalente cuya inversa, 
llamada tangente inversa o arco tangente, tan £ * = arctan, tiene dominio 
'Ajrcian = <- 00 , oo> y rango tR arclan = (-n/2, n/2). 

Las funciones arco cotangente, arco secante, y arco cosecante se usan 
rara vez. Solo por afan de hacer una exposicion completa las incluimos. 

cot e donde 8 = < 0 , n~) es una funcion univalente cuya inversa, a la que 
llamaremos cotangente inversa o arco cotangente, cot* = arccot, tiene 
dominio D arcco , = <-oo, co> y rango .‘li arccot = < 0 , n). 

sec £ donde £ = [ — n, —n/2} u [ 0 , n/2} es una funcion univalente cuya 
inversa, llamada secante inversa o arco secante, sec* = arcsec, tiene 
dominio 'i) arcsec = <- oo,-l]u[l,oo>y rango tf arcscc = [ - n, - 7 r/ 2 >u [ 0 , n/2}. 

csc e donde 8 = <— n, — njl ] u < 0 , n/2] es una funcion univalente cuya 
inversa, llamada cosecante inversa o arco cosecante, esc* = arccsc, tiene 
dominio r J) arccsc = <- oo,-l]u[l,oo>y rango .‘)l arccsc =<-*,- tt/ 2 ] u < 0 , n/2], 

Tenemos la siguiente interpretacion geometrica del arco seno y del 
arco coseno. 

Dado un numero ye[— 1, 1], hay un punto unicamente determinado 
P = (x,y) sobre la circunferencia unitaria en los cuadrantes 4°- o I? con y 
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como su ordenada (figura 7). Entonces, 
arcsen y es la distancia del punto P 
medida a lo largo de la circunferencia 
al punto (1, 0). Si y = sen u. entonces 
u = arc sen y es esta distancia, donde 
la distancia se mide yendo a no mas 
de un cuarto de revolucion de (1,0). 
El numero u es la longitud del arco 
desde i = (1,0) hasta P = (x,y). Es 
decir, u es una medida en radianes del 
angulo desde i a P. 

Dado un numero xe[—1,1] hay 
un punto unicamente determinado 
P = (x , y) sobre la circunferencia unita- 
ria en el 19 o 29 cuadrante con x como su abscisa (figura 7). Entonces, arccos x 
es la distancia del punto P al punto (1,0) medida a lo largo de la circunferencia. 
Si x = cos u, entonces u = arccos x esta es distancia cuando se ha medido 
no yendo a mas de media revolucion de (1, 0) en la direction positiva. 


u = arcsen y u = arccos * 
FIGURA 7 


Nota. Los dominios de definition de las funciones trigonometricas 
podrian restringirse de formas distintas a las aqui escogidas para obtener 
funciones univalentes y las funciones inversas luego definidas. Sin 
embargo, las elecciones aqui hechas para el seno, coseno, tangente y 
cotangente son las mas comunmente usadas. Nuestra eleccion para 
las funciones secante y cosecante fue dictada por la conveniencia de 
obtener funciones inversas con formulas de derivation sencillas. Sin 
embargo, esta eleccion tiene la desventaja de que las formulas 

arcsec = arccos o/" 1 


y 


arccsc = arcsen ° / ~ 1 


se verifican solamente sobre [1, oo>. Si resulta mas ventajoso que estas 
ultimas formulas se verifiquen sobre todo el dominio de arco secante y 
arco cosecante, entonces la secante debe restringirse a [0, n/2} u <7t/2, n] 
y la cosecante a [ — n/2, 0) u <0, n/2]. Si hacemos esto en la formula 
de la derivada aparecen valores absolutos. 

Nota. La notacion sen -1 es a menudo usada para denotar la funcion 
arcsen. Un inconveniente de esta notacion es que como sen r se usa 
para denotar potencias de la funcion seno, no es claro cuando r = — 1 

si lo que se quiere representar es la funcion arcsen o — = esc. El 

procedimiento usual en este caso es adoptar la convencion de que la 

1 

potencia — 1 debe escribirse siempre — = esc. 


690 Cap. 14 Funciones elementales 











J 2 

Solucion. Si x = arcsen —— , entonces sen x 

Jl 

donde x = arcsen — = n/4. 

9.3 Ejemplo. Encuentrese arctan 5.00. 

Solucion. Si x = arctan 5.00, entonces tan a: = 5.00 y xe( — n/2,n/2y. 
En una tabla (en radianes) de funciones trigonometricas, encontramos que 

tan 1.37 = 4.913 y tan 1.38 = 5.177. 

De donde tenemos la aproximacion arctan 5.00 = 1.37. 

9.4 Ejemplo. Demuestrese que cos = arcsen = v 1 — 7 2 sobre [—1, 1], 
Solucion. (Figura 14.) Si u — arcsen y, entonces sen u — y donde 



FIGURA 14 


pe[— 1, 1] y we[ — n/2, n/2], De la identidad sen 2 u + cos 2 u — 1, tenemos 
cos u = yj 1 — sen 2 u donde la solucion no negativa se escoge porque 
ue[ — n/2, n/2] implica que cos u 5= 0. De donde cos u = v 1 — sen 2 u = J l —y 2 
y cos o arcsen = v 1 —/ 2 sobre [—1, 1]. 

9.5 Ejemplo. Demuestrese que si a > 0, entonces 

X 

arcsen - para x e [0, a] 
a 

— arcsen - para xe[ — a, 0] . 
a 
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Solucion. Sea 


y = arccos 


\/a 2 -) 


la 2 -x 2 


Como -- ^ 0, ye[0, 7i/'2] y 


/ 2 2 

v ^ r 2 

cos y = -- = yj 1 - sen y 

a 


mientras que 


= y/l — cos 2 y = l 


a 2 —x 2 lx 2 lx\ 


Si ;ce[0, a], |jc| = — x y 


X X 

sen y = - o y = arcsen - . 

, a a 


Si xe[ — a, 0], |x| = —xy 


— X X 

sen y — —, - = — sen y = sen (— y) 

a a 


x x 

— y = arcsen -, y = — arcsen -. 

a a 


Usando el teorema 2.4 (pag. 658), podemos mostrar que 
9.6 D arcsen = —sobre < — 1, 1) 


D arccos = 


sobre < — 1, 1) 


D arctan = 


— sobre < —oo, oo> 

t 2 


D arccot 


- sobre < — oo, oo> 
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9.10 D arcsec = - =L= sobre < — oo, - 1) u < 1 , oo) 

V/ 2 - 1 

9.11 D arccsc = - . 1 sobre <-oo, - 1 > u <1, oo) . 

/Vf 2 -i 

Prueba de 9.6. Como la funcion seno es diferenciable con derivada 
distinta de cero sobre < —tt/2, nj 2), por el teorema 2.4 la funcion arco seno 
es diferenciable sobre <— 1 , 1 ) y 

D arcsen =---= -5- sobre < — 1, 1). 

(D sen) o arcsen cos o arcsen 

Por el ejemplo 9.4, cos arcsen = yjl —~I 2 sobre < —1, 1) y la ecuacion 9.6 
se sigue. 

Prueba de 9.8. Como la tangente es diferenciable con derivada distinta de 
cero sobre < — n/1, nil'), por el teorema 2.4 arctan es diferenciable sobre R y 

1 1 

D arctan =-= —-- 

(D tan) arctan sec 2 °arctan 

__ 1 __ 1 

(1 + tan 2 ) = arctan 14-/ 2 

Prueba de 9.10. Como la secante es diferenciable y tiene derivada no nula 
sobre < — tt, - nil) u <0, n/1), por el teorema 2.4 arcsec es diferenciable sobre 
<-oo, - 1 > u < 1 , oo) y 

1 1 

D arcsec = —-—- = - 

(D sec) arcsec (sec tan) arcsec 


1 

(sec arcsec)(tan • arcsec) 

Si y = arcsec x, entonces x = sec_y con y€[ — n, —n/1) u [0, n/1). De 
donde tan y > 0 y tan y = yj sec 2 y — 1 de modo que tan o (arcsec x) = Jx 2 — 1 
o tan o arcsec = •Jl 2 — 1 sobre < — oo, — 1] u [1, oo). Por tanto 

D arcsec = - .1 _= sobre < — oo, — 1) u <1, oo). 

ijl 2 - 1 

Las pruebas de las formulas restantes son completamente analogas y se 
dejan para el estudiante (problema 5). 
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Basandose en las formulas 9.6 a 9.11 pueden obtenerse facilmente las 
formulas de integracion: 


9.12 


dx x x 

— ■ = arcsen - = — arccos -, a > 0 

-J a 2 —x 2 a a 


9.13 


dx 1 x 1 x 

= - arctan - =-arccot - 

a a a 


a 2 +x 2 a 


9.14 


dx 1 x 1 x 

— 1 = = - arcsec - =-arccsc -, a > 0. 

Xy/x 2 -a 2 a a a a 


9.15 Ejemplo. Encuentrese la derivada de / si 


/ (x) = arcsen : 


Solucion. D x arcsen - = 
a 


1/a 


a Ja 2 -x 2 


1 


J a 2 —x 2 

-1 


Ja 


2 x 2 


si a > 0 


si a < 0. 


9.16 Ejemplo. Encuentrese 


I 


e x dx 


s/25- 


Solucion. Usando el metodo de integracion por sustitucion con 
t = u(x) — e x , u'(x) = e x , la integral indefinida 

e x dx 


u’(x)dx 

s/25~e 2x J J5 2 -u 2 (x) 


queda reemplazada por 


dt t 

= arcsen - 


V5 2 - 
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Por tanto, reemplazando t por e x en la anterior formula, tenemos 


f e x dx e x 

— — = arcsen — . 

\/25 — e 2x 5 


9.17 Ejemplo. Evaluese 


2 xdx 
0 x 4 + 16 ' 


Solucion. Usando el metodo de integracion por sustitucion y haciendo 
t = u(x) = x 2 3 , tenemos u'(x ) = 2x, w(0) = 0, y u(2) = 4. Entonces 


2 x dx 

2 \u'(x)dx 1 

* 4 dt 

Jo x 4 +16 

0 m 2 (x)+ 16 2 , 

0 t 2 +4 2 


1 *T 

= - arctan - 
8 4jo 


= - [arctan 1 — arctan 0] = tt/32 . 


Problemas 


1. Encuentrense 

a) arcsen (— v /2/2) 
c) arccos(-i) 
e) arctan 0 
g) arcsec v /2 
i) arcsen (3/4) 
k) arccos 0.90 
m) arctan 0.25 


b) arctan 1 
d) arcsen ( N /3/2) 

/) arccos (—1) 
h) arccot(-l) 
j) arctan r 5 - 2 - 
/) arcsen (-0.7833) 
n) arccos ( — 0.30). 


2. Demuestrese que 

a) sen oarccos = ^/l —I 2 sobre [— 1, 1] 

b) sec o arctan = 1 +I 1 sobre R 

c) cot o arccsc = v // i — 1 sobre < — 00 , — 1] u [1, 00 ) 

d) esc o arccot = ^/l +I 2 sobre R. 


3. Demuestrese. que 

a) x = sen y implica y = (— l)* 1 arcsen x + kn para algun entero k. 

b) x = tan y implica y = arctan x + kn para algun entero k. 

para algun 

entero k donde [ ] denota la funcion maximo entero contenido. 


c) x = cos y implica y = (— ])* arccos x + 2n 
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4. Demuestrese que si a > 0 y xe[ — a, a], entonces 


x n x 

arcsen - =-arccos - . 


a 2 a 


Sugerencia. LJsese la identidad sen — yj = cosj o (9.6) y (9.7). 

5. Pruebense (9.7), (9,9), y (9.11). 

6. Veriflquense (9.12), (9.13), y (9.14) diferenciando elsegundo miembro 
en cada caso. 

7. Encuentrese /'(x) para cada una de las siguientes funciones: 

2 


a) f(x) = arcsen - 
c) f(x) = arcsen (cos x) 
e ) f(x) = arcsec x 2 


b) /(x) = arclan — 

4 

d) f(x) = arccos 1/x 
x — 1 

/) /(x) = arccot --. 


8. Veriflquense cada una de las siguientes formulas. (Observese que 
leldas de derecha a izquierda son formulas de inlegracion.) 


a) D x \ — arctan 
\ !b 


ax — b 


xj ax — b 


b ) D x 


2 Jax+b 2 jad — bc jc(ax + b ) 

-x- I -arctan ' - 




ad — be 


Jax + b (ad—be 


cx + d 


> 0 


c) D x \- J a - x H-arcsen 

1 2 2 


j = Ja 2 -x 2 (a > 0) 


d) D } 


2 2 ax + b 

arctan 


J A ac — b 2 


1 


e) D x arccos 


p — x 


J4ac-b 2 J ax 2 + bx + c 

1 


( b 2 < 4 ac) 


P / ^Jlpx — x 2 
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/) D x 


Vx 2 -a 2 


2 a 2 x 2 2 a 


1 

H-- arcsec xja 1 = 


x\/x 2 -u 2 


g) d x \ - 


V-a 2 


H-arcsec xja 

2x 2 a 


1 


V x 2 ~a 2 


h) D x {x arcsen x 4-^/1 —x 2 } = arcsen x 

i) D x {x arccos x-j\-x 2 } = arccos x 

j) At {•* arctan x-2 In (I + x 2 )} = arctanx. 


9. Encuentrese 
dx 


a) 

c) 

e) 

g) 

') 

k) 

m) 

o ) 


V9-x 2 

dx 


3 X*J X 2 —9 

’ 3 x dx 
o 9+x 2 

dx 


X\/x 4 -9 

1 

V16 — 9/ 2 

i 


v9/ 2 — 225 

_1_ 

■>/ 5 + 41 — I 2 

2 x — 5 


4x + 25 


dx 


b) 

d) 

f) 

h) 

j) 

D 

n) 

P) 


dx 

9 + x 2 
x rix 


V 


9-x 2 


x dx 
\/9 — x 


dx 


-5/2 25 +4x 2 

1 


V > - 2 / 2 


/ —4/+ 13 


e*dx 


0 V4-e 2jc 

2x —3 
x 2 —4x+ 13 


(fl>0) 


(a > 0 ) 


dx. 


10. Un arbol de 7.63 metros de altura se encuentra en la cima de una 
colina de 9.15 metros de altura. Si el ojo de un observador se encuentra a 
1.53 metros del suelo, ^a que distancia debe encontrarse de un punto 
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directamente bajo el arbol para que sea maximo el angulo formado por 
las visuales a la base y a la copa del arbol ? 

11. Un aeroplano esta volando a 482.70 kilometros/hora en llnea recta 
y vuelo de altura constante. El punto mas proximo de su trayectoria de 
vuelo a una antena de radar esta a 16.09 kilometres de ella. i A que velocidad 
debe cambiar el angulo de la antena para seguir la posicion del aeroplano 6 
minutos despues que dste paso por el punto mas proximo a ella? 


10. DII ERENCIACION LOGARITMICA 

En el calculo de la derivada de productos, cocientes y potencias de 
funciones cor. frecuencia es de gran ayuda tomar el logaritmo del valor 
absoluto de la funcion y diferenciar luego. Este metodo, conocido como 
diferenciacion logaritmica, se ilustra en los siguientes ejemplos. 

10.1 Ejemplo. Encuentrese f'(x) si 

= (sen x)Jx 2 + 2 
J (3 —x 3 ) 5/3 ' 


Solucion. Tenemos 


In|/(x)| = In 


[ |sen x| yjx 2 + 2 | 

1 |3 — x 3 | 5 ' 3 J 


= In |sen x| + i In (x 2 + 2)—^ In 13 — x 3 1. 
Diferenciando obtenemos 


o 


D x In l/(x)l = 

J(x) 


cos x 2x 5(—3x 2 ) 
- 1 - 2 _—_ I 

sen x 2(x 2 +2) 3(3— x 3 ) 


fix) = f{x) 


{cos X 
{sen x 


+ 




(sen x) Jx 2 + 2 {cos x x 5x 2 1 
(3—x 3 ) 5/3 {sen x x 2 + 2 3 —x 3 J 


10.2 Ejemplo. Encuentrese /'(x) si 

f(x) = u(x) Hx) 
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donde u y v son funciones diferenciables y u es una funcion positivamente 
valuada. Daremos dos metodos equivalentes de solucion. 

Solucion 1. De acuerdo con la definicion 7.1, 

fix) = u(x)' ,x) = e v{x)lnu(x) . 

Por tanto, por 5.2a (pag. 672) y la regia de la cadena, 

fix) = e v,x) ' nu(x> L'(x) In uix)+uix) 1 — I 

1 «(x)J 

= Uixf x) jp'(x) In u(x) + t-(x) 

I u(x)J 

= i/(x) l;< * ) v'ix) In i/(x) + p(x) u(x) t<jr) ~' i fix). 

Solucion 2. Tomando el logaritmo de fix), tenemos 

In fix) — In uixf x) = u(x)ln ufx), 

de modo que al diferenciar obtenemos 

f'(x) ,, ,, , x , , , u’ix) 

—— = v (x) In u(x) + vix) - 

Jix) u(x) 

0 

f'(x) = fix) jn'O) In u(x) + e(x) 

l uix) J 

= u (x) ,u) v’(x) In u(x) + u(x) u(x) B(j “ _1 u'(x). 


Problemps 

1. Usando la diferenciacion logaritmica, encuentrese la derivada de 
cada una de las siguientes funciones. 


a) fix) = xjx 2 + 1 
c) fix) = 


xV 


(x 2 —1) 5/3 sen x 


e) fix) = 


1 — COS X 
1 + COS X 


b) fix) = (x-l) ,/2 (x+l) 3/2 


d) fix) = 


(sen x) yj 1 + cos 2 x 


tan x 


j) m = 


V 


/ x 2 + a 2 
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2. Encuentrese f'(x) para cada una de las siguientes funciones. 


a) f(x) = x x , x>0 

b) f{x) = (sen x) c0SX , xe[0, n} 

c) f^) = (In x)*, x>l 

d) f{x) ^ x*\ x>0. 


11. FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Ciertas combinaciones de funciones exponenciales se presentan con 
tanta frecuencia en las aplicaciones que merecen que se les de un nombre. 

11.1 Definicion. Las funciones seno hiperbolico y coseno hiperbolico 

estan definidas por las relaciones 

e x — e~ x , e x + e~ x 

senh x = --, cosh x = --. 

2 2 

Otras funciones hiperbolicas estan definidas en terminos de senh y 
cosh de forma analoga a la en que tan, cot, sec, y esc estan definidas en 
terminos de sen y cos. 

senh x 

tanh x = - 

cosh x 


cosh x 

coth x = - 

senh x 


sech x = -— 

cosh x 


csch x = -. 

senh x 

En las figuras 15, 16, y 17, respectivamente, mostramos las graficas de 
las funciones seno hiperbolico, coseno hiperbolico y tangente hiperbolica. 
En la mayor parte de las tablas matematicas pueden encontrarse valores 
de estas funciones. 

1 Lo de “hiperbolico” en el nombre de las funciones, viene del hecho de que las 
funciones hiperbolicas guardan relaciones con la hiperbola x^—y 2 — 1 analogas a las 
existentes entre las funciones trigonom^tricas o circulares y la circunferencia x^ + y — 1. 
Vease, por ejemplo, “Deferential and Integral Calculus de R. Courant, Interscience 
Publishers, New York, Nueva York, vol. 1, pag. 188, 1937. 

Funciones hiperbolicas 701 




o 

FIGURA 18 


Problemas 

1. Establezcanse las siguientes identidades: 
a) cosh 2 x - senh 2 x = 1 b) tanh 2 x + sech 2 x = 1 

c) coth 2 x-csch 2 x = 1 d) senh (-x) = - senh x 

e) cosh ( —x) = cosh x /) tanh(-x) = - tanh x 

9) senh (x±y) = senh x cosh y + cosh x senh y 

h) cosh (x + y) = cosh x cosh y ± senh x senh y 

i) senh 2x = 2 senh x cosh x 
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j) cosh 2x = cosh 2 x + senh 2 x 

k) 2 senh 2 (x/2) = cosh x - 1 
/) 2 cosh 2 (x/2) = cosh x + 1 . 

2. Establezcanse las siguientes formulas de derivacion: 

a) D x seuh x = cosh * b) D x cosh x = senh x 

c) D x tanh x = sech 2 x d) D x coth x = — csch 2 x 

e) D x sech x = — sech x tanh x /) D x csch x = — csch x coth x. 

3. Las funciones seno hiperbolico y tangente hiperbolica tienen funciones 

inversas denotadas por arcsenh = senh* y arctanh = tanh* respectivamente. 

a) Demuestrese que arcsenh x = In 

b) Demuestrese que arctanh x = \ In 


(x + Vx 2 +l). 

1 + X 
1 -X 


, |x| < 1. 


12. EL TEOREMA DE TAYLOR. LA APROXIMACI 6 N DE LAS 
FUNCIONES POLINOMIALES 

En nuestras consideraciones sobre funciones elementales hemos estudiado 
las propiedades de muchas de estas funciones, pero en la mayor parte de 
los casos no hemos dado metodo alguno para calcular sus valores. Por 
ejemplo, ia que es igual sen \ o exp (1) = el Realmente lo que queremos 
conocer es: £cual es una aproximacion decimal de sen \ y de exp(l)? 
Como los valores de una funcion polinomial son faciles de calcular —basta 
tan solo efectuar un numero finito de multiplicaciones y adiciones— si 
pudieramos aproximar estas funciones elementales por funciones polino- 
miales, entonces tendriamos un metodo sencillo para determinar valores 
aproximados de estas funciones. 

Un metodo tal es exactamente el de aproximacion por el uso de diferen- 
ciales. Si / es diferenciable sobre un intervalo 3 y x 0 €3, entonces, para 
cualquier punto x 0 + he2, 

f(x 0 + h) = /(x 0 ) + hf (x 0 ) + h<p (x 0 ; h) 
donde 11m q>(x 0 ; h) = 0; o, lo que es equivalente, para cualquier p/into xe3 

h -*0 

12.1 /(x) = /(x 0 )+/'(x 0 ) (x — x 0 ) + [j/ (x 0 ; x) (x-x 0 ) 

donde Urn \f/(x 0 ; h) = 0. La formula (12.1) nos dice que el valor de J en 

x~*xo 

cualquier punto xe$ es el valor del polinomio de primer grado 
f( x o)+f’( x o) (l— x o) en x m & s un termino (el termino del error) que es 
pequeno cuando x esta proximo a x 0 . 
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Es deseable extender este metodo de aproximacion, ya que por lo anterior 
no tenemos ninguna forma de estimar la magnitud del error y el uso de un 
polinomio de primer grado puede que no nos de una precision suficiente 
en un problema dado. En esta seccion desarrollamos una formula para 
aproximar funciones por polinomios de grado arbitrario con una expresion 
para el termino del error que nos permitira estimar hasta que punto es 
buena nuestra aproximacion. 

El polinomio aproximativo /(*<>)+/'(* 0 ) (/- x 0 ) usado en el metodo de 
la diferencial es un polinomio cuyo valor en ,v 0 es f(x 0 ) y cuya derivada 
en Xq es f'(x 0 ). Esto nos sugiere que podrlamos aproximar / por un 
polinomio P de grado n que tuviera la propiedad de que los valores de P y 
sus primeras n derivadas coincidieran con los de / en x 0 ; P(x 0 ) = f(x 0 ), 
P ( x o) = f'(x 0 ), •••> P { "\x 0 ) = / ( " ) (x 0 ). Desde luego, para tener una 
aproximacion tal para f, f debe ser diferenciable n veces en x 0 , y, en este 
caso, hay solamente un polinomio tal. Sus coeficientes pueden determinarse 
como sigue. 

Sea P = I a k (I-x 0 ) k 

k = 0 

un polinomio tal. Entonces 


y, como 


/Oo) = P(xo) = a 0 


p(m) _ ^ 


/<! 


k=m (k — m )! 


a k ([~x of 


m = 


J m (x 0 ) = P [m, (x 0 ) = in ! a n 


De donde P = ^ •-—^(/-x 0 )‘, donde /' l01 = /'. 
k = 0 k\ 


Una expresion util para el termino del error cuando aproximamos una 

" f {k) (x ) 

funcion / por el polinomio P = ^ viene dada por el 

k= 0 X. 

teorema de Taylor. 

12.2 Teorema. (Teorema de Taylor.) Si f tiene derivadas continuas hasta 
las de orden n+ 1 inclusive sobre el intervalo 3, entonces, para cualquier xe 6, 
si .Y 0 e3, se tiene 


12.3 


£ /“’(xo). 

k = 0 


f( x ) = I — {x~x 0 ) k +R n (x) 


k\ 


donde R n (x ) = — 
n ! 


f" +l \t)(x-t) n dt. 
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Prueba. Como existe el numero necesario de derivadas de / en x 0 , es 
claro qiie f{x) puede escribirse en la forma (12.3). Esta expresion simplemente 
define R„ (a) : 


n /■(*) 


R n (x)='f(x) - X LJ? 2 >( X - X0 ) k . 

k = o k\ 


Lo que debemos probar es que R„(x) = -- dt. Si hacemos 

J x 0 n ! 

g{ 0 = Z / W (0 ——— . entonces g (x) = f(x) y g (x 0 ) = Z — 
* = o k ! k = o k! 


(x — x 0 ) k , de donde 


K(x) = g(x)-g(x 


o) = P g' 
J -*0 


Como / tiene derivadas continuas hasta las de orden («+l) inclusive 
sobre 3, sabemos que g' es continua sobre el intervalo cerrado de puntos 


extremos x 0 y x, y de aqui que 


g' existe. En realidad 


ff’(0 - J'( 0 + Z 


(*)/ A /•(*+l)/.\ (•* 


-r\t) 


(k-iy. 


Ax-t) 


+ ./'* (<) 


k- ! n + 1 


r] 


= /'(o-/'«) - z .ruy~^-- + z / u> (o 

* = 2 (A: — 1)! k = 2 


k\ 

(x-t) k -' 

(k-\y. 


_ y (B+1 >(j) iZ_Z 

>7 l 


Por tanto, 

R,W = - r f' n+l) (t)(x-tydt. 
n ! J* 0 

Lo que completa la prueba del teorema de Taylor. 

La formula (12.3) en el teorema de Taylor se llama formula de Taylor 
respecto al punto x 0 y al termino R n se Ie llama residuo. Considerando la 
formula de Taylor como una formula para la aproximacion, si hacemos 
= |7?„|, entonces llamamos a E n error de truncamiento. Si hacemos n = 1 
en el teorema de Taylor, tenemos una formula por aproximacion por 
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diferenciales con una expresion para el residuo que es adecuada para 
estimar el error de truncamiento: 


12.4 


f{x) = f(x 0 )+J"(x 0 ) ( x-x 0 ) + 


fit) ix — t)dt 

Xo 


= /(-x 0 ) + c//(x 0 ; X Xq) + 


X 

f"il)ix-t)dt. 


12.5 Ejemplo. Obtengase un valor aproximado de yj 265 por el metodo 
de la diferencial y determinese una cota para el error de truncamiento. 


Solucion. Sea/ = / 1/2 ; entonces/' = \1 1/2 y f" — — \l 3/2 .Como/"es 
continua sobre <0, oo> tenemos: 


v'x = sjx o + 


. x-x a 


2\/^o 


t 3,I (x-t)dt 


= _ 1 f' t~ 3l2 ix-t)dt. 

2 y' x o 4 J xo 


El numero ,v 0 debe tomarse cercano a J265, pero, al mismo tiempo, debe 
escogerse de modo que v 'x 0 sea facil de calcular. Escogiendo x 0 - 256, 
obtenemos 

-265 

C 3/2 {265-t)dt. 

256 


265 = 2 -^±- 256 - 1 

v 52 4 


As! pues es una aproximacion para J 265 con un error de truncamiento 


(-265 


£. 


1 


r 3,2 {265-t)dt a 

256 4(256) 3/2 


265 


(265 -t)dt 


16,384 2 

Como -.003 < R t < 0 y 16.281 < < 16.282, 

16.278 < y/265 < 16.282. 

Podemos decir que v '265 = 16.28 tiene correctas dos cifras decimales. 
Decir que v ; 265 es 16.28 con dos cifras decimales correctas significa que 

16.275 < x /265 < 16.285. 
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Si se desea una mejor aproximacion para j 265, podemos escoger 
x o = (16.28) 2 , el cuadrado de la anterior aproximacion y proceder como 
anteriormente. Entonces 


V 265 = 


265+265.0384 

32.56 


1 f 265 

4 J 265.0384 


r 3,2 (265-t)dt. 


Asi pues 




530.0384 

32.56 

1 f 265 

4 , 265 . 


es una aproximacion a ^265 con un error de truncamiento 


,- 3/2 


(265 — t)dt < 


1 


4(256) J/2 J 265.0384 


(265 — t)dt 


.00147456 

32768 


< .000,000,05. 


Como 


.000,000,05 < R, < 0 
16.278,820,63 < 


y 

530.0384 

32.56 


< 16.278,820,64, 


obtenemos 

16.278,820,58 < v '265 < 16.278,820,64. 

As! pues y/265 = 16.278,820,6 tiene 7 cifras decimales correctas. 

Usando el teorema del valor medio para las integrales (teorema 8.4, 
pag. 571), podemos expresar el residuo R„ en otra forma que es en muchos 
casos mas conveniente. 

*„(*)=- r f ( " +i> (t)( X -t) n dt 

n ! Jxo 


f <n+l) (c) 
n ! 



(x — t) n dt 


12.6 


/ (n+1) (c) 

(n + 1)! 


(x-x 0 y 


para algun punto c entre x 0 y x. Se llama a esta la forma de Lagrange del 
residuo. 


12.7 Ejemplo. Hallese una aproximacion a la funcion seno sobre el inter- 
valo cerrado [-n/4,n/4] por un polinomio de forma tal que el error de 
truncamiento sea menor que 1 x 10“ 5 . 
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Solucion. Como todas las derivadas del seno son continuas sobre R 
—son + sen o + cos— el teorema de Taylor se verifica para cualesquier 
valores de n y x 0 . Tomemos x 0 = 0. Usando la forma de Lagrange para el 
residuo (12.6), tenemos, para cualquier xe[-jr/4, n/4], que R n {x) es o 


+ ^x" +1 o ± 


(w + l) 


cos c 
(n + 1)! 


x n + 1 donde c esta entre Oyx. As! pues 


E n (x) 


sC 


(ni 4)" 


< 


1 


(n + 1)! (n + 1)! (n + 1)! 


Consultando una tabla de reclprocos de los factoriales, encontramos que 
es menor que 1 x 10“ 5 . Por tanto, si tomamos n = 8 en la formula de 
Taylor, tendremos una aproximacion pdlinomial a la funcion seno con error 
de truncamiento menor que lxlO” 5 sobre el intervalo [ — 71/4, n/4]. 
Desarrollando la formula de Taylor con n — 8, tenemos 

2 3 4 

\ X° X 

sen x — sen 0 + x cos 0 — : — sen 0-cos 0 1-sen 0 

2! 3! 4! 

x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 

+ — cos 0 - — sen 0-cos 0 + — sen 0 H-cos c 

5! 6! 7! 8! 9! 


x x 
~ * ~ 3~i 5! 


x 7 x 9 

-h — cos c. 

7! 9! 


I 3 I s I 1 

El polinomio / - — — — es una aproximacion de la funcion seno con 

error de truncamiento menor que 1 x 10“ 5 sobre el intervalo [ — tt/4, n/4], 
Podemos usar la formula determinada en el ejemplo 12.7 para obtener 
una aproximacion a sen 


1 1 
sen - = - 
2 2 


1 

2 3 3 ! 


1 

2 5 5 ! 


2 7 7 ! 


+ 


1 

2 9 9 ! 


cos c, 


ce 



y, por tanto, sen \ = .479,425,5 con 7 cifras decimales correctas. 

12.8 Ejemplo. Determinese el valor de exp (1) = e con cinco cifras 
decimales exactas. 

Solucion. Como todas las derivadas de exp son continuas sobre R, el 
teorema de Taylor se verifica para valores cualesquiera de n y x 0 . Tomemos 
x 0 = 0. Usando la forma de Lagrange para el residuo, tenemos para 


708 Cap. 14 Funciones elementales 



cualquier xeR, 

v 2 v" v " +1 

e x = e° + xe° + '— e° e° + - - e c 

2 ! n! (n + 1 )! 


. x 2 x H x " +1 

— 1 + X -t-h ... 4-+ 


2 ! n\ (n + 1 )! 

donde c esta entre 0 y x. Asi pues. 


e , 


£„( 1 ) = - donde ce< 0 , 1 ). 

(n + 1)! 


3 

Comoe < 3, £.(1) <-v £ 9 (1) < 1 x 10 6 . Tenemos pues que 

(n+ 1 )! 

,,,11111111 

e = 1 + 1 d-h-H-1-h-(--h-h — 

2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 


con error de truncamiento menor que 1 x 10 -6 y e = 2.71828 tiene cinco 
cifras decimales exactas. 

El teorema de Taylor puede usarse para establecer algunas desigualdades 
utiles. Por ejemplo, la formula para obtenida en el ejemplo 12.8 da 
lugar a las desigualdades 

x n x n x n +1 

1 + x 4- ... H-^ € x ^ 1 + x + ... H-+ 3* —-, para x ^ 0. 

n! n! (n + 1 )! 

De una manera analogs podemos usar el teorema de Taylor para deter- 
minar los valores extremos de una funcion cuya primera y segunda y 
posiblemente derivadas mas altas son cero en un punto. 


12.9 Ejemplo. ^Tiene un valor extremo en 0 la funcion / definida por 

V 2 Y 3 

2 6 

Solucion. Como para todo xeR, 


, x x~ x' 

e = 1 + x + + + £ c 

2 6 24 


donde c esta entre 0 y x. 


f(x) = e x -x - = 1 + —e c ^ 1. 

2 6 24 


Asi pues, /(0) = 1 es el valor mlnimo de / en R. 
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Damos ahora algunos teoremas que cubren estos probiemas de valores 
extremos. 

12.10 Teorema. Supongamos que f {n) es continue! sobre un intervalo 3 que 
contiene a x 0 y que f w (x 0 ) = 0 para k = 1 , - 1 donde n es un entero 

mayor que 1 . 

1) Si n es par y f (n \x) ^ 0 para todo .ve3, entonces f(x 0 ) es el valor 
minimo de f sobre 3. 

2) Si n es par y / <n) (x) 0 para todo xe2, entonces f(x 0 ) es el valor 

maximo de j sobre J. 


Prueba. Usando la forma de Lagrange del residuo en el teorema de Taylor, 
tenemos para todo xe 3 , 

rUc) 

J(x) = f{x 0 ) + -- (x — Xo)" 

n ! 


donde c esta sobre algun punto entre x y x 0 . 

»)( c \ 

1) Si n es par y / (n) (x) > 0 para todo xej, entonces (x-x 0 ) n > 0. 

Asi pues, para todo xe2, f(x) > /(.y 0 ) y f(x 0 ) es el valor minimo de /' 
sobre 3 . 

La prueba de (2) es analoga. 

Para aplicar el teorema 12.10 debemos conocer algo sobre los valores 
de/ (,,) en una vecindad de x 0 . En el siguiente teorema necesitamos conocer 
solamente el valor de f (n) en x 0 . Este teorema es una extension del rnetodo 
de la segunda derivada (teorema 5 . 6 , pag. 464). 

12.11 Teorema. Supongamos que f (n ~ l) es continua en una vecindad X(x 0 ) 
d e x oi / ( H^'o) = 0 para k = 1, 1, y J (n) (x 0 ) / 0, donde n es un 

entero mayor que 1 . 

1) Si n es par y / (n) (.Y 0 ) > 0, entonces f tiene un minimo en x 0 . 

2) Si n es par y (x 0 ) < 0, entonces f tiene un maximo en x 0 . 

3) Si n es impar, entonces f no tiene un valor extremo en x 0 . 


Prueba. Usando el teorema de Taylor con la forma de Lagrange del 
residuo, tenemos para cualquier xe,N°(x 0 ), 


fix) = f(x 0 ) 


f-'Xc) 

(«-!)! 


(x-x 0 )" 


donde c esta entre x y x 0 . 
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1) Si / (n) (x 0 ) > 0, entonces, como 

/■w = = llm 


X-Xn 


x—*xq x —Xq 


existe una vecindad <a, de x 0 tal que (teorema 3.16, pag. 350) 
/("-D <o para ie(a,x 0 ) y / ,n_1) (x) > 0 para xe<x 0 , b >. Si n es par, 
entonces para xe (a, x 0 > 

f ,n ~ 1) tr'l 

/(x) = /(x 0 ) + — -- (x-x 0 )" 1 > /(x 0 ) 

(« — 1 )! 

y, para xe<x 0 , Z>>, 

fix) = /(x 0 ) + --^(x-xo)" 1 > /(x 0 ). 

(« — !)! 


Asi pues, f tiene un minimo en x 0 . 

2) Si f"\x 0 ) < 0 y n es par, entonces —/ tiene un minimo en x 0 por 
la parte (1) de este teorema. Luego / tiene un maximo en x 0 . 

3) Si f n) (x 0 ) > 0 y n es impar, entonces, para xe<o, x 0 >, 


f(x) = /(x 0 ) + 


(n-1)! 


(x-x 0 )"" 1 


< /(x 0 ) 


y para xe<x 0 , 6>, 

f(x) = /(x 0 ) + - ^(X-Xo)"- 1 

(n-1)! 


> /(x 0 )- 


Asi pues, / no tiene un valor extremo en x 0 . Si f ( " ) {xf) < 0 y n es impar, 
entonces —/ no tiene un valor extremo en x 0 . Luego / no tiene un valor 
extremo en x 0 . 

El teorema 12.11 nos dice que si la primera derivada distinta de cero de 
una funcion / en un punto x 0 es de orden par, entonces / tiene un valor 
extremo en x 0 . Este valor extremo es un minimo si el valor de la primera 
derivada distinta de cero en x 0 es positivo, y un maximo si el valor es 
negativo. 


12.12 Ejemplo. ^.Tiene un valor extremo en 0 la funcion / definida por 
fix) = x 2 (l — cos x) + x 5 cos 2x? 


Solucion. Investigando los valores de las derivadas de / en 0, tenemos: 
fix) — x 2 sen x + 2x(l — cos x) — 2x 5 sen 2x + 5x 4 cos 2x 
/'( 0 ) = 0 
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f"(x) = x 2 cos x+4x sen x + 2(l - cos x)-20x 4 sen 2x 

— 4x 3 cos 2x + 20x 3 cos 2x 

/"(0) = 0 

f"'(x ) = — x 2 sen x + 6x cos x + 6 sen x— 120x 3 sen 2x 

— 60x 4 cos 2x + 8x 5 sen 2x + 60x 2 cos 2x 


/"'(0) = 0 

/ <4) (x) = —x 2 cos x —8x sen x+ 12 cos x+ 120x cos 2x 
— 480x 2 sen 2x —480x 3 cos 2x 
+ 160x 4 sen 2x+ 16x 5 cos 2x 

/ (4, (0)= 12. 

As! pues, por el teorema 12.11,/ tiene un mlnimo relativo en 0. 

Problemas 

1. Desarrollese la formula de Taylor para los siguientes casos: 

a) /= 7 3 — 3/ 2 + 5; x 0 = 0; n = 3 

b) f = I 3 -31 2 + 5; x 0 = 2; n = 3 

c) /= / 5 + 4/ 3 —/; x 0 = 0; n = 3 

d) f = cos; x 0 = 0; n = 8 

e) f - cos; x 0 = n/2; n = 8 
/) / = In; x 0 = 1; n = 7 

#) / = arctan; x 0 = 0; // — 4 

/;) / = arcsen; x 0 = 0; n = 4 

0 /= (1 + /) 6 ; x 0 = 0; « = 6 
7) /= (l+/) 1/2 ;x 0 =0;n = 6 
k) f= (l+/)- 1/2 ; x 0 = 0; n = 6 
0 / = (1 +I) r [r real]; x 0 = 0; n = 6. 

2. Desarrollese la formula de Taylor para tan con x 0 = 0 y n = 4. 
t,Para que intervalo es valida esta formula? 

3. Usando diferenciales, calculense los siguientes numeros con cuatro 
cifras decimales exactas. 

a) V145 b ) V'34 

c) V20 d) 3 '9. 

4. Desarrollese una aproximacion por un polinomio a la funcion coseno 
sobre el intervalo [ — n/4, n/4] de forma que el error por truncamiento sea 
menor que 1 x 10“ 5 . Calculese una aproximacion para cos 
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5. Determmese un intervalo sobre el cual I se aproxime al seno con 
un error por truncamiento menor que 1 x 10 -3 . 

6. Hallese una aproximacion a / 1/2 sobre el intervalo [x,|] por un 
polinomio en (/-1) de forma que el error por truncamiento sea menor 
que 1 x 10 -3 . 

7. Establezcanse las siguientes desigualdades: 

a) (1 + x) r 1 + rx, donde x > 1 y r ^ 1 

b) (1 +x) r Js 1 +rx + ——— x 2 , donde x ^ 0 y r ^ 2 

2 

C ) i_£! + f!_^ <C osx<l- —+ —, x e [ —tc/2, 7t/2] 
2416! 24! 

d) x — — < sen x < x-f —, x e[0, 3] . 

3! 3! 5! 

8. ^Tienen un valor extremo en 0 las siguientes funciones? 

a) I 7 —4I 3 b) — l 10 +1 6 

c) sen-/ d) sen — I + ^I 3 

e) t 2 t / 5 44 / 3 + / —tan f)^l A -\l 2 + \-cos. 

9. /.Tiene un valor extremo en 0 la funcion / definida por 

f(x) = x 2 (l — cos x) + x 3 cos 2x. 

10. Osese el teorema de Taylor para demostrar la formula del binomio. 

11. Si f" es positiva sobre un intervalo (a, b > (y es, por tanto. concava 
hacia arriba la funcion / sobre <a, by), demuestrese que sobre <a, by la 
graflca de / se encuentra sobre la recta tangente a la grafica en cualquier 
punto de <a, by. 

sen x — x 

12. Determmese lim --— 1 . 

x^O X 3 


13. RESUMEN 

En este capitulo hemos completado nuestro estudio de las funciones 
elementales. Las funciones elementales son las algebraicas, las trigono- 
metricas, las inversas trigonometricas, las logaritmicas, las exponenciales, 
las hiperbolicas y las hiperbolicas inversas. Algunas de estas funciones se 
introdujeron por primera vez en este capitulo y hemos estudiado en el sus 


Resumen 713 



propiedades basicas. Las funciones elementales son las que se presentan 
con mas frecuencia en las aplicaciones del calculo. Sin embargo, para 
ciertas aplicaciones importantes son necesarias otras funciones a las que se 
les suele llamar funciones especiales. 

En la seccion 12, introdujimos el teorema de Taylor y obtuvimos asi 
un metodo para aproximarnos a una funcion por un polinomio. El polinomio 
asociado a una funcion / por el teorema de Taylor es tal, que su valor y 
los valores de sus n primeras derivadas coinciden con los correspondientes 
valores de / y sus primeras n derivadas en un punto x 0 . Para que / pueda 
tener una aproximacion tal, es necesario que sea diferenciable n veces en x 0 . 
El teorema de Taylor nos da una expresion para el error en esta aproxi¬ 
macion que nos permite estimar cuan buena es la aproximacion. Hemos 
visto que el teorema de Taylor da un metodo para determinar valores de 
una funcion. En particular, este metodo es aplicable a las funciones 
elementales y nos provee con un procedimiento para obtener una tabla de 
valores para cualquiera de estas funciones. 


Problemas de repaso 


1. Si/=/--f2/+3 sobre [0, oo], encuentrese 


a) /*(3) 
c) /*(25) 
e) f* 


b) /*(1I) 

d) ‘S) f . 
f) Df* 


2 . Determlnense: 
a) D[I 1/3 (/ 3 + 1 )] 

c) D[arctan - / 2 ] 

e) D x arcsen 2 .v 
g) D x arcsen V /1 —lx 
i ) D x In In .v 


b) D[l' n arcsen] 

d) £>[exp-■ sen] 

f) D x arctan e x 
h) D x In |cos A*j 
j) D x In |tan a + sec x\. 


3. Demuestrese que 

a) In (.v + v /.v 2 -l) = - In (x-jx 2 - 1)/ |x[ > 1 

b) In (x + v a 2 — 1) = arccosh x donde xe[l, od) y el rango de arccosh es 
[0, oo ) 

1 x -f-1 

c) arccoth x = - In : -, |x| > 1 

2 x -1 


4. Encuentrense 


a) 


f v3 x dx 

J i x 2 -|-1 


b) 


dx 

x 2 + 1 
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c) 

e) 

a) 

i) 

k) 

m) 

o) 


x dx 


74 - 


sen - x cos - x dx 


1 + In 


1 I 


exp 

a + b exp 


(e 2x +3 2x )dx 


cosh - dx 


sec 3x tan 3 xdx 


d) 

f) 

h) 

j) 


V2 dx 

■ VTT? 

tan 2x sec 2 2x dx 


cos 


1 + sen 

K 

e cos x sen x dx 


l) | e 2x 3 2x dx 


n) I seco (al) 

'*/*■ i 


P) 


-ir/4 COS 


5. Dibujese la grafica de cada una de las siguientes funciones mostrando 
todos los maximos, minimos y puntos de inflexion. 

.... f x In |x| para x # 0 

a) fix) = n a 

[ 0 para x = 0 

b) f(x) = 

c) f(x) = xe~ xl . 


6. Encuentrese el volumen generado haciendo girar la porcion de 
grafica de y = e xl entre x = 0 y x = 2 alrededor del eje Y. 

7. Si / es una funcion continua tal que 

* X 

-v 3 = /, 

J a 

demuestrese que / = 3/ 2 y determlnense el valor o valores de a para los 
que tal ecuacion se verifica. 

8. Si / es una funcion continua tal que 


sen x = b + 


r* 


a 


f 
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encuentrese /. ^Para que valores de b satisfce / la anterior ecuacion y 
de que manera depende a de bl 

9. Demuestrese que si y = ay sobre <—oo, oo) y y(0) = c, entonces 
y(t) = ce a1 para todo te( — co, oo). 

Sugerencia. Si y = ay sobre < — oo, oo), entonces e~ a '(y(/) — ay(t)) — 0 
para todo re< — oo, oo). 

10. Determinense todas las soluciones de la forma x(l) = ae Xl de cada 
una de las siguientes ecuaciones diferenciales: 

a) x + 3x + x = 0 

b) x— lOx + 4x = 0 

c) x + 2x + 5x = 0. 

11. Demuestrese que el problema 10c tiene soluciones de la forma 
x(t) — ae 11 ’ cos cut. Determinense todas las soluciones. 

12. Determinense los valores de a, Z>, y X tales que x(t) = ae'’ 1 y 
y(t) = be kl son soluciones de los siguientes pares de ecuaciones diferenciales: 

( x = x + y ( x = 3 x + y 

a) \ b)\ 

[ y = x-y { y = x-2y 

13. Determinense soluciones de la ecuacion diferencial x — x = 0 que 
satisfagan: 

a) x(0) = 1, x(0) = 0 

b) x(0) = 0, x(0) = 1 

c) x(0) = a, x(0) = b. 

Sugerencia. e' y e~‘ satisfacen la ecuacion diferencial. 

14. Resuelvanse las siguientes ecuaciones por aproximaciones sucesivas: 

a) x 2 = In (.y+ 1) b ) x — 5 In x, xe<0, 10] 

c) x = e~ x d) In x = 1.5 — x 

e) e~ x — sen x, xe[0, nj2\ f) e x + x+ 1 = 0 

g) tan x = In (x + 2), xe[0, 1], 

15. a) Desarrollese la formula de Taylor con x 0 = 0 para In (a + x). 

b) Calculese In 1.1 con error menor que 0.000.005. Comparese su 
contestacion con el valor obtenido de una tabla de cinco cifras 
de la funcion logaritmo natural. 

c) Calculese In 1.2 con error menor que 0.000.005. Comparese el 
resultado obtenido con el dado en una tabla de cinco cifras. 

d) Si In 2 = 0.69315 con error menor que 0.000.005, calculese In 2.1 
con error menor que 0.000.01. 
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16. Demuestrese que 

e * + e~ x 

a) cosh x = - ^ xe( — oo, co) 

2 

b) cosh x + cos x > 2, xe( — co,co) 

1 

c) In x < -Jx - xO?l. 

V* 

17. Determlnese el grado de exactitud de la aproximacion 

j\+x = 1 +\x-\x 2 sobre $]. 
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Capitulo 


f 


(ax 


15 


Metodo 

de integracion 


1. INTRODUCCION 

Hemos visto que pueden definirse funciones por integrates. Por ejemplo, 
la funcion logaritmo natural fue definida por la integral 


In = J / sobre <0, oo>. 
El estudio de funciones F definidas por integracion. 


consta de dos problemas: 1) la determinacion de las propiedades generates 
de la funcion y 2) la determinacion de los valores de la funcion. 
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En la seccion 4 del capitulo 14 consideramos el primer problema con 
respecto a la funcion logaritmo natural. Encontramos que la funcion 
logaritmo es una funcion diferenciable creciente sobre su dominio, de 
donde ha de tener una funcion inversa creciente la funcion exponencial. 
Encontramos tambien que la funcion logaritmo satisface la identidad 

In xy = In x + In y .v, ye <0, oo>. 


De esta relacion se derivaron otras mas, satisfechas tambien por la funcion 
logaritmo. 


En este capitulo nos ocuparemos del segundo problema. Es decir, 
consideraremos metodos para la determinacion de valores de una funcion 
definida por una integral. Estos metodos son de dos tipos: a) metodos 
basados en el segundo teorema fundamental y b) metodos numericos. 

Los metodos basados en el segundo teorema fundamental requieren que 


la funcion F = 

J « 


f 


sea expresable 


en terminos de 


funciones conocidas. 


Si pueden obtenerse tablas apropiadas de estas funciones conocidas o si 
sus valores son de facil calculo, entonces el problema 2, la determinacion 
de valores de F, puede resolverse usando valores de las funciones conocidas. 
Los metodos numericos nos permiten encontrar valores de F usando 


solamente valores de / o valores de / y sus derivadas. y no requieren 
que F sea expresada primero en terminos de funciones conocidas. 


2. INTEGRACION POR PARTES 


Hemos visto en la seccion 7 del capitulo 13 (pag. 611) que si las funciones 
u y v tienen derivadas continuas sobre un intervalo J, entonces la regia para 
la diferenciacion del producto de funciones 

D(uc) = uDv + lDu 
nos lleva a la formula de integracion 


2.1 

'b 

uDu = uv 



a 

« * J 


para a , b sj. La ecuacion (2.1) es la formula para la integracion por partes. 
Expresada en la notacion de la integral indefinida, la ecuacion (2.1) toma 
la forma 


2.2 


I 


u Dv = it v 


vDu sobre 3- 


La integracion por partes reduce el problema de la evaluacion de una 
integral al de la evaluacion de otra integral. A1 aplicar la integracion por 

% b 

partes, nuestro objeto es obtener una integral vDu que sea mas simple 
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que la integral original 


uDv. No intentamos dar ningun tipo de regia 


general para la eleccion de los factores u y Dv. Sin embargo, haremos 
algunas observaciones sobre la eleccion de factores para ciertas clases de 
problemas. Los ejemplos ilukran el metodo de integracion por partes. 


2.3 Ejemplo. Encuentrese 


/ 2 exp. 


Solucion. Si tomamos 


entonces 


u = I 2 y Dv = exp, 


Du = 21 y v = exp 
y la formula de integracion por partes nos da 


I 2 exp = / 2 exp — 2 


1 exp. 


Esta ultima integral es mas sencilla que la integral original, ya que la 
integracion por partes ha reducido la potencia de /. Aplicando la integracion 
por partes a esta ultima integral con 


tenemos 


y de aqui 


u = / y Dv — exp, 
Du = 1 y v = exp 


I exp = /exp — 


1 • exp = I exp — exp. 


Combinando estos resultados obtenemos 


J / 2 exp = / 2 exp — 2/ exp + 2 exp 
= (/ 2 — 2/ + 2) exp . 


En este ejemplo podrlamos haber elegido u = exp y Dv = I 2 . Esta 
eleccion nos llevarla a la integral 


vDu = j 


/ 1 exp, 


que es obviamente mas complicada que la integral original ya que la 
potencia de / se ha aumentado. 

Not a. A1 aplicar la integracion por partes cuando el integrando es el 
producto de un polinomio de grado n con la exponencial, el seno. 
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o el coseno, uno debe escoger el polinortiio como el factor u. El nuevo 
integrando sera entonces el producto de un polinomio de grado n— 1 
por exp, cos, o sen respectivamente. De donde, integrando por partes 
n— 1 veces el problema se reduce al de integrar la funcion exponencial 
o la funcion seno o coseno. 


2.4 Ejemplo. Encuentrese 
Solucion. Tomando 


/ arctan. 


u = arctan y Dv 


I 


tenemos 


de modo que 


1 1 , 

Du = - y v = -I 2 

l+I 2 2 


I arctan = -/ arctan- 

2 2 


i +r 


= -1 2 arctan - - | ( 1 
2 2 , 



= \1 2 arctan — $1 + % arctan . 

2.5 Ejemplo. Evaluese arcsen. 

Jo 

Solucion. Aqui el integrando no parece estar en la forma de un producto 
Sin embargo, podemos considerar el integrando como un producto, el 
1 - arcsen. Tomando 

u = arcsen y Dv — 1 

tenemos 


Du 


Vi -/ 2 


y v = I 


de modo que 


f 1 1 

arcsen = / arcsen 

1 


0 

0 

J 


= arcsen 1 — 0 • arcsen 0 + 




= - - 0 + 0-71 = - - 1. 
2 2 
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Nota. Si una de las funciones trigonometricas inversas o la funcion 
logarltmica aparece como un factor en un integrando, entonces se puede 
intentar la integracion por partes escogiendo ese factor como u. Esto 
puede conducir a una simplificacion ya que Du sera una funcion 
algebraica. 


2.6 Ejemplo. Encuentrese | sec . 
Solucion. Tomamos 


Entonces 


de modo que 


u — sec, Dv = sec 2 . 

Du = sec tan, v = tan 


sec = sec tan 


sec tan . 


Esta ultima integral no parece ser, en nada, mejor que la original. Sin 
embargo, si usamos la identidad 


tan 2 = sec 2 — 


obtenemos 


sec = sec tan - 


= sec tan 


sec tan 


sec + sec. 


Tenemos ahora una ecuacion en 


sec 3 . Anadiendo esta expresion a 


ambos miembros de la ecuacion, tenemos 


2 sec = sec tan + sec 


de modo que 


sec = l sec tan + 


sec 


= \ sec tan + ^ In ° |sec + tan|. 

Nota. En los problemas de la seccion 8, capitulo 14 (pag. 685), con- 
sideramos integrales del tipo 
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En el problema 4 se senalo que si m es impar, tan m sec" podia expresarse 
como un polinomio en la secante por D sec = tan sec, y si n es par, 
tan m sec" podia expresarse como un polinomio en la tangente por 
D tan = sec 2 . En el problema 10, se obtuvo una formula de reduccion 
para el caso especial n ~ 0. 

Si m es par y n es impar, no hemos dado un metodo de ataque. En 
este caso, como m es par, tan m sec" puede expresarse como un polinomio 
en la secante. Cada termino puede entonces reducirse-por la formula 
de reduccion que aparece en uno de los siguientes problemas, el 
problema 3e. Esta formula de reduccion puede obtenerse por el metodo 
del ejemplo 2.6. 


El tratamiento de cot m esc" es analogo al tratamiento descrito 


para 


tan"' sec". 


Problemas 

1. Encuentrense las siguientes integrates: 

b) 
d) 
f) 


a) I arctan 

c) 


1 1 sen 


I In 


1 


0 N / 5 — 7 


e) 

9 ) 


njA 


I sec 


- n/4 


arccos 


/ arctan o / 1 
h) I I 2 cos. 


2. Encuentrense las siguientes integrates: 


a) 

c) 


x sen x dx 


y/x In x dx 


e) I xe 2x dx 
g) \ e x cos x dx 


b) 

d) 

f) 


xe x dx 


x arctan x dx 


(x 2 4-1) In x dx 


) 


h) e x cosh xdx 
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i) 

k) 

in) 

o) 

Q) 


cos x In Isen x| dx 


sec 5 x dx 


j) j sen 2 x dx 
/) j senh 2 xdx 

-> j: 


e x cos x dx 
x 3 dx 


o 

2 „3 


0 V4 — x 2 


x" In x dx 


P) 


yjlb — X 


xe x dx 


j: 


r) e 2 * sen x dx. 


3. Obtenganse las siguientes formulas de reduccion (m y n son enteros 
positivos): 


a) 

b) 

c) 


I n sen = —I" cos + n 


I n 1 cos 


sen 

r 


in 

1 


sen 1 f cos 

-l)/ n_1 + it — 1 J /' ,_1 


(n > 1) 


n — 1 


sen =-sen cos + 

n n 


sen 


d) j cos M = - cos sen + 
n 




cos 


e) 

f) 


sec — 


esc 


n — 1 

-1 

n~ 1 


tan sec” 2 + 


cot esc" 2 + 


n — 2 
n — 1 

n — 2 
n — 1 


sec 


esc 


j f-vj - 1 

gr) I sen" 1 cos" =-sen" 1- 1 cos" +1 + 


m + n 


h) I sen m cos" = --sen m+1 cos" 1 + 


m + n 
n- 1 


m + n 


() /" exp = I" exp — n 


m + n 


sen m 2 cos" 


sen™ cos" 2 


/" exp 
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j) 


4. Sea I„ = 


= — 


n 

- 1 

1 

- [/" +1 1 

n + 1 

1 

•n/2 

l 


r n+1 exp] 




sen 


ir/2 


COS 


a) Usense los problemas 3c y 3 d para demostrar que /„ = -/ 

n "" 

b) Demuestrese que 


(n— 1)!! 7T 


n !! 2 


- si n es un entero positivo par, 


L = 


(n — 1)!! 


n :! 


si n es un entero impar > 1, 


donde nil (lease semifactoria! de n") es el producto de los enteros 
impares 1 '3 5 ... n si n es impar y el producto de los enteros pares 
2 -4 -6 ... n si n es par. 

5. Encuentrese el area de la region limitada por la curva y = xe~ x , 
el eje X, y la recta x = I. 

6. Encuentrese el area de la region acotada por la curva y - In x, 
el eje X, y la recta x = e. 

7. Encuentrese el area de la region limitada por la curva y = x cos x 
y el eje X entre x = 0 y el primer cero positivo de x cos x. 

8. Encuentrese el volumen que se obtiene haciendo girar la region del 
problema 6 alrededor del eje X. 

9. Sea :ii una region limitada superiormente por el eje X e inferiormente 
por la curva y = f(x) donde J(x) = x In x (x > 0) entre el minimo de f y 
el cero de /. 

a) Encuentrese el volumen generado por el giro de ,‘K alrededor del eje Y. 

b) Encuentrese el volumen generado por el giro de :tt alrededor del eje X. 


3. FRACCIONES PARCIALES 

Recuerdese que una funcion racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales. Sean NJD t y N 2 /D 2 , donde A,, TV,, £>, y D 2 son 
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funciones polinomiales, un par de funciones racionales. Sabemos, por 
algebra elemental, que 

Nj_ Nj _ jV,D 2 Af 2 D) _ N^ + NjDj 

D, D 2 D\Pi PiP\ P \ P 2 

La sum a de funciones racionales es una funcion racional. Por ejemplo, 

j2 + 1 + _L + J_ = (/ 2 + l)(/-l) (J-2) + /-2 + J-l 

/-I 1—2 (/ —1) (/ —2) 

_ / 4 —3/ 3 +3/ 2 —/ —1 
I 2 —31 + 2 

Hay muchos casos en donde se desea invertir este proceso. Es a menudo 

util, cuando nos dan (/ 4 — 3/ 3 + 3/ 2 — /—1)/(/ 2 — 37+2), reconocer que 

esta funcion racional es la suma 


de un polinomio y unas funciones racionales mas sencillas. Las funciones 
racionales mas sencillas se Hainan fracciones parciales. Nuestra razon mas 
inmediata para considerar este problema inverso es que, como veremos 
en la siguiente seccion, las fracciones parciales se prestan facilmente a la 
integracion. 

3.1 Definicion. Si NjD es una funcion racional y si el grado de N, denotado 
por deg (N), es menor que el grado de D, entonces NjD se llama 
funcion racional propia. Si deg ( N ) > deg(D), entonces NjD se llama funcion 
racional impropia. 

Por ejemplo, (/ 4 -3/ 3 + 3/ 2 -/- l)/(/ 2 -3/+2) es una funcion racional 
impropia y (7 3 +4/ 2 -1)/(/ 5 -+1) es una funcion racional propia. 

Si NjD es una funcion racional impropia, entonces, por el algoritmo de 
la division (teorema 4.5 del capltulo 11, pag. 502), existen polinomiales Q 
y R con R = 0 o deg (R) < deg (D) tales que 

JV = DQ + R 
o 


As! pues, si NjD es una funcion racional impropia, por division podemos 
escribir NjD como la suma de un polinomio Q y de una funcion racional 
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propia Rj D en caso de que R 0. Si R = 0, entonces N/D es simplemente 
una funcion polinomial. Por ejemplo 


I —31 3 +31 2 — I — l 2 21-3 

— ---= / 2 + 1 + --— 

l 2 — 31 + 2 I 2 —31 +2 


o 

l A — 3 I 3 + 31 2 —I— 1 = (/ 2 —3/ + 2)(/ 2 + 1) + 2/ —3. 

El principal resultado de esta seccion esta contenido en el siguiente 
teorema. 


3.2 Teorema. Si N/D es una funcion racional donde D tiene la factorizacion 

D = A(I-r i r...(I-r n y"(I 2 + b l l + c i Y'...(l 2 + b m I + cJ- 

donde aa „, (1son enter os posit ivos y A es una funcion const ante, 
entonces N/D puede expresarse como un polinomio P mas la suma de 
fracciones parciales de la siguiente forma : 

Para cada factor lineal (I—rf hay i fracciones parciales : 

'i A i A„ 

3.3 -— + ... + ^— 

(I-r) ( I-rf 


donde A,A x son constantes. 

Para cada factor cuadratico (l 2 + bl +cf hay /i jracciones parciales: 


3.4 


BJ + C t + + B„l + C e 

I 2 + bl + c (I 2 + bl + cf 


donde B t , — Bp, C,, ..., C f son constantes. 


3.5 Ejemplo. Encuentrese la expansion en fracciones parciales de 

l 2 -21 

(/-l) 2 (/ 2 +l)' 


Solucion. Por el teorema 3.2 sabemos que 

• l 2 — 21 _ _A ± _ A 2 Bl + C 

(/-l) 2 (/ 2 +l) /-1 1 (/-1) 2 / 2 +l 


o 

I 2 — 21 = Afl — \ ){I 2 + ]) + A 2 (I 2 +\) + (BI + C)(I— i) 2 

(/-l) 2 (/ 2 +l) (/-l) 2 (/ 2 +l) 
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Como estas son dos expresiones para la misma funcion racional y los 
denominadores son iguales, los numeradores deben tambien ser iguales. 
Es decir 

I 1 - 21= A l (I-l)(f 2 + l) + A 2 (r 2 + l) + (BJ + C) (/- l) 2 
= (A,+B)r i + (-A 1 + A 2 -2B+C)l 2 + 

+ (A 1 +B-2C)I+(-A l +A 2 + C). 

De donde, ignalando coeficientes (corolario 4.14, pag. 505), obtenemos las 
ecuaciones 

A l A-B = 0 A j -4- B — 2 C = —2 

— A±-\~A2 — 2B + C — 1 — A j -f- A 2 "I - C — 0. 

Resolviendo estas ecuaciones, encontramos A x =i, A 2 = — £, B = — i, 
y C = 1, asx que 

l 2 — 21 = _±_ + -j + -j/ + 1 

(/-i) 2 (/ 2 +i) /-i (/-1) 2 / 2 +i 

Este resultado puede comprobarse viendo como al combinar los terminos 
del segundo miembro de la anterior ecuacion se obtiene el primer miembro. 

Efectuamos la prueba del teorema 3.2 por la consideracion de cuatro 
lemas. 

3.6 Lema. Si D x y D 2 son dos funciones polinomiales sin ningim factor 
polinomial de grado positico comun, entonces existen funciones polinomiales 
P\ y P 2 tales que 

1 = Pi Dy + P 2 D 2 ■ 

Prueba. Sea 

U = {P\P = N l D 1 +N 2 D 2 } 

donde N t y N 2 son polinomios cualesquiera. El conjunto l ll de polinomios P 
contiene polinomios de algun grado mlnimo. Sea de c \\. un polinomio de 
los de grado minimo. Lo que deseamos demostrar es que deg (c/) = 0, es 
decir, que d es una constante distinta de cero. 

Sea P un polinomio cualquiera en L IL. Entonces, por el algoritmo de 
la division, existen polinomios A y R tales que 

P = dA + R 

donde R = 0 o deg (^) < deg (d). Como d y P pertenecen a HI hay 
polinomios , S 2 , T) , y T 2 tales que 

p = SiDi+S 2 D 2 , 
il T i D ] + 7H D 2 • 

Luego 

R = P-dA = (Si-TiA)D l +(S 2 -T 2 A)D 2 
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y R pertenece a ll. Como d es un polinomio de grado minimo en L IL, no 
podemos tener deg ( R) < deg (d) y por tanto R = 0. Asi pues, para 
cualquier Pe c U existe un polinomio A tal que P = dA. 

Ahora bien, D,e c U para A, = 1 y A 2 = 0 y D 2 e c U para A, = 0 
y A 2 = 1, de modo que existen polinomios A, y A 2 tales que £>, = dA x y 
D 2 — dA 2 . Luego d es un factor comiin de Z), y D 2 . Como, por hipotesis, 
D \ y D 2 no tienen ningun factor comiin de grado positivo, deg (d) = 0 y des 
una constante distinta de cero. Dividiendo la relacion d= T l D l +T 2 D ? 
por la constante distinta de cero d , obtenemos la relacion deseada: 

1 = Il Di + Ij D2 = P tDl+ p 2l)2 . 
a d 

3.7 lema. Si N/D cs' una funcion racional y D = D x ■ D 2 donde y I) 2 
no tienen /adores comunes de grado positivo , entonces existen funciones 
polinomiales P { y P 2 tales que 


N _ /VP, NP 2 
D D 2 D, 

Prueba. Multiplicando la relacion del lema 3.6 por N/D = N/(D t D 2 ), 
obtenemos 

N = _N_ = AP, £>, NP 2 D 2 
D D,D 2 D,D 2 D,D 2 

_ NJ/ NP 2 

d 2 + W 

De acuerdo con el teorema 4.16 del capitulo 11 (pag. 506), D tiene una 
factorizacion en factores lineales y factores cuadraticos irreducibles: 

D = A(I- r y Y' ...(/- 0’"(/ 2 + b t l + c ,) # >...(/ 2 + b m I + c m ) p "' 

donde a,, .... a m , [I, , .... /i m son enteros positivos. Por el lema 3.7 vemos 
que existen polinomiales A',_ _ N n , A/,,..., M m tales que 

3.8 - = ——_ + + ._ + M i 

D (/-/■,)“' U-rS" (/ 2 + Z> 1 / + c 1 ) /i ' 




( I 2 + b m I+cJ 


Nuestros dos proximos lemas demuestran que cada uno de los terminos 
en (3.8) pueden expresarse como una suma de terminos del tipo (3.3) o (3.4). 
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3.9 Lema. To da funcion rational de la forma Pj(l—r) k tiene una expansion 
de la forma 




(l-rf ( l-r) k 


R 2 R k 

+ -rrr + •■• + — + Q*’ 

(l — r) k l — r 


donde las R t son constantes y Q k es un polinomio. 


Prueba. Por el algoritmo de la division (teorema 4.5, pag. 502), existen 
polinomios Q x ,Q k , R k ,..., R k tales que 

P=(I-r)Q 1 +R l 

Q 1 = {I-r)Q 2 +R 2 


Qk -1 = (I-r)Qk + Rk 

donde alguno de los Q t puede ser cero y donde cada uno de los R t es cero 
o de grado cero. Por tanto 

P = (■ I~r)Q l + R l = R, + Q, 

(■ I~rf ( l-rf H-rf (l-rf 

= Ry (I-r)Q 2 + R 2 = 

(l-rf (l-rf 1 


Rx + *2 

(l-rf (l-rf' 1 


R k 

+ — + 
l — r 


Si deg ( P) < k, en cuyo caso estamos tratando con una funcion racional 
propia, entonces Q k = 0, ya que 

k > deg (P) = 1 + deg (£>,) = 2 + deg(0 2 ) = ... = / + deg (0,) 
hasta que para algun / < k, deg ((?,) = 0 y Q i+ [ = 0. 


3.10 Lema. Toda funcion racional de la forma P/(I 2 + bl+cf tiene un 
desarrollo de la forma 


P 

(l 2 + bl + cf 


A11 ~h S i A 2 1 $ 2 Afcl 4" - 

(. I 2 + bI+cf + ( i 2 + bl + cf ■' + + I 2 + bl + c 


donde las A t y B { son constantes y Q k es un polinomio. 

Prueba. Por el algoritmo de la division existen polinomios Q x , ..., Q k y 
constantes AA k , B k ,..., B k algunas de las cuales pueden ser cero, 
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tales que 

P — (I~+bl+c)Qj+A 1 I+B l 
0, = (I 2 + bI + c)Q 2 + A 2 /+ B 2 


Q k -1 = 0 2 + bI + c)Q k + A k I+B k . 

Por tanto 

P = (I 2 + bI + c)Q l +A l I + B l 
( I 2 +bI + cf ( l 2 + bl + c) k 

_ A t I + B) ^_0,_ 

( I 2 + bl + c) k ( I 2 + bI+c) k 

= _ ^ 1 ^ + + /1 2 / + B 2 A k I + B k 

(/ 2 + fc/+c) k (/ 2 + 6/ + c) fc -' I 2 + bI + c W *' 

Si deg ( P ) < 2 k, entonces Q k = 0 ya que 

2k > deg (P) = 2+deg (0,) = 4 + deg(0 2 ) = ... = 2/ + deg(0 i ) 
hasta que para algun i < k, deg (0 ; ) < 1 y 0 ;+ , = 0. 

Prueba del teorema 3.2. El teorema 3.2 se sigue inmediatamente de la 
ecuacion (3.8) y de los lemas 3.9 y 3.10 al aplicar los lemas 3.9 y 3.10 a los 
terminos de la ecuacion (3.8). El polinomio P del teorema 3.2 es la suma 
de las Q k obtenidas de los terminos individuales de (3.8) por los lemas 3.9 
y 3.10. Si N/D es una funcion racional propia, entonces P — 0. 


4. INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 

El teorema 3.2 nos dice que toda funcion racional tiene una descompo- 
sicion en fracciones parciales. Si una funcion racional N/D es una funcion 
racional impropia, es decir, si el grado de N es mayor que o igual al 
grado de D, entonces por division obtenemos una funcion polinomial 
mas una funcion racional propia deg (N) < deg (£>). En esta seccion 
suponemos que todas las funciones racionales consideradas han sido 
reducidas primero a una funcion polinomial mas una racional propia. 
Demostramos ahora que la integral de cada una de las fracciones parciales 
individuales puede expresarse en terminos de funciones elementales. Se 
sigue de ello que la integral de toda funcion racional puede expresarse en 
terminos de funciones elementales. 
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Las integrates mas sencillas en que aparecen funciones racionales 
propias son las del tipo 


--- (n > 1) 

dx _ (1 — n)(x + a) n 1 

(x + af 

In \x + a\ (« = 1). 


Consideramos a continuacion las integrates del tipo 

A ( Ab 

, «-“(2ax + b) + B — 

4.2 f - - X + B — dx = f —-j" 

J (ax 2 + bx + c) n J (ax +bx + c) 


2ax + b - dx + ( B -™) — — -- 

1 + bx + c)" \ 2aJ J (ax +bx + c) 


2 a J (ax 2 + bx + c) n 


2a(\ -n)(ax 2 + bx + c)‘ 


— + ( B -—) —; (b>1) 
" 1 \ 2aJ J (ax 2 + bx + c) 


In \ax +bx + c\ + I B 


-31 


ax 2 + bx + c 


(n = 1) 


As! pues, las integrates del tipo (4.2) conducen a integrates del tipo 


(ax 2 + bx + cf 


Una aplicacion repetida de la formula de reduccion 


2 ax + b 


(ax 2 + bx + c) n (n — 1) (4ac — b 2 ) (ax 2 + bx + c) n 


(2n — 3)2a dx 

(n - 1) (Aac — b 2 ) J (ax 2 + bx + c) 


reduce este tipo de integral a 


ax +bx + c 


La formula de reduccion (4.3) puede verificarse por diferenciacion 
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Escribiendo 


ax + bx + c = ax 


b c\ 

-x + - 
a aj 



, b b 2 

+ -x H-- 

a 4 a 2 



b \ \ 

X + — + —~ 2 (4ac-b 2 ) 

2a) 4 a 


x + — + ~ 

2aJ 4a 2 


donde q = 4 ac—b 2 , tenemos 
dx 1 


4.4 


ax + bx + c a J 


dx 


^ bY q 
x + — + ~ 

2a) 4 a 2 


2 2 ax + b 

— arctan —- 




v d 




2 ax + b 

| 2 ax + b — J — q 


para q = 4ac-b 2 > 0 


para q = 4 ac-b 2 = 0 


In 


V-0 


2a.v + fo + v / -^ 


= para q = 4ac — b 2 < 0 . 


La formula (4.4) puede verificarse por diferenciacion. 

El teorema 3.2 nos dice que toda funcion racional tiene una descompo- 
sicion en fracciones parciales. Pero lo visto de (4.1) a (4.4) nos dice que la 
integral de cada uno de estos terminos es expresable en terminos de 
funciones eiementales. Asi, pues, hemos demostrado que es siempre posible 
expresar la integral de una funcion racional cualquiera en terminos de 
funciones eiementales. 

Discutiremos ahora algunos procedimientos sistematicos para encontrar 
la expansion en fracciones parciales de funciones racionales propias. 
Consideramos cuatro casos. 


Caso 1. El denominador tiene solamente factores lineales, ninguno 
de los cuales se repite. En este caso la funcion racional es la suma de 
las fracciones parciales cada una de las cuales es igual a una constante 
dividida por un factor del denominador. 


4.5 Ejemplo. Encontrar — + dx 

J x 3 — 2x 2 — 24x 

Solution. Este integrando es una funcion racional propia (2 < 3). 
Factorizando el denominador tenemos 

x 3 -2x 2 -24.x = x(x+4)(x-6). 
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Estamos, pues, tratando con im problema qne cae dentro del caso 1 y hay 
constantes A, fi, y C tales que 

x 2 + 30x-96 _ A _B_ _C_ 
x 3 —2x 2 —24x x x + 4 x —6 

_ A (x + 4) (x —6)+ Bx(x —6) + Cx(x + 4) 
x 3 — 2x 2 — 24x 


Ahora bien, esto es una identidad y los dos numeradores deben ser iguales. 
Es decir 

x 2 + 30x —96 = d (x+4) (x — 6) + fix (x — 6) + Cx (x + 4) 

= x 2 (d + B+C) + x( — 2d — 6B + 4C) — 24d. 

Hay dos metodos de encontrar las constantes desconocidas A, fi, y C que 
son comunmente usados. Podemos igualar coeficientes de iguales potencias 
de x, obteniendo tres ecuaciones para las tres constantes desconocidas que 
entonces pueden resolverse: 

1 = A + B + C 
30 = — 2d —6B + 4C 
-96 = -24d. 


Un segundo metodo es el de sustituir varios valores para x y obtener asi 
tres ecuaciones para las tres incognitas. Cuando estamos tratando con 
factores lineales es facil escoger valores de x que hagan uno de los factores 
cero y resulten en ecuaciones con menos incognitas. 

Sustituyendo x = 0: —96 = A(4) ( — 6). 

Sustituyendo x = —4: —200 = fi( — 4) (— 10). 

Sustituyendo x = 6: 120 = C(6)(10). 

De donde A = 4, fi = -5, C = 2. Por tanto 


f x 2 + 30x —96 , 

—-- ax 

x 3 — 2x 2 — 24x 




dx 


— 4 In |x| — 5 In |x + 4| + 2 In |x — 6]. 


Caso 2. El denominador solo tiene factores lineales, algunos de los 
cuales son repetidos. En este caso, correspondiendose con un factor 
repetido k veces, hay k fracciones parciales 


di + Al 

(x-r) k (x-rf-' 
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4.6 Ejemplo. Encuentrese 


3x 3 +6x 2 + 7x—4 


(x - if 


dx. 


Solucion. El integrando es una funcion racional propia y el denominador 
puede ser factorizado en la forma (x 2 - l) 2 = (x- l) 2 (x+1) 2 . As! pues 


3x 3 + 6x 2 + lx — 4 
(x 2 — 1 ) 2 


A B C D 

- - -I-1-_l- 

(x —l) 2 x — 1 (x+1) 2 x + 1 


y 

3x 3 + 6x 2 + 7x —4 

= A(x+1) 2 + B(x — 1) (x+lf + C(x— lf + D(x— l) 2 (x+1). 

Sustituyendo: 

x = 1; 12 = A(2f 

x = -1; -8 = C(-2f. 

Asi pues, A = 3, C = — 2. No hay ninguna otra eleccion de x que haga 
que se anule un factor, de modo que si tenemos que continuar con el metodo 
de sustitucion para obtener ecuaciones de las que podamos encontrar 
B y D debemos escoger algunos valores para x que parezcan convenientes. 
Sustituyendo: 

x = 0; -4 = A-B+C+D = 3-B-2 + D 

x = 2; 58 = 9A + 9B+C + 3D = 21 + 9B-2 + 3D. 

Obtenemos asi las ecuaciones 

-B+D = -5 
3 B + D = 11 


de donde encontramos B = 4, D = — 1. Por tanto 


3x 3 + 6x 2 + 7x — 4 
(x 2 -!) 2 


dx = 


1 


Lu-i ) 2 


1 (x+1) 2 X+lJ 


dx 


3 2 

=---t- 4 In |x— Ij H-In |x + l|. 

x-1 x+1 

Caso 3. El denominador tiene uno o mas factores cuadraticos 
ninguno de los cuales se repite. En este caso, para cada factor cuadratico 
hay una fraccion parcial de la forma 

Ax + B 
ax 2 + bx + c 
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4.7 Ejemplo. Encuentrese 


(.x 2 +1) (x — 2) 


Solucion. El integrando ( es una funcion racional propia y tiene un 
desarrollo en fracciones parciales de la forma 

x 2 — 3 Ax + B C 

— - --- = —-- H-. 

(x 2 + l)(x —2) x 2 +l x — 2 

Resolviendo para A, B, y C bien por sustitucion, bien igualando coeficientes, 
bien por una combinacion de estos metodos, encontramos: A = f, B — ■§■, 


(x 2 +1) (x —2) 


dx = - 


4x + 8 1 

~~2 - 1 - 

_x 2 + i x-: 


= y {2 In (x 2 + l) + 8 arctan x + In jx — 2|}. 

Caso 4. El denominador tiene uno o mas factores cuadraticos, 
algunos de los cuales son repetidos. En este caso, por cada factor 
cuadratico repetido k veces tenemos k terminos 


A j x + B ( ^ A 2 x A B 2 

(ax 2 + bx + c) k ( ax 2 + bx + c) k 


+ ... A 


Ak x + Bk 

ax 2 AbxAc 


4.8 Ejemplo. Encuentrese 


x(x 2 —2x + 2) 2 


Solucion 


A fix + C 

_ ^--- 


DxAE 


x(x 2 —2x + 2) 2 X (x 2 —2x + 2) 2 x 2 -2x + 2 


Resolviendo, encontramos A = fi=j, C = 0, D = E — 
As! pues 


x(x 2 —2x + 2) 2 


-dx — - 


1 i -1 


- |- —----- + —r- 

x (x —2x + 2) 2 x 2 —2x + 


- dx. 

Z._ 


Usando (4.2) y la formula de reduccion (4.3), tenemos 


x(x 2 —2x + 2) 2 


; dx =-In Ixl + 


4(x — 2x + 2) 4 J x — 2x + 2 
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x — 2 
x 2 — 2x + 2 


dx 


=-In Ixl + 


x — 2 


1 


4(x—2x4-2) 8 J x 2 —2x + 2 


2x —2 


dx 


1 j I. x — 2 , , „ , 

=-In |x| H--- 1 1 ‘'- 1 

4 4(x~ —2x4-2) 


4" -g In (x 2 —2x + 2). 


Problemas 

1. Verifiquese la formula de reduction (4.3) por diferenciacion. 

2. Verifiquese la formula integral (4.4) por diferenciacion. 

3. Desarrollese cada una de las siguientes en fracciones parciales: 

7x —10 .. 6x4-11 


a) 


(x —4) (2x + l) 


b) 


(3x + 2) (x —4) 


4x 2 —x —8 
x 3 —x 2 —2x 

4x 2 + 2x4-8 
x(x 2 + 2) 2 


d) 

f) 


1 

x(x-l) 2 

x 5 4-4x 3 
(x 2 + 2) 3 


9) 


(x 2 4-4) 2 


h) 


x‘ t 4-5x 2 4-4 

(x4-1)(x 2 -x4-3) 


4. Encuentrese cada una de las siguientes integrales usando las formulas 
de integracion (4.1) a (4.4): 


a) 

c) 

e) 

g ) 


dx 

b) 

i* , 

ax 

(2x4-1) 5 

3x4-2 

x dx 

4 

j dx 

(X 2 + 1) 3 

(5x4- 2) 3 

dx 

/) 

J 

dx 

x -j- 2 x -f - 2 

x 2 + 2x — 2 

dx 

h) \ 

dx 

x +2x4-1 

3 x + 2 x 4" 3 
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0 


fc) 


dx 


(x 2 + 2x + 2) 2 
3x + 5 

(2x 2 + x 4- 1 ) 2 




dx 


j) 

1 ) 


dx 


(x 2 + 2x — 2) 2 
5x4-1 


5. Encuentrense las siguientes 
2x4- 


a) 

c ) 
e) 

3) 

0 

*) 

m) 

o) 


(x+ 1) (x — 2) 
x 2 + 3x —2 
2x 3 — 3x 2 — 2x 


dx 


dx 


2x 3 + 9x 2 —5x— 18 
x 3 + 2x 2 — x —2 


dx 


x —1 


dx 


x(x+ l) 2 
6x 2 —3x + 1 


x 3 -x 2 


5x -3x4-1 
x 3 4-x 
1 dx 


dx 


dx 


o x J 4-l 

5x 2 4-6x4-17 
o (x 2 4-x4-1) 2 (2 —x) 


dx 


(x 2 4-2x4-1) 2 

integrales: 

»f - 4 ^- 

J 2x 2 —5x — 

d) 


dx. 


2x —7x4-1 


dx 


dx 


I 
1 
J 


4x —x 
x 3 —5x4-1 
x 3 4-x 2 —2x 


dx 


x 3 4-4x — 1 

(x-1) 3 


dx 


. 2x 3 4-x 2 —7x4-20 , 

J ) I---r- dx 


(x 2 —4) 
6x 2 4-9x4-4 
x 4 4-2x 2 4-2x 


dx 


P ) 


x +2x +x + 3 
x 4 4-3x 2 4-2 
x 5 4-2x 3 —7x 


dx 


(x 2 +1) 3 


rfx. 


5. INTEGRACION POR SUSTITUClON 

En la seccion 7 del capltulo 13 (pag. 614), discutimos la evaluacion de 
las integrales definidas por el metodo de sustitucion. Volvemos aqul a 
este metodo para considerar integrales que implican funciones con las que 
nos encontramos por primera vez en el capltulo 14 y para sistematizar el 
uso de la sustitucion trigonometrica. 

Recordemos que tenemos el teorema de sustitucion (teorema 7.5, 
pag. 613): 

Si 

1) / es continua sobre un intervalo 3, 

2) u tiene una derivada continua sobre un intervalo £, 
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3) w(8) cr a, 

4) w(a) = a y u(fi) = ft para a, /3e£, 
entonces 


5.1 





Usamos la ecuacion (5.1) en dos formas. Es decir, o el primer miembro 
o el segundo de la ecuacion (5.1) pueden tomarse como la integral original. 
Podemos expresar la ecuacion en las formas 


5.2 


f(x)dx = /(«(0) u'(t)dt 

u(a) J a 


y 

5.3 


'0 

/(u(x)) u'(x)dx 


a. 



f(t)dt 


donde x identifica la integral original y / identifica la integral transformada. 

M) 

Nota. A1 usar la formula (5.2), si consideramos dx en f(x)dx 

J u(=0 

como una diferencial, entonces la formula (5.2) 


'«(#> 

f(x)dx = 


f(u(t))du(t ) 


J «(<*) J a 

se obtiene de un modo formal simplemente reemplazando x por u(t ) 
y encontrando los llmites correspondientes. 


Nota. A menudo exigimos que la funcion u sea univalente. Si hacemos 
la hipotesis adicional de que u'{t ) A 0 para te 8, como por (2) u' es 
continua sobre 8, u sera o creciente en 8 o decreciente en 8. 


5.4 Ejemplo. 


fS 

Evaluese 


5 


x dx 
j9-x 


Solucion. Deseamos hacer una sustitucion que transforme la integral en 
una integral con una funcion integral como integrando. Escogeremos x = u{t) 
en tal forma que v /9 — x = j9 — u{t) sea un polinomio en t. Tomando 

t — u*{x) = yj 9 — x o x = u{t) = 9 — t 1 , 


tenemos 


y 


a = u*(5) = yj9 — 5 =2, 
p = u*( 8) = yj9—H = 1, 

dx = u'(t)dt = —2 tdt. 
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Por tanto 


s ^/9-x 


1 (9 —f 2 ) 


{ — 2t)dt 



(9 -t 2 )dt 


2 



40 
3 ' 


En integrates con N ,/ a 2 — x 2 , , Ja 2 +x 2 , y ^jx 2 — a 2 , la sustitucion con 
ciertas de las funciones trigonometricas racionalizara el integrando. 
llustramos estas sustituciones en los siguientes ejemplos. 


5.5 Ejemplo. Encuentrese 



(fl > 0). 


Solucion. Sea x = u(t ) = a sen t donde el dominio de u es < — nj2, 7r/2>. 
Entonces u tendra una inversa y 


1 = u*(x) = arcsen 


x 


a 


Tenemos 

J a 2 -x 1 = J a 2 - a 1 sen 2 t = a 2 cos 2 1 = \ a cos t|. 

Ahora bien, fe< —tt/ 2, n/2) implica cos t > 0. Por tanto |acost| = 
ajcos t j = a cos t y 

N /a 2 — x 2 — a cos t. 

Por otra parte, dx = u'(t)dt = a cos tdt, de modo que la integral trans- 
formada es 


u'(t)dl 


u 2 (t)Ja 2 -u 2 ( I) 


a cos tdt 1 , , 

—---= — | esc 2 tdt 

a sen t a cos t a 


1 a cos t , 

— cot t = -- = G(t). 

a a sen t 


Por tanto, como te < — nil, nj2'} 
dx 


x 2 v V-x 2 


= G(u*(x)) — G ^arcsen = 


•J a 2 
a 2 x 


Esta formula puede ser comprobada por diferenciacion. 
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Nota. ^En la integracion indefinida, deseamos encontrar una formula 

para f(x)dx. Es decir, deseamos encontrar una funcion F tal que 

F'( x ) = fix) para xeT) f . Por tanto, si una sustitucion se hace para 
obtener una integral transformada, la formula para la integral trans- 
formada no es una formula para la integral original. Para obtener una 
formula para la integral original debemos expresar el resultado en 
terminos de x. 

La identidad I + tan 2 t = sec 2 t puede usarse en forma analoga para 
las integrales en que aparecen ja 2 +x 2 o v ''x 2 -a 2 . Si a > 0 y en el 
integrando aparece 

s/a 2 -x 2 , pongase conjunto x = a sen /, 

t — arcsen x/a con te[—n/2, n/2], 
yja 2 + X 2 , pongase conjunto x = a tan I, 

_ t = arctan x/a con te( — n/2, n/2), 

six 1 -a 2 , pongase conjunto ,v = a sec /, 

t = arcsec x/a con /e[-7r, -n/2) u [0, n/2). 

Estas relaciones se recuerdan mas facilmente con ayuda de diagramas. 
Dibujamos diagramas que sugieren que n/2), pero debemos recordar 
que t esta en el rango de la funcion trigonometrica inversa particular que 
se use. Consideremos un triangulo rectangulo con dos lados a y *. El 
tercer lado es la ralz cuadrada particular que aparece en nuestra integral. 

Para N a 1 -x 1 , tenemos a para la hipotenusa 

y .x para un cateto. fa 2 -x 2 es el otro cateto. 
Luego 

x = a sen t , ya 2 - x 1 = a cos t. 

Para % a 2 + x 2 , tenemos v a 2 + x 2 para la hipo¬ 
tenusa, x y a para los catetos. Entonces 

x x — a tan t , fa 2 +x 2 = a sec t. 

Para yjx 2 - a 2 , tenemos ^ para la hipotenusa 

y a para un cateto. El otro cateto es sj'x 1 ~a 1 ■ 
Luego 

x = a sec t, -a 2 = a tan /. 

5.6 Ejemplo. Encuentrese I -—- 

J 

Solucion. Haciendo x = u{t) = 2 sec t con /e[- 7 t, - n/2) u [0, n/2), 
tenemos 

\ix 2 4 = 2 tan t, dx = u'(t)dt = 2 sec t tan tdt. 
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La integral transformada es 

2 sec t tan t dt _ 1 
4 sec 2 1 2 tan t 4 j 


cos t dt = - sen t. 
4 



Teniendo en cuenta nuestro diagrama en que aparecen las relaciones entre 
x y t para xe[2, oo> y fe[0, nj 2), encontramos 


sen t = 


V' 


x 2 —4 


Por tanto 


dx 


J * 2 


*y.x 2 -4 4 * 

La formula debe ser comprobada por diferenciacion. 

Problemas 


1. Encontrar las siguientes integrales: 
dx 


(a 2 -x 2 ) 


2x3/2 


b) 


a) 

c) 

e) 
9 ) 
0 


2. Demuestrese que la sustitucion 

t = (a+bx J ‘) i,q 


dx 


tjx 1 + 5 


f x 2 dx 

d ) 

1 dx 

J (16 —x 2 ) 3/2 

^ x 3 x/4x 2 —9 

P 

/) | 
J 

’ 2o dx 

J 3/2 X 

a (a 2 + x 2 ) 3 

’ 5 x 2 dx 

h) 

"« , 
i x 2 V« 2 - 

jo v/25 —x 2 


-fl 

dx 

j) 

r x 2 dx 

J (x 2 -2x + 5) 3/2 

' V6x-x 2 
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racionalizara el integrando en 


x m (a + bx") p,q dx 
J 

si ( m+ 1 )/n es un entero. 

3. Encuentrense las siguientes integrales: 




c) 


x 3 ■ ^i9 + x 2 dx 


XsJ 4 + xdx 


b) 

d) 


x 5 dx 
v" 9 + x" 


Xy/4 + x z dx. 


4. Si el integrando es una funcion racional de sen y cos. entonces la 
sustitucion 


t = u*(x) = tan x/2, xe[0, 7 i> 


producira una integral transformada con integrando racional. Usense las 
identidades (3.24) y (3.25) del capitulo 6 (pag. 276) para demostrar que 


t 2 = tan 2 x/2 = 


1 — cos x 
1 + cos x 


Partiendo de esta relacion, demostrar que 


cos x = 


1 -t 2 
1 +i 2 ' 


Demuestrese tambien que 


sen x 


It 

1 +t 2 


dx = u'(t)dt = D,(2 arctan t)dt = 


2 dt 
1 +t 2 


5. Usese el metodo del problema 4 para encontrar 


a) 


<-') 


dx 


3 + 5 cos x 
dx 


1 + sen x + cos x 


b) 


d) 


dx 


1 + sen x 


n/3 


dx 


ir/4 tan x — sen x 
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es 


6. Para integrates en que aparece 

t = e x , 

con frecuencia util. Encuentrense 


e x ia sustitucion 
x = In t 



c) 


1 


dx 

X i ~ X 

e +e 



e x dx 
e 2x — 16 ' 


6. TABLAS DE INTEGRALES 


Hemos obtenido en el curso de este trabajo muchas formulas de 
integracion. Por otra parte, toda formula que hemos obtenido para una 
derivada puede escribirse como una formula de integracion. Podriamos 
compilar todas estas formulas de integracion, clasificarlas de acuerdo a 
algun sistema y presentarlas en una tabla. Siempre que encontrasemos una 
nueva formula de derivacion, podriamos anadir la correspondiente formula 
de integracion a nuestra tabla. De esta manera, despues de algun tiempo, 
tendrlamos una tabla de integracion, ciertamente, extensa. Ya ha habido 
quien haya hecho este trabajo por nosotros y podemos disponer ahora de 
muchas tablas de tal tipo. Todo estudiante debe hacerse de una de ellas. 
Una tabla de integrates es un valioso ayudante para todo el que quiera 
usar el calculo en las aplicaciones. 


6.1 Ejemplo. Encuentrese 


dx 

7T\' 


Solucion. En una tabla de integrates encontramos 


dx 

a + be mx 


—— [mx — log (a + be mx )~\ . 
am 


En la tabla particular que usamos en esta ocasion, encontramos como 
instruccion que, para funciones de valores reales, el log x debia ser 
reemplazado por log |x|. Ademas, log esta denotando la funcion logaritmo 
natural que hemos denotado por In. Tomando a = b = m = 1, obtenemos 


dx 

1 + e x 


x — In (l+e*). 
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6.2 Ejemplo. Encuentrese 


dx 


e -a e 

Solucion. Multiplicando el numerador y el denominador por e* obtenemos 

du(x) 
a 2 — u 2 (x) 


e x dx 

' e x dx 

2x 2 ~ 

2 2- 

J e -a J 

a -e J 


donde u(x) = e x . En nuestra tabla de integrales encontramos 



1 , c + x 

— log-. 

2.c c — x 


Podemos usar esta formula si hacemos las siguientes sustituciones: 
reemplazar la c de la formula por a y la x de la formula por u(x) = e x . Con 
estas sustituciones, encontramos que tenemos la negativa de nuestra 
integral. De donde 


dx 

_L in 

a + e x 

- 1 In 

a~e x 

X "7 — v 

J e -a~e 

2 a 

a — e x 

— — in 

2 a 

a+e x 


6.3 Ejemplo. 


Evaluese 


P‘ nW dx 

Jo e x -a 2 e~ x 


Solucion. Podemos considerar el uso de la formula del ejemplo 6.2. La 
formula del ejemplo 6.2 se verifica sobre cualquier intenalo contenido en 
el dominio de definicion del integrando, < - oo, In |a|> u <ln \a \, oo>. 
Como In | a\ esta en el intervalo [0, 2 In |o|] y no esta en el dominio del 
integrando, esta integral es una integral impropia. Si no hubiesemos notado 
esto y hubiesemos usado la formula incorrectamente, hubieramos obtenido 


r 2,n w dx i 

a —e x 

Jo e x - a 2 e ~ x 2a ln 

a+ e x 



2 


a — a 

In 


_ 

a + a 2 


In 


a — 1 
a +1 


1 -a 

- In 

a — 1 



1 +a 


a + 1 


Este resultado no es correcto. Ni la integral de 0 a In \a\ ni la integral 
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de In \a\ a 2 In |a| existen. Por ejemplo, 


‘‘■I*' dx 


lim 


o e x — a 2 e x t-»(in |a|) J 


dx 


o e x — a 2 e x 


lim 

»—»(In |a|)“ 


— In 
2 a 


a — e 


a + e T 


—i„i—n. 

2 a [ a +1 |J 


Ahora lim In 

I - *(In |fl|) 


a — e 


a + e' 


■oo, de modo que la anterior integral no 


existe y, por tanto, la integral de 0 a 2 In |a| no existe. 
6.4 Ejemplo. Encuentrese 


x 2 + 2x + 2 dx. 
Solucion. Completando el cuadrado tenemos 


.,/x 2 + 2x + 2dx 


Nuestra tabla contiene la formula 




v 


/(x + l) 2 + l dx. 


J* Jx 2 + a 2 dx = ^[x^/ x 2 + a 2 + a 2 log (x + ^x 2 + a 2 )J. 

Reemplazando la x en la formula por x + 1 y la a de la formula por 1 y 
notando que J(x+ 1) = dx, tenemos 


yjx 2 + 2x + 2dx = i[(x+ 1) x/x 2 + 2x + 2 + In |x + l+Vx 2 + 2x + 2|] . 


Problemas 


1. Encuentrense las siguientes integrales, usando una tabla de integrales 
estandar. Identifiquense tanto la tabla como las formulas particulares 
usadas en cada caso. 


a) 


x 3 y/x 2 + 5dx 


b) 


dt 

(1-4t 2 ) 3/2 


c) 


I 


x 2 dx 
x/9x 2 -4 


x 5 dx 

oT-Vf 2 


d) 

r do 

2 — cos 2 0 

f) \ 

P(a 2 -x 2 ) 3/2 

x 2 
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g ) 

0 

k) 

m ) 


e sen - dt 


dx 

2 + 2x + x 2 
dx 

v / (x-l)(2-.x-) 

du 


4 ' 2 2 

U v ' (2 — U 


' .x 5 


q) 


5 +4.x 2 
dx 


dx 


x 2 + 4x + 2 


s) l -±^dy 

J V l-2i> 


m) 


«0 


2>’ 
x 3 dx 
J a + bx 1 


1 3 + x 2 
2 + x 2 


xdx . 


, sen 20 
«) | - dti 


j) 


0 


(?) 


p) 


r) 


I ) 


<’) 


1 + cos 0 


.x 3 sen x 2 dx 


v ; 9r+ 4 


t/r 


t 

dx 


* V 4 — ,v 
(a 2 — u 2 ) 312 du 
cot tdt 


1 + sen ? 


V4.x 2 -25 


cf.x 


dv 


y 2 Jy -1 


7. INTEGRACION NUMERICA 

En nuestro estudio de las funciones algebraicas elementales y tras- 
cendentes, hemos visto que la integral de funciones algebraicas muy sencillas 
puede conducirnos a nuevas funciones. Nuestro principal ejemplo de esto 
fue el de la funcion logaritmica cuya definition sobre <0, oo> era 


J i t 

Como el integrando es continuo sobre <0, oo> sabemos, por el teorema de 
existencia fundamental (5.1 del capitulo 12), que la integral, ciertamente, 
define una funcion. Muchas otras nuevas funciones surgen de esta forma. 
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Dos ejemplos importantes son: 


si x 


'* sen u , 

- du 

o u 


y erf x 



’ dt . 


A “si” se le llama funcion “seno integral” y “erf” es la funcion “error . 
En esta seccion nos ocupamos del calculo numerico de tales integrales 

f 5 dx 

definidas. En el ejemplo 3.12 del capltulo 12, ilustramos como 


= In 5 


podia calcularse acotando la integral con sumas superiores e inferiores. 
Este acotamiento de una integral definida mediante sumas superiores e 
inferiores, es un metodo que puede usarse para aproximarnos a las integrales 
definidas. El teorema 3.14 del capitulo 12 (pag. 540) nos muestra que, 

si / es continua sobre [a, b\, entonces j f puede calcularse en esta forma 

hasta cualquier grado deseado de precision. La acotacion de una integral 
definida por sumas superiores e inferiores tiene la ventaja de que la deter- 
minacion de la precision del calculo es inmediata. Sin embargo en muchos 
casos el metodo es diflcil o imposible de aplicar, ya que requiere que los 
valores maximos y mlnimos de la funcion se calculen, o sean conocidos, 
dentro de cadaunode los subintervalosde laparticion. Por ejemplo, a menudo 

'b 

se presenta el caso de que uno desea aproximarse a / donde los valores 

J O 

conocidos de / estan dados por una tabla y estos valores pueden haber 
sido determinados experimentalmente. 

Ahora bien, el teorema 5.3 del capitulo 12 nos dice que si / es continua 

sobre [a, />], [ / puede aproximarse mediante una suma del tipo 


7.1 


X / (*,)(*.-*i- i) 

i = 1 


donde x ; es un numero cualquiera en [x f _,, x t ], Tenemos, por tanto, un 
segundo metodo de integracion numerica. Aunque facil de aplicar, es 
posible que el metodo no sea eficiente. Por eficiencia entendemos la cantidad 
de calculo —que puede ser medido por el tiempo que se requiere para 
efectuarlo— necesario para conseguir una precision especifica. En esta 
seccion presentamos otros dos metodos de integracion numerica y daremos 
formulas que haran posible la estimacion del error. El analisis del error 
en la aproximacion de las integrales definidas puede requerir varias tecnicas 
especializadas. Esto es particularmente cierto cuando los valores de la 
funcion se conocen solo experimentalmente y estan, por tanto, ellos mismos 
sujetos a error. 
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~ X AiJ( x i) + R„, 

i= 0 

donde P = {x,| /= 0, 1,es una particion de [a,b]. La integral 
v . f{x)dx tiene £ i ue ser aproximada por S n = £ AJ( Xi ). El termino R„ no 

se conocera en forma exacta, pero alguna informacion sobre R puede 
hacer posible determinar la precision de la aproximacion. Por error E 

(*b n 

de la aproximacion entendemos \R„\ = |S„ - | f\, e I valor absoluto de 
la diferencia entre la aproximacion y el numero que se calcula. 
a) Regia trapezoidal. La regia trapezoidal es 

7-3 f / = hlif(a)+f(a + h)+f(a+2h) 


+ ... +f(a+(n-l)h) + jf(b)-] + R„ 

donde h = —— . Si f" existe sobre [a, b ] y esta acotada por M sobre [a, b], 
entonces podemos dar la siguiente cota para el error: 

E„ = \R„\ 

12 

b) Regia de Simpson (parabolica). La regia de Simpson es 

fb ^ 

1A f=~U\a) + 4f(a + h) + 2f(a + 2 h) + 4f(a + 3h) 

+ 2f(a + 4h)+ ... +2f(a+(n-2)h) 

+ 4/(a +(n — l)/i)+/(fe)] + R n 

donde n es un entero par y h = Si / (4 > existe sobre [a, b] y esta 

acotada por M sobre [a, 6], entonces podemos dar la siguiente cota para 
el error 

E n = \R n \ (b-a). 
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p 1 

7.5 Ejemplo. Calculense aproximaciones de In 5 = j ~dx usando n - 4 
y n = 8, y haganse estimaciones del error de las aproximaciones. 


Solucion 1. Regia trapezoidal. Como 
para n = 4(h = 1) obtenemos 



< 2 sobre 1,5, 


= I RA < 


21 


(5-D = - 
12 3 


y para n — 8 (h = obtenemos 


£■8 — 1^8 


2 (l) 2 

12 


(5-1) 


Vemos, por tanto, que para este calculo h = \ y h = \ son particiones mas 
bien bastas. Podemos esperar que la aproximacion S 8 sea exacta hasta casi 
una cifra decimal. Por esta razon evaluamos 1/x solamente con tres cifras 
decimales. 


*i 

/(*.) = 

1 lx t 

n = 4 
Ci 

h = 1 
CJ(xd 

n = 8 

C, 

CJ{x r ) 

1 

1.000 

i 

0.500 

i 

0.500 

1.5 

0.667 



1 

0.667 

2 

0.500 

1 

0.500 

1 

0.500 

2.5 

0.400 



1 

0.400 

3 

0.333 

1 

0.333 

1 

0.333 

3.5 

0.286 



1 

0.286 

4 

0.250 

1 

0.250 

1 

0.250 

4.5 

0.222 



1 

0.222 

5 

0.200 

i 

0.100 

1 

1 

0.100 


£ cjixd 

1.683 

3.258 

S„ = XAJixd 



= hlCJ( Xi ) 

1.683 

1.629 
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Las dos aproximaciones S 4 y S 8 pueden usarse para obtener ima 
correccion de S 8 .‘ Tenemos 


/ - S n + R „ = S 2n + R 1 


Ahora, por la regia trapezoidal, como /? 2 aparece como un factor en la cota 
para el residuo, esperamos que si h se reduce por un factor de 2 entonces 
el residuo se reducira en un factor de, aproximadamente, 4. Es decir, 
R ln ~ As! pues 


y podemos usar 


Sm + Rm = S n + Rn « S„ + 4R, 


R 


2 n ~ 


s 2 „-s 


n 


3 


como una correccion para S 2n - 
En el ejemplo, 

«, , Lzii = l^i-2.3, _ OOI8 

3 3 

Usando esta correccion sobre S 8 , obtenemos In 5 = 1.629-0.018 = 1.611. 
Con cuatro cifras decimales exactas In 5 = 1.6094, y nuestro calculo, 
despues de la correccion, tiene dos cifras decimales exactas. Es esto mucho 
mejor que lo que nuestras cotas sobre R 8 nos habrlan hecho esperar. Sin 
correccion, desde Iuego, S s tenia tan solo una cifra decimal exacta. 


Solucion 2. Regia de Simpson. Como 
para n = 4 obtenemos 



< 4! sobre [1,5], 


E 4 = |R 4 i < — (5-1) = — 
180 15 


y para n = 8 (It — \) obtenemos 


£« = !Rg| ^ ~z~ (5 —!) = — 


180 


30 


1 Para una justificacion de este tipo de correccion vease Richardson, Philos Trans 
Roy. Soc. London. Ser. A, 226, pag. 229 (1927). 
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Calculamos \jx con cuatro cifras decimales. 

Por la regia de Simpson, como h 4 aparece como un factor en la cota 
para el residuo, esperamos que si reducimos a h por un factor de 2, entonces 
el residuo se reduzca por un factor de, aproximadamente, 2 4 = 16. Es 
decir, que R 2 „ « Vs R„. As! pues, 

= S n +R„ X 5 n +16/^2n 


y podemos usar 



como una correccion para S 2 „. 
En este ejemplo 


R 


8 ~ 



1.6108-1 .6222 
15 


-0.0008. 


Usando esta correccion sobre S 8 , obtenemos In 5 = 1.6108—0.0008 = 1.6100. 
Una vez efectuada la correccion, el error real en este calculo, por la regia 
de Simpson, es .0006, mientras que con la regia trapezoidal fue de .002. 
Antes de la correccion el error en la regia de Simpson es de .001, mientras 
que en la regia trapezoidal era de .02. 
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Vista geometricamente, la 


aproximacion de 


/ por (7.1) es la aproxi- 


■ r a 

macion del area bajo la grafica de / por la suma de las areas de los 
rectangulos (figura 1). En cada submtervalo / esta aproximado 

por /(x,) —una constante, es decir, un polinomio de grado cero. 



En la regia trapezoidal, el area bajo / esta aproximada por el area de 
trapezoides, donde el intervalo [a, b] ha sido dividido en n partes de igual 
longitud h (figura 2). El area del /-esimo trapezoide es 

areaSi = ^ [/(*,_ ,)+/(*«)], 


y 

n 

X areaS, = ih[f(a)+f(a + hy] + ±hlf(a + h)+f(a + 2h)] 

i= 1 

+ ... +th[f(a+(n-2)h)+f(a+{n-l)hy] 

+ ih U\ a + (n — 1) h)+f(a + nh)'] 

— h\_jf{a)+f(a + h)+f(a + 2h)+ ... 

+/(a + (n-l)A)+i/(a+nfc)]. 

Esta es la S„ de la regia trapezoidal, y vemos que la regia trapezoidal es 
una aproximacion del area bajo / por la suma de las areas de los trapezoides. 
Hablando anallticamente, nos hemos aproximado a la funcion / en cada 
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uno de los subintervalos por un polinomio de grado uno —la cuerda que 
une los puntos extremos de la grafica de / en le subintervalo. 

La regia de Simpson se obtiene aproximandonos a / por un polinomio 
de segundo grado —una parabola— sobre cada par de subintervalos 
(figura 3). Localicemos puntos a 0 ,a ,, a 2 distanciados entre si una distancia h 



sobre el eje X. Sea p el polinomio de segundo grado o menor que pasa por 
los puntos P 0 , P!, P 2 de la grafica de /: P 0 = ( a 0 ,b 0 ), P, = (a,, 6,), 
P 2 = (a 2 , b 2 ). Se ve facilmente que 

, , L (x-a^)(x-a 2 ) {x — a 0 ) (x — a 2 ) 

p(x) = b o • -—-— -- + •- 

(a 0 -a^)(a 0 -a 2 ) (a,-a 0 ) (a,-a 2 ) 


+ b 2 


(x-a 0 ) (x-Gj) 

(a 2 -a 0 )(a 2 -a 1 ) 
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2h 


Lb 0 (x-a l )(x-a 2 )-2b 1 (x-a 0 ) (. x-a 2 ) 


+ b 2 (x-a 0 )(x-a 1 )] 

satisface p(a 0 ) = Z> 0 , = A,, y p(a 2 ) = 6 2 . Puede verse tambien 

que,reciprocamente,/?(x) es el unicopolinomio de segundo grado o menor que 

r<J 2 paj 

pasa por P 0 , Pj, P 2 . Nos aproximaremos a | / por j p. Sustituyendo 
x = u + aq da 


oo J oo 


2 


p(x)dx = 


p(u + a x )du . 


Ahora bien 


p(u + a j) = —— [b 0 u( [u — /i) — 2b, (u + /i) {u-h) + b 2 (u + h)u'] . 

2 h 

Las integrales sobre [ — h,h ] de las potencias impares de u son cero, luego 


7.6 


2 h 2 


l(b 0 -2b l + b 2 )-u 2 + 2b 1 h 2 ]du 


— ^ [6 0 + 46, + b 2 ] — - [/(«o) + 4/(ai)+y(<3 2 )] • 


Para aproximarnos a 


n 


/dividimos el intervalo [a, &] en n = 2m intervalos 


de longitud h. Sobre cada uno de los intervalos [a, a + 2h\, [a + 2h, a + 4h],..., 
nos aproximarnos a / por una parabola y, usando (7.6), sumamos las areas 
bajo las parabolas que se aproximan a / y obtenemos 

~ [/( a ) + 4/(a + h)+f(a + 2/i)] -\ — [J{a + 2h) + 4f(a + 3h) 

3 3 


h 

+f(a+4h)']+ ... + - [/(a+(n — 2)/i) + 4/(a + (n — l)h)+f(a + nh)~\ 


— ~ [/( a ) + 4/ (a + h) + 2/(a + 2 /i) + 4 / (a + 3 /?) 

+ ... 4-2 f (a + {n — 2)h) + 4j{a +(n — \ )h) 4-/(a + »/?)] • 
Esta suma es la S n de la regia de Simpson y vemos, asl, que la regia de 


Simpson nos da, como aproximacion a 
arcos parabolicos. 


/, la suma de las areas bajo 
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Justification de la acotacion del error en la regia de Simpson 

Deseamos demostrar que si / (4) existe sobre [a, b] y si |/ <4) (x)| < M 
para xe[a,b\, entonces el error E„ en la regia de Simpson satisface la 
relation 

„_ 11U 

Sea c = a -(2 i — 1), i = 1,2,..., nj 2 y sea 

n 

7,7 j(x)= f f(t)dt --[/(c-x) + 4/(c)+/(c + x)], xe[0,/r]. 
Jc-x 3 


Notamos que \g(h)\ es el error obtenido al aproximarnos a / por los 

J c-h 

terminos correspondientes de la regia de Simpson. Si F es una funcion 
tal que F' = / sobre [c — h,c + h], entonces 

\ C + X f = f(c + x)-F(c-x), xe[0,h] 

J c-x 

y 

g(x) = F(c + x) — F(c — x) — - [/(c + x) + 4/(c)+/(c —x)], xe [0,7i]. 


Diferenciando g tres veces obtenemos 

g'{x) = - [/(c + x)+/(c —x)] - - f(c) - ^[/'(c + x)-/'(c-x)], 
3 3 3 


g"(x) = i [/'(c + x) -/'(C-x)] - ^ [/"(c + x)+/"(c-x)], 

y 

/"(X) = - ^ [/'"(c + x)-/"'(c-x)] 

2 x 2 r /'"(c + x)-/"'(c-x) ~ 

3 2x 

Como / (4) existe sobre [a, 6], podemos aplicar el teorema del valor medio 
para obtener 

g"\x) = - Ij- / (4 ’(£), £e<c — x, c + x>. 
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Si \x) ^ M sobre [ a , b ], entonces 


. „ 2 x 2 M 

\g (x)| ^ —— , xe[0, /;]. 


Como g"( 0) = g'(0) = g( 0) = 0, para A'e[0, h] tenemos 


\g"(x)\ = 

I g'(x )| = 

|c/(x)| = 




* X 


g'"U)dt 

<c 


\g"'(t)\dt 

J o 

* 

0 

* 

fx 

, 

% X 


g" ( i)dt 

.< 


1 g (01 dt < 

Jo 

! • 

0 


f* 


*JC 

r 

g'(i)dt 

< 


lg'(t)\dt 

J 0 

J 

0 

J 


I r M dt = fx 3 M , 


jt^Mdt = t Vx 4 M, 


\g(h)\ «£ goh 5 M . 

Tornando c - a H-— (2/ — 1) y sumando desde / = 1 hasta / = nil, 

n 


obtenemos 


|RJ = 


J. f ~ s - 


1 

< - — h 5 M = — (b — a)M . 
290 180 


La cota del error en la regia trapezoidal puede justificarse de un modo 
analogo definiendo 

y aplicando el teorema del valor medio a g'(x). 

Es interesante observar que la regia de Simpson es exacta cuando / es 
un polinomio de tercer grado o menor ya que f w = 0 y podemos tomar 
la cota M = 0. 


Problemas 

1. Calculese In 2 por a) la regia de Simpson, b) la regia trapezoidal, 
usando h = 0.1. 

2. i, Que valores de h aseguran un calculo de In 2 con seis cifras decimales 
exactas si se usa a) la regia de Simpson? b) la regia trapezoidal? 
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de 


3. Como n = 4 
dx 


dx 


, n puede computarse por integration numerica 


. o 1 


+ x 


o 1 + x 2 ’ 

2 . ^Que valores de h aseguran seis cifras decimales exactas si la 


integral se calcula por: a) la regia trapezoidal? b) la regia de Simpson? 


4. Calculese n con tres cifras decimales exactas. 

5. Usando la regia de Simpson, calculense S 4 y S s y usese S 4 para 
corregir S s para las siguientes integrales: 



6. Proporcionese una verification directa del hecho de que la regia de 
Simpson da la respuesta exacta cuando / es un polinomio de tercer grado 
o menor. 


7. Dados n+ 1 puntos P, = (a ( , b{), / = 0,1,..., n, construyase un 
polinomio de grado no mayor que n cuya grafica pase por P 0 ,...,P„ 
(a ; # aj para i Pruebese que hay solamente un polinomio tal. 

8. La siguiente tabla da las velocidades (lineales) de un automovil 
anotadas con un minuto de intervalo 


t (minutos) velocidad (km.p.h.) 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


32.0 

48.6 
49.3 

56.8 

38.8 

21.7 
39.2 
35.0 

27.9 


Estlmese la distancia viajada usando a ) la regia trapezoidal, b) la regia 
de Simpson. Calculando S 4 estlmese el erroi en (a) y ( b ). 

9. Estlmese la distancia recorrida en el problema 8 ploteando los puntos 
sobre papel milimetrico, dibujando una curva lisa que pase por los puntos y 
contando los cuadrados debajo de la curva. 
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8. LA FORMULA DE TAYLOR Y LA INTEGRACION NUMERICA 

La formula de Taylor puede usarse para obtener valores aproximados 
para las integrales. Si la (n+ l)-esima derivada de una funcion / existe y es 
continua sobre un intervalo [a, b], entonces, para cualquier xe[a, b ], 

f{x) = P n (x) + R n (x) 
donde P„(x) es el polinomio 

p n(x) = f(a) + (x-a)f'(a) + /"(a) + ... 

2! nl 

y 

KM = — --— / (n+l, (e) para algun ce<a,x>. 

(« + l)! 

De donde podemos aproximarnos a / por P n con error E„(x) = |(jc)|. 

Se sabe que E n (x) = |R„(x)| < M para toda xe[a, b], entonces podemos 
'b ri, 

aproximarnos a / por P n con error 

a J a 

f" r* r 

/- p n = p „ b-a)M„. 

J a Ja J a 

Este metodo de aproximacion de integrales requiere la determinacion 
de las primeras (n+1) derivadas del integrando. Si estas derivadas son 
facilmente obtenibles y si el residuo es suficientemente pequeno para n 
razonablemente pequenas, entonces la aproximacion de la integral por el 
uso de la formula de Taylor es un metodo practico. A menudo sucede que 
las derivadas del integrando se hacen mas y mas complicadas cuando n 
aumenta y se hace dificil la obtencion de la formula de Taylor para el 
integrando. Sin embargo, es a menudo posible, como se muestra en los 
siguientes ejemplos y problemas, reemplazar el integrando por una funcion 
que tenga una formula de Taylor facilmente obtenible y luego mediante una 
sustitucion adecuada obtener una aproximacion del integrando original. 

8.1 Ejemplo. Obtengase una aproximacion polinomial para la funcion 
error 

erf (x) = J e ~' 2 dt 

y/n Jo 

sobre el intervalo [0, 1] con error menor que 10“ 3 . 
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Solucion. Obtenemos un desarrollo para e ' 2 escribiendo la formula de 
Taylor para e“ y reemplazando u por — t 2 : 

/( H ) = y»-/» = ... = / ( ' ,+ 1, (u) = e “ 


de modo que 


2 3 n n +1 

,, , t( u u u 

fill} — 1 I it -T — + — + ... -T — T - 

2! 3! n ! (n + 1)! 


donde c es algun numero entre 0 y u. De donde 

e -‘> =f ( -t 2 ) = l-t 2 +---+ ...+ ( - 

2! 3! 


(-t 2 )" + 1 

+ --- 

(n +1)! 


2 



donde c i es algun numero entre 0 y /. Tenemos 


|K„(0I = 


(-t 2 r +1 

(« + D! 


2 



t 2n+2 

(n +1)! 


Ahora bien, te[ 0, x] c [0, 1], de modo que 


\ R n(>)\ < 


1 

(« + !)! 


y 


1^6 (01 < ^ 


.19841 x 10" 3 


para fe[0, 1], De donde 


^4 1 8 ( 10 ^12 


e ’ = 1 -f 2 +-+-- + — + R b {t) 

2! 3! 4! 5! 6! 


erf (be) = —— e ' dt 

Jo 


= —=- * 


_ 2 _ 

V 71 


x 3 x 5 x 7 x 9 x 11 x 13 

- — - _l_ - 

3 5-2! 7*3! 9-4! 11-5! 13*6! 


2x 2 

para xe[0, 1] con error menor que—^<2x10 4 —- < 10 3 

7 ! Jn yj 71 
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La anterior formula es valida para todo el intervalo [0, 1], Sin embargo 
la formula contiene mas terminos de los necesarios si x no se aproxima a 1. 
Por ejemplo, si xe[0, £], entonces 


y 


\Rn(0\ 


(~r 2 ) n+1 

(« + !)! 


t 2n + 2 
('1 + 1)1 


_l_ 

2 ln+2 (n +1)1 


i« 3 (0l 


1 

^ 2 8 4! 


1 

6144 


de modo que 


2 

f" 2 

e dt = —_ 

x 2, X 5 x 1 

x - 1 - 

\J ft * 

o yjn 

3 5-2! 7 • 3!_ 


para ,xe[0, j] con error menor que 


2x 




6144 it 6144 yjn 


< 10' 4 . En 


particular 

erf 


V* 


1/2 


e'' 1 dt 


1 1 1 

+ 


yjn\_2 2 3 • 3 2 5 • 5 ■ 2 


-—'- = 0.5205 

! 2 7 • 7 • 3 !J 


y 


erf(.l) = 




.00001 

10 


10 ~ 7 ~ 
7 • 31 _ 


0.1125. 


8.2 Ejemplo. La integral 


K(k) = 


'nil 

O 


dx 

y/1 —k 2 sen 2 x 


* 6 [ 0 , 1 > 


se llama integral eliptica completa de primera clase. Para A:e[0, i], obtengase 
una aproximacion de K{k) con error menor que 10~ 3 . 


Solucion. Sea 


/(u) = (i-«r i/2 . 
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Entonces 


/'(«) = ia-«r 3/2 

/"(«) = (!-“)” 5/2 

/"' ( U ) = -^( 1 - m )- 7/3 


/ (n+1) (u) = t2 ”^ )! -(l-»)~ (2 " + 3)/2 

donde (2«+l)!!, que se lee “semifactorial de 2«+l”, es el producto de los 
enteros impares desde 1 hasta 2n+ 1; es decir, (2«+ 1)!! = 1 - 3-5 ... (2n+ 1). 
Entonces 

/(«) = /(0) + w/'(0) + ... + -f (n \0) + R„(u) 

n\ 


t 1 1-3 2 

= 1 - 1 —u + —-—u + 

2 2 2 2 ! 


1-3-5 

2 3 3 ! 


u 3 + ... + 


(2n-l)!! 

2"n! 


u" + R n {u), 


donde 

R„(u) = - )!! o" + ‘(1 _ c )~ (2 " + 3) / 2 ce<0, u>. 

2" l (n +1)1 

De donde 

f(k 2 sen 2 x) = . 1 -— 

y/l — k 2 sen 2 x 

1 2 2 1'3.4 4. 1 ’ 3 ’ 5 6 5 

= 1 + -k sen x -I—;— k sen x + —-- k sen x 

2 2 2 2 ! 2 3 3 ! 


+ ... + (2n 1)! ! fc 2 " sen 2 " x + R„(u), 

2 "n! 

donde para ke[0, |], u = k 2 sen 2 xe[0, £] y 

R n (u) = -■■ rr+ 1)!! m" +1 (1-c)~ < 2 " +3)/2 
2" +1 (n + l)! 


La formula de Taylor y la integraci6n numerica 763 




_ (2 n + 1)! !_ 

^ 2" + 1 (n + 1)!4" + 1 (f) |2n+3)/2 

(2n + 1)!!2 
~~ 6 ' 1+ 1 yJ3(n + 1 ). 

Ahora para u eO, ^], 

1 1 M 2 

R 5 (u) <-= 3.57 x 10~ 4 

6% 3 6! 


e 



R 5 ^ -3.57x 10 


4 = 5.61 x 10~ 4 . 


Luego para Ae[0, j], 
’“ /2 dx 


K(k) = 


V 


1 — k~ sen 2 x 


r*i 2 
0 


1 + -A 2 sen 2 ,v + ' k 4 sen 4 x+ ... 4— 1 k 10 sen 10 ,v 
2 2 2 21 2 ' 5 ! 


con error menor que 5.61 x 10 4 . En el problema 4 (pag. 618), vimos 


2 ,„ (2m- 1)!! n (2m- 1)!! n 

sen - = -- - =- 

(2f?f)!! 2 2 "'hi! 2 


Por tanto, para Ae[0, £], 


K(k) 


, + |i )V + /,:,V 

’ 2 J 2! 


a 4 + ... + |1 ! 1) a- 

2' 5! 


con error menor que 5.61 x 10 4 . 

Problenias 

1. a ) Para «e[0, obtengase por la formula de Taylor, 


1 4* u 


— 1 — U + U — It -hi/ — 1/ + U + K 5 (1/) 


donde 

|R 6 (n)K 4- 7 = (16384)- 1 . 
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b) Usese el resultado del problema la para encontrar una aproximacion 
de arctan x para xe[0, \], 

c) Usese el resultado del problema 1 b para obtener una aproximacion 
de arctan 

r - 

2. La integral E(k) = V 1 - k 2 sen 2 xdx se llama la integral 

J o 

ellptica completa de segunda clase. Usando el ejemplo 8.2 como modelo, 
obtengase una aproximacion de E(k) con error menor que 10 3 para 

*e[0, *]. 


3. a) Demuestrese que 
sen x — x 


3 5 7 

X X X _ f . 

—i- v R&(x) 

3! 5! 7! 


donde |/? 8 (x)| = — cos c 




9! 


b) Usando la formula del problema 3a, obtengase una aproximacion de 

x sen u 

—— du, para xe[0, 1] y estlmese el 
o « 


la funcion seno integral, Si(x) = 
error. 


4. Demuestrese que 


cos x 


dx 


1 


1 1 

+ 


1 


.2-2! 4-4! 6-6! 8 • 8! J 


y estlmese el error. 

5. a ) Demuestrese que 


r t n 

e = 1 +1 H-b ... + —- + R„(t) 

2! n ! 


donde |/?„(t)| = 


(n + 1)1 


con c entre 0 y t. 


b) Usando la formula del problema 5a, demuestrese que 


= 2 


x 3 u 2 x 5 n 4 
x + —-+- + 


3 ! 


5! 


x' u 6 


7! 


+ - [R 8 (xu)-K 8 (-xu)] 
u 
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donde 

- [^8 (xu)-Rg(-xu)] 


— [e c '+e~ c ^ 


u 


9! 


(l+e |x| ) para «e[0, 1], 


c ) Usando la formula del problema 5b , demuestrese que 


1 e xu -e~ xu 


x 3 x 5 x 7 


Jo u 


du - 2 x H-J-f- 


3-3! 5-5! 7-7! 


con error menor que o igual a -(l+ e M) 

9! 


d) Calculese 


1 e u ~e~ 


du. 


o u 


6. Usando la formula de Taylor calculese 


ri .2 


In x dx = 


0.2 


In (1 +x) dx 


con error menor que 10 -3 . 

7. Usando la formula de Taylor para e x con x reemplazada por cos 2 u, 
calculese 


tt/2 


e QOS u dit 


con error menor que 10 2 . 


8. Usando la formula de Taylor para N /1 + x con x reemplazada por u 3 , 
calculese 


-i 

J o 


/2 


yj 1 +u du 


con error menor que 10 5 . 


9. Usando la formula de Taylor para (1— x) 1,12 con x reemplazada 


por u , calculese 


r 1/2 


du 


0 y/l -U 2 

con error menor que 1.5 x 10 3 y obtengase as! una aproximacion de n con 
error menor que 10 -2 . 
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9. RESUMEN 


En este capitulo hemos estudiado varios metodos de integration. En las 
aplicaciones, uno de los metodos mas importantes es el uso de tablas. 
Cualquiera que se enfrente a la tarea de encontrar integrales debe tener 
una tabla de estas. El uso de las tablas implica el metodo de sustitucion 
y el desarrollo de las funciones racionales en fracciones parciales. Si en 
algunas aplicaciones encontrar una integral es suficientemente importante, 
puede perderse mucho tiempo intentando varias sustituciones en un 
intento de reducir una integral a una integral conocida. A veces esta resulta 
ser una actividad infructuosa, aparte de no ser eso lo que realmente se 
necesita en el problema. 

En muchas aplicaciones se desea encontrar el valor numerico de una 
integral definida. Es a menudo posible obtener el valor numerico con el 
conveniente grado de exactitud con, relativamente, poco esfuerzo por 
medio de la integration numerica. Los metodos numericos de integration 
son efectuados facil y rapidamente por las modernas computadoras de 
alta velocidad e incluso con una calculadora comun de mesa el calculo 
no es diflcil. La importancia de la integration numerica no debe ser 
subestimada. Hemos discutido tres metodos de integration numerica —la 
regia trapezoidal, la regia de Simpson y el uso de la formula de Taylor. De 
los primeros dos metodos, la regia de Simpson es la mas precisa, pero 
requiere que el intervalo de integration se subdivida en un numero par 
de subintervalos de igual longitud. Para la regia trapezoidal, el numero de 
subintervalos puede ser par o impar y, con modificaciones obvias, puede 
emplearse con subintervalos distintos. La formula de Taylor es util en casos 
en los que las derivadas del integrando pueden obtenerse con facilidad. 
En los casos en que los valores del integrando en puntos de subdivision 
no se puede hallar con facilidad, haciendo asi impracticas las reglas de 
Simpson y trapezoidal, debe considerarse el uso de la formula de Taylor. 


Problemas de repaso 

1. Encuentrense las siguientes integrales: 


/ 3 In 

‘>J 

I 3 exp 

arcsen 2 

d) 

arccos 2 

00 xdx 

/) 

dx 

o 1 +x 4 

1 *V* 2 -i 
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(a 2 + x 2 ) 3 ' 2 


xJx +4 


k) x ^ 2 + x 1 dx 


m) { ± x +^ dx 
J x 2 + 4x + 5 


V« 2 -x 2 


\/x 2 + 4 

(x + 1) dx 
1 Y x + 2 

( 2x+ \ )dx 
(x~3)~ 


^ (2x+l )dx 

J (x + 1) (x — 3) 


, f (x + 2 )dx 

P ) —;- 

J 6x +x — 2 


q) (l-x 2 ) 5,2 dx 
2 . Demuestrese que 


r) (x 2 + l ) 5,2 dx. 


0 si / es una funcion i 


impar 


Concluyase de ello que 


/ cos = 


2 / si ft s una funcion par. 


si ft s una funcion impar 


2 / cos si / es una funcion pa 


2 / sen si / es una funcion i 


impar 


si / es una funcion par. 


3. Evaluense 


a) x arcsen xdx 


i 2 2 j 

v a —u an 


X 3 y/2 + x 2 dx 


-3 9 + x 2 
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4. Encuentrese el area de la region limitada a la derecha por la elipse 
16 x 2 + 25 y 2 = 400 y a la izquierda por la recta x = 

5. Encuentrese el area de la region limitada por la hiperbola 
16x 2 —25 y 2 = 400 y la recta x = 8. 

6. Encuentrese el volumen generado haciendo girar la region del 
problema 4 alrededor del eje X. 

7. Encuentrese el volumen generado haciendo girar la region del 
problema 5 alrededor del eje Y. 
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Paginas 20-21 

I. A r\ 3 = {3, 5}, A u .73 = {1,3, 4, 5, 6 }. A n 3 c= 3. 

3. .4 n 3 = A, A u 3 = 3 , .1 c ,73. 

4. a) {a, b, c, d,e,f}\ c) 0; e) [ a,b.c,e,f } .9)0; /) {/>, c, e,/, 9 }. 

5. a) {a, 6 , c, </, <?}; c) ( a,b,c,d,e}\ e) { a,b,c,e}\ g) 0. 

7. a) A n C es el conjunto de todos los estudiantes de un colegio que 

pueden resolver el problema 2. (A n 3) n C es el conjunto de todos 
los estudiantes del colegio que pueden resolver el problema 2 y 
pueden leer ingles; b) 1. A <= 3 ; 3. C’ c ,-t; c) No; e) No. 

Paginas 33-34 

9. a) -4; c) 9; <?) f 

10. a) 1, -5; c) -2, e) -f, -2. 

II. a) 1,-5; a) — 3 + v 2, — 3 — x 2; e) ninguna solucion. 

Pagina 38 

8 . a) x > — 3 ; c) x < 1 ; c) x > -f. 

10. a) x < 3 y x > 2; c) ,v > § o x < —2; e) ninguna solucion. 

13. a) I; c) — 1. 

14. a) 0; c) 2. 

15. a) I) x = 6 o x = — 1, 2) x < 6 y x > — 1, 3) x > 6 o x < - I; 
c) ninguna solucion. 2) ninguna solucion, 3) x cualquier numero real. 

Pagina 40 

1. a) <2, 3>; c) [1,3]; e) <1, 7>. 

Paginas 44-45 

8 . a) 4, -4; c) 2, -f; a) [—|, oo>; 9 ) -4,0,2; i) 6 , -2. 

9. a) [ — 4, 4]; c) < — 00 , - 10> u <4, oo>; e) < - 00 , — 4> u < - 1, 00 >; 

/) <- 00 , 2] u [4, oo>; k) <-co, -7> u <-l, co>. 

II . a) < 8 , oo>; c) < — 4,0) ; e) <- 00 , {> vj <f, co>. 


770 



Pagina 48 


3. \a + b\. 


Paginas 49-50 

1. a) <2, 7>; c) [3, 5>; e) [3,4], 

2. {x\x = 15«, n un entero}. 

6. [1.532,1.533], 

12. 4.54915 < a + b ^ 4.55925; 4.43336 s? ah < 4.44782. 

13. a) < —6, oo>; c) <2, 3). 

14. a) < — oo, — 9) u <1, co>; c) <— 10, 4). 

15. a) ( — x /3, v /3); c) <—oo, — 6> u <_ —1, co>. 

16. a) v '6; c) 7~' 16 ; e) 2ab 5l \_ 

17. a) iV2l c) iv'Sl; e) ~i(j2 + j5). 


Pagina 55 


3. 5. 4. a) 10; c) ^10. 


Paginas 59-60 

1. a) a+b = (3, 11); c) 2a + 2b = (6, 22); e) P 0 + 3a = (-4, 3). 

5 . a) v = 1, — 11); c)v = ( — f,0); e) Niriguna solucion. 

6. a) Ninguna solucion; c) r = — 


Paginas 66-67 


3. a) t = 0, P = (1,2); t = 1, P = (— 1, 3); t = - I, P = (3, 1); 

f = 2, P = (-3, 4); t = -2, P = (5. 0). 

c) t = 0, P = (- 1,0); t = 1, P = (2, 3); t = - 1, P = (-4, -3); 

t = 2, P = (5, 6); t = -2, P = (-7, -6). 

6. b) v g = — 60 j « (254, 194); la velocidad lineal |v 9 | del 

\\/2 \ 2 / 

aeroplane respecto al suelo es aproximadamente de 320 kilometros 
por hora. 


Pagina 70 

1. a) (1, 1) y (2,2) son paralelos; c) (6,2) y ( — 3, —1) son paralelos; 
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e) ( —5, 10) y (3, —6) son paralelos, r — — j. 

2. a) (1,2); c) (1, -6); e) (1,2). 

Pagina 73 

1. a) v 17; c) N 50; e) 3 V 17; g) ^ ; i) 1. 

3. a) No ortogonal; c) ortogonal; e) ortogonal. 

Paginas 78-79 

1. a) Si; c) si. 

2. a) (0, — 1) y (0, 1); c) (-5, -4)y(5,4). 

4. a) —7; c) 116; e ) —40. 

7. a) Paralelas; c) no paralelas. 

8. K/42. 


Paginas 87-88 

1. a) a = | b + fb 1 ; r) a = -|b+ 5 l b x ; e) a = - jg-b + y^-b 1 - 

2. a) Comp,, a = 0, Proy b a == 0; c) Comp b a = 0, Proy b a = 0; 

4? 

e) Comp b a = ——, Proy b a = 5 )- 

v /61 

60 ^ 60 

3. a) Comp se v =-—, Comp sw v = —- ; 

V ^ V 2 

c) Comp se v = 0, Comp 5W v = -Comp ne v = —60. 

1100 

4. a ) Componente horizontal v = j x 55 kmph: 


b) Componente vertical v = 


2.74 kmph: 


c) el componente de la fuerza gravitacional que actua sobre el carro 

2 000 

hacia arriba de la colina es — ,- x — 100 kilogramos. 

V 401 

7. a) 32 unidades cuadradas; c ) 22 unidades cuadradas. 

8. a) 1 unidad cuadrada; c) 2 unidades cuadradas; 
e) 9 unidades cuadradas. 
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Paginas 93-95 


I. a) 5; c) 4^/2; e) /773; g)Ja 2 +b 2 ; i) |rP, -(1+ ?)P 0 I • 

4. a) Si; c) no. 

5. a) No; c) no. 

7. a) 1) {(x, x)|x e R}, 2) {(j,+)|>’e R}; 

c) 1) {(x, x+l)|xeR}, 2) {(j— \,y)\y e R}; 
e) 1) {(x, |x+3)|xeR}, 2) {(2^-6, y)\y e R}; 
g) 1) la forma (1) no es posible, 2) {(— 1, y)\y e R} ■ 

8. C. = {(x, mx + b) | x e R}. 

10. a) 1) (0, 0), 2) (0, 0); c) 1) ningunaintersection, 2) (0, 2); e)l)(-l,0), 
2) ninguna interseccion. 

II. a) la recta.que pasa por (2, 1) paralela a (3, — 1); 
c) la recta por (3, 0) y (2, 5); 

e) la recta horizontal 2 unidades sobre el eje X\ 
g) la recta que pasa por (0, -5) paralela a (1,2); 

/) el segmento rectilineo de (1,2) a (2, 3) que no contiene los puntos 
extremos; 

k) la recta que pasa por (0, 5) paralela a (1, -3); 
m) la circunferencia de radio 4 con centro en el origen. 


Pagina 99 

1. C,, C 2 y il 4 son paralelas; C 3 y il 5 son paralelas. 

2. a) C = {(1 + 7, —6 + /)|? e R}; c) t = {(1+7, -6 + 2?)|?eR}; 
e) Igual que (c). 

3. a) {(x, y 0 )\xe R); c) {( x-ta , y_ + tb)\ieK}. 

5. a) (5,0); c) ( —i,0); e) (-5,0). 

6. a) (0, -5); c) (0, 3); e) (0, 10). 

Paginas 105-107 

1. a) x = 4y = -2; c) x + 3 y = 10; 

e) {y i -y 0 )(x-x 0 )-(x ] -x 0 )(y-y 0 ) = 0. 

2. a) No ortogonal; c) no ortogonal; e) ortogonal. 

3. a) La recta que pasa por el origen ortogonal a (3, —2); 
c) la recta que pasa por (3, -2) ortogonal a (1.2). 

4. a) 2; c) v /5.„ 

6. a) f; c) 6/ x /5. 

8. a) x = i(a + 6), a # b\ c) 18x-4y = -61; e) x-2y = 1. 

9. a) x = 2?, j = 3?; c) x = 3-2?, = -2 + 7. 

11. a) (1,0) y (2, 0); c) (-{, - V) y ('¥- -¥)■ 

15. a) (0,1); c) (1, 2). 
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Paginas 114-115 


1. a)c = 3a-2b; c ) c = ^- 2 a - b 

2 2 

5. a) (-2,4); c) (*,*); e) J 3 i )- 

6. a) (2,0); c) ninguna solucion; e) (0,0). 

8. a) Ninguna solucion distinta de la trivial; 

c) cada punto de la recta .v — 3 y = 0 corresponde a una solucion; 
es decir, x = 3t, y — t es una solucion para todo valor de t. 

9. A = 1 : a' = /, y = t es una solucion para toda t ; a = 5 : x — t, 
y = -/ es una solucion para toda t. 

10. (300, 90); ninguna; / 0 = 3. 


Pagina 119 

1. a) m = ■§; c) m = -§; c) w = 0; g) m = 4. 

2. a) x = 2/, = |-t; c) .v = 7; e) x = a/, >• = 7>(] -/), a 2 +/; 2 # 0, 

o 4- ay = ab, a 2 + b 2 # 0. 

3. c/) j = — 3.v + 4; c) y — —2; e) y—y 0 = m(x — x 0 ). 

Paginas 119-122 

5. v = 3 a' + 2 n 10, y = 3.v — 2 s /l6, 

6. y 2 = 8(jc — 2) ; una parabola. 

7. (1, 1, -1). 

9. d) P = i(l, 1). 

10. a = 4. 

12. (6, 7) = |(!2, 14). 

14. (x,y) = ^’(1, 1) + ^(-|, I). 16. 

2 2 n /2 

Paginas 127-128 

1. a) 3)={2, -1,0,6}, 31= {1.5,0,2}; c) f J) = {-5,1,3,5,7}, M = {2}. 
3. {(-4, |), (0, 0), (|, -|), (|, |), (1 + v /2, 1)}. 

5.a)4; c) e) .v J + 3.v 2 ; g) x 3 + 3hx 2 + 3{h 2 -l)x + h 3 -3h + 2. 

7- a) ((1, i), Vi-);_ c) ((- >/3, 75), -7D; e) («/2, y3), $2j3). 

8. o) if; c) 473. 

9. a) Funcion; c) funcion. 
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10. a) {(1, 1), (2, 4), (3, 9), (4, 16), (5, 25), (6, 36)}. 

11. a) f{x) = fx + 3 (si); c) f(x) = x 2 . 


Paginas 130-131 


3. No. 


1. a) 3; c) — 1; e) 1. 


Paginas 133-134 
11. No. 
Paginas 140-141 


1. a) 1) {(2, 4), (3, 3), (4, 10)}, 2) {(2, 0), (3,-4), (4, 21)}, 

3) {(-3,4), (0,0), (2, 16), (3, 1),(4,9)}, 

4) {(2, 16), (3, 13), (4, 30)}, 5) 4, 6) 0, 7) 16; 

<0 1) [/+£?] (x) = { 2x ~l + 'J x ’ 2] 

(3 + ,/x, x e [3, 4] 


2) [/<?] (x) = { 

{3^%, xe[3,4] 

[4x 2 -4x+l, x e [0, 2] 

9, xe[3, 5]’ 


3) / 2 (x) = 


4) if 2 + 3g](x) = \ Ax * 4x + 1+3V x > *6[1,2] 

(9 + 3^/x, xe[3,4] 

5) 3 + V2, 6) 3^2, 7) 9 + 3 v '2; 

e) 1) {(-1, l),(i,|),(2, -1), (4, 4 + ^2)}, 

2) {(-1, -2), (i, |), (2, -6), (4, 4V2)}_, 3) f 2 {x) = x 2 , 

4) {(-1, 7), (i, |), (2, -5), (4, 16+3y2)}, 5) -1,6) -6,7) -5. 
a) 1) {(2,4), (3, -5), (4, -4)}, 2) {(2, -4), (3,5), (4,4)}, 

3) {(3, —i), (4,4)}, 4) {(2,0), (3, -4), (4,1)}; 


<0 i) U-oUx) 


2) [</-/] (x) = 


[2x —1_- v / x, xe[l, 2] 

1 3 — N /x, x e [3, 4] 

yjx — lx+i, xe[l, 2] 
Vx-3, xe[3, 4] ’ 


3) 


/ 

UJ 


(x) 


2x — 1 

— 7 - ~, xe[1, 2] 

V* 


— xe[3,4] 

V x 
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4) 


(x) = 


7 


2x — 1 


, xe[l, 2] 


X 

3 V 


V* xe[3, 4] 

e) 1) {(-1, -3),(i, -±), (2, 5), (4, 4-^/2)}, 

2) {(-l,3),(i,i),(2, —5), (4, % /2 —4)}, 

3) {(-1, -i), (1,1). (2, -$),(4,2 n /2)}, 

4) {(-1, — 2), (j, I), (2, —|), (4, i N /2)}. 

9. a) 1) R; [f+g\(x) = 2x 2 -7, 2) R; [f-g] (x) = 4x-9, 

3) R; [g-f\U) = — 4.v + 9, 4) R; [fg](x) = x 4 - 1 l'x 2 + 18x- 


5) {x|x ^ 1}, 

6) {x | x # -4, 2}, 


(x) = 


x 2 + 2x — 8 
x 2 — 2x + 1 


0 

,/J 


(X) = 


— 2x + 1 
x 2 + 2x —8 


c) 1) {x|x # ±1}; [/+fif](x) = 


x 4 + x 2 —6x+ 10 


x 2 -l 


2) {x|x* ±1); L/—fir]( jc) = 


3) {x|x# ± 1 }; [<?-/] (x) = 


-x^ + 2x 3 -Hx + lOx— 6 


• 1 


x — 2x — x — 10x + 6 
x 2 -l 


4) {x|x # ±1}; [/fir] (x) = 


x 5 + 2x—8x 2 — 16 


5) {x|x # ±1,2}; 


(x) = 


6) (x | x # + 1}; 


g 

L/J 


(X) = 


x 2 -l 


x 3 4- x + 2 x 4- 2 
x 4 —x 3 —8x + 8 
x 4 —x 3 —8x + 8 
x 3 + x 2 + 2 x + 2 


10. fl ) [/+<?] (-3) = 11, [/—< 7 ] ( — 3) = -21, [g-f\{- 3) = 21, 


[/0](-3) = -80, 


f 

Lg. 


(-3) = 


9 

L/J 


C) [f+9] ( — 3 ) = -4-, [/ 

- g ) 

(-3)= -V. I 


C/0] (-3) = -***, 

71 

- 0 - 

( — 3) = —7-0 > 

-1 

05 l ^ 

1 


(-3)= - 


(-3) = 


8 1 
4 9 


7 0 

IP 


776 Respuestas a ejercicios selectos 



Paginas 151-152 


1. a) f ' g = {(0,5), (1,3), (2, 2), (3, 7)}, g of = {(1, 1), (2, 4)}; 

c) f°g= {(0, -2), (3,0), (-1, -1), (2, -2)},gof= {(3, 1), (4,4)}. 

2. a) fog — I 2 — \2I + 39, g ° f = I 2 — 3; c) [fog] (x) = ^ _ , 2 ”-p* 

0)/., = [0, 5], \g of] W = - 3, 3),., = <-00, oo>; 

«)/•>* = {(0, 1),(4, V7), (3, 1)}, 

gof= {(0, 1), (4, -3), (16, 7), (64, -1), (9, 1)}; 
g) fog = 277 3 +277 2 +97+5, = 3/ 3 +13; 

47 4 (-87 3 + 37-3) r / 5 ( —7 2 + 3/—2) 

0f°ff= 7(7-1) 2 ’9°f- 4/(3/— 2) 3 ' 

5. a) /* = {(2, 1 ), (3, 2), (5, 3), (7,4)}, 9 * = {( 3 , 0), (2,1), (1,2), (4, 3)}; 
c) /* no existe, 9 * = 7+6; 

e) /* = {(.v, x 2 + 1)| x 6 [0, oo>}, g* = {(x, 3 — jc) j x e < - oo, co>}= 9 ; 
g) f* = {(*, \jx —A)\x e <-oo, oo>}, 9 * =f (/-l). 

7. a) /* = {(x,v'x)|xe[0, 4]}. 


Paginas 155-156 

1. a) f+g = 47 2 +27+ 1, /9 = 3/ 4 —2/ 3 + 37 2 + 287—20; 
c) f+g = 7 5 + 7 4 -3/ 3 + 37 + 4, 

fg = / 9 + 7 8 —47 7 —4 / 6 + 77 5 + 37 4 —16/ 3 +I27. 

3. a) fog = / 2 +2, g*f= 7 2 +47+4; 

c) fog = 7 4 + 107 2 + 21, 9 o/ = 7 4 + 47 3 —2 7 2 —127+13. 

4 . a) [0, oo>, [7 1/2 0 7 1/2 ] (x) = x; c ) <-oo, oo>, [/ ,/2 7 2 ] (x) = |x| ; 
e) [0, oo>, [I 2 ,(7+7 1 / 2 )](x) = x 2 + 2x 3/2 +x; 

. 9 ) <- 00 , oo>, [(7 3 + 7 2 ) o/ 1 / 3 ](x) = x + x 2/3 . 


Pagina 157 

1. /(i) = 1, /(f) = 1, /(f) = 3, /(4) = 8, /(-^) = 6. 

3. /(0) = 0, /(-l) = -1, /(l) = </5, /(A) = W 7 - 
5. ±7. 7. /(/) = (1, 3)+ 75/(2, 1). 

Paginas 163-164 

1 . d) (1, 3); -c) (2, 5); e) (5, 3); g) (0, 0); /) -(3,8); Ar) (0, 3); m) (5, -5). 

2. 1) T, mueve todo punto horizontalmente 1 unidad y verticalmente 
3 unidades; 3) T 3 = T t ; 5) T s “expande” R 2 por un factor 2; 
7) T-, es una rotacion de R 2 de 90° en sentido dextrogiro. 
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5. a) (-2, -6); c) (0,0); e) (0, 1). 

8. a) (0,0); c) (1,2) y (- 1, 2); e) (—1.2); 
g) cualquier punto de la recta x = — 2. 


Paginas 176-178 


1. a) 7'es no singular y rigido, T*(x'.y’) = (v'. — x'): 


c) 

e) 

9) 


T es no singular y rigida, T*(x', y') = 



T es singular y no es rigida; 

T es no singular y no es rigida, T*(x', >>') 


-v'(l, -1) + 
= H.v'. .V'); 


v'2 


v'(l, 


i); 


/) T es no 


singular y rigida, T(x',y’) = ~r= (x' - 3) (1, 1) + - 7 = (>-'— 5) (1, - 1). 

V 2 v / 2 

2. a) T hace grrar a R en sentido contrario a las manecillas del reloj 90 D , 
(7’(i) = j); r) T hace girar 45° a R 2 en direccion contraria a las 

manecillas del reloj, |Y(i) = -j=(l, 1 )j ; /) 7’es la reflexion respecto 

de la recta que pasa por el origen paralela a (I +^/2, 1) seguida 
de la traslacion (3, 5). 

8. a) T( P) - P+(4, 3); c) T(P) = P + (39, -20). 

9. a) 1) U(x, y) = ±.v(l, v'3) ++ r(-_ v /3, 1), 

2) V(x,y) = ix(l,V3)+L>>( v /3, - 1 _) ; 
c) 1) U(x,y) = %x(j3, _i) + j > ,(i i % / 3 ), 

2) V{x,y) = ix(-,/3, l) + i.y(l, N /3); 
e) 1) U(x,y) = (-j, .v), 2) V{x, y) = |x(-3, -4)- ' j>(4, -3); 
g) U(x, y) = ( y, -x), V(x,y) = |x(3, 4) + }>-(4, -3). 

10. a) T{X) es la recta y = 5; 

c) T(C) es la circunferencia de radio 1 alrededor del punto (1, —2); 
L(Y) es la recta que pasa por el origen paralela a b. 

1 

11. a ) U(x, y) = ± (a -3>>. 3.v + y); 

c) U (.v, y) = ± j-j (12 x — 5_y, 5 x + 1 2y). 

13. a) U{x,y) ~ (x, — y); c ) U(x,y) — ( —y, —x). 

Compruebese U(x, ~x) - (x, —x). 


Paginas 181-182 

1. 1) T j es la rotacion de 180°; 3) T 3 es la rotacion levogira de 45°; 
5) T b es la rotacion dextrogira de 60°; 7) r 7 es una transformacion 
lineal. T(X) es la recta que pasa por el origen paralela a a. T(Y) es la 
recta que pasa por el origen paralela a b. 

2. a) [r, o T 2 ] (x', y') = (-.v'+2, - y'- 3): 


778 Respuestas a ejercicios selectos 



1 


>/3)*+(l +V3 )y), ((1 +V3)x+(V3-l)j); 

9) T 2 *{x\y') = (x' + 2, y'—3); 


C) 2 V 2 ((1 


/) [r 2 orj*(*',/) = -J=(x'+/-l,/-x'-5); 

A) [r 6 u T 7 ](x,y) = xa+>-b-(x 0 , Jo). 


e) T* = Tr, 


Paginas 185-186 


1. a) Esta es una traslacion de coordenadas. El nuevo origen esta en 

el punto (x, y) = (3, —2); c) Los ejes de coordenadas han girado 
dextrogiramente un angulo de 90° y despues se han trasladado. El 
nuevo origen esta en el punto (x, v) = (— I, 2). 

2. a) 2x'-3 y‘ = -7; c) 2/ + 3x' = 13. 

3. T*(x, y) = (x',/) = (x-4,y + 2). 


U(x,y) = ± ~j= (x +y,y- 


-x). No hay ningunas otras. 


Paginas 195-198 

7. a) T(x,y) = xu + yv + (3, 5) donde u y v son un par cualquiera de 
vectores ortogonales de longitud unitaria; 

c) T(x,y) = -4(1, 1) + -4-(-l, l) + (3,5); 
e) T(x, y) = (—y + 3, x—4). 

11. a) x' = my'; c) x' 2 +y' 2 = 1 ; e) x' 2 -y' 2 = -2; g ) / 2 = -4x'; 
k) x' 2 + 2y' 2 = 5. 

a o 


Paginas 207-209 

3. a) {(x',/)|7x'-/ = 2^2}. 

5. a) T es la traslacion que mueve el punto (x 0 , y 0 ) al origen; 

b) el origen del sistema de coordenadas se mueve hasta el punto (x 0 , y 0 ). 

7. V(G) = {(x',/)|x' 2 = 4py'}. 

Paginas 210-213 

1. a) T 2 ,T 3 ,T i ,T 5 ; c) T x T 5 ; e) T s . 
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3. [To U]*(x',y') = (x'-h)(u t , -u 2 ) + (y'-k)(u 2 ,u ,); 

[U ° T]* (x\ y') = x'(u,, -u 2 )+y'(u 2 , u,)-(^ k). 

P — o 

5 . U o 7 ', donde T traslada 0 O hasta el origen y 77 ( i ) — —-—— 5 

|Po — Qol 


Pagina 221 


1. 

a) 

© 

II 

1 

<N 

; c) y—3x 

= 2; e ) x—y = 

= 0; x, y £ [ — 2, co>. 





Pagina 229 




Jf-Inter- 

E-inter- 

Simetrlas 

Extension 



cepciones 

cepciones 



1. 

a) 

i 5 

±2 

X, Y, O 

xe[ —5, 5], ye[ — 2, 2] 


c) 

ninguna 

+ 4 

X Y, O 

xeR,ye< — oo, — 4]u[4, oo) 


e) 

ninguna 

ninguno 

O 

fxe<0, oo), ye< — oo, 0) 

[xe< — oo, 0), ye<0. oo) 


9) 

1 

— 2±fy6 

rectas x = 1 

xe[ — 4, 6], ye [ — 4, 0] 





y = -2 

fxe< — co, - 1 >, ye<0, oo) 


i) 

ninguna 

-4 

Y | 

xe<-I, 1), ye< — co, -4] 
[xe<l, oo), ye<0, oo) 


k) 

±2 

±2 

X, Y, O 

xe[-2, 2], ye[ — 2, 2] 

2. 

a) 0 

0 

O 

1° y 3 er cuadrantes 


c) 

0 

0 

X 

xe[0, oo), yeR 


e) 

ninguna 

ninguno 

O 

1° y 3 er cuadrantes 


9 ) 


-i 

ninguna 

x, y no ambos > 0. 

2. 

a ), e), y g) son graficas de funciones. 


2. 

c) 

No es la grafica de una 

funcion. 



Paginas 231-232 

1. a) Circunferencia, centro (0,0), radio 4; c) conjunto vacio; 
e) circunferencia, centro (—1, —1), radio 1. 

2. a) (x —4) 2 + (y + 2) 2 = 9; c) (x-3) 2 4-(y+l) 2 = 29; 
e) (x-3) 2 + (y + l) 2 = 4r; 9 ) x 2 +y 2 -6x-2y = 0. 

3. Centro (0, c), radio \Ja 2 +c 2 donde ceR. 

4. a) (0, 5) y (—5, 0); c) (4, 3). 

Paginas 235-236 

1. a) Parabola, abierta hacia arnba, V = (2, — 1), F = (2,0), directriz; 
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y=- 2; c) parabola, abierta a la derecha, V = (-2,3), F - ( 4,3), 

directriz: x = — J/-; e) parabola abierta hacia arriba, V = (2, — 1), 
F = ( 2 , -|), directriz: y = -f; g) circunferencia, centro ( 0 , - 2 ), 
radio 2.4/3; /) parabola, abierta hacia arriba, V = (— i, 1 ), 

F = ( —i, 7 -^), directriz: y = -j%; k) parabola, abierta a la derecha, 
V = (1, -2), F = (|, -2), directriz: x = f. 

2. a) (x-2) 2 = —320; —3); 0 (*~ 7 ) 2 = -WO'-i)- 

3. (j+1) 2 = -6(x-|). 


c) x = 2 + 


100 


V’2 

_/ 

\/2 

2 


x = t 1 — 2t 
y = ( 2 + 2t 


donde y = 2/2t; 


5 100 5 


7. a) Parabola abierta hacia arriba si p > 0, abierta hacia abajo si p < 0, 

V = (0,0), F = (0, p), directriz: y = -p\ c) parabola, V = (0, 0), 

u = -y=(l, 1), p = /2 (lo mismo que en 6a); e) parabola, 

V = (2, 3), u = (|, f-), P = 5 ( lo mismo que en 6 c). 


Paginas 242-243 


1. a) Elipse, F 0 = (0, 0), eje mayor a lo largo del eje de las X, a = 5, b = 3; 
c) elipse, F 0 = (1, -2), eje mayor paralelo al eje A', a = 13, b = 12; 
e) elipse, F 0 = (-2,3), eje mayor paralelo al eje Y, aj= 5, b =_4; 
g) elipse, F 0 = (±, -f), eje mayor paralelo al eje X, a = i v / 39. ^ = ivl3; 
/) circunferencia, centro ( — 2, f), radio f. 

2. a) (x-5) 2 + 4(y-4) 2 = 16; c) 16(x-2) 2 +25 y 2 = 400; 

e) P = (5, 7) + x'(f , !) + /(-!, I) donde ^ + y — = 1 


o 289x 2 — 504xy+ 436y 2 + 638x — 3584y + 8449 — 0; 

25 x' 2 25 y 

g) P = (-2, 2) + x'(t 3 , H) + /(—H-, tj) donde - + 


6084 


1859 


= 1 . 


3. a) 9x 2 + 5y 2 -18x + 20y-151 =0 o 


(x-1) 2 , (y + 2) 


20 


+ 


26 


1 . 


5. — + — = 1 donde b 2 = a 2 (l-e 2 ). 
a 2 b 2 
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Paginas 248-249 


1. a) Hiperbola, F 0 = (0,0), eje sobre el eje X, a = 3, b = 2; 
c) hiperbola, F 0 — (—1,2), eje paralelo al eje E, a = 5, b = 
e) ehpse, F 0 = (1, -1), eje paralelo al eje X, a = 4, b - 3; V 

g) hiperbola, F 0 = ( — 8, I), eje paralelo al eje X, a = ^ ^481, b = ^ /481; 
/) hiperbola, F 0 = (j), — §), eje paralelo al eje Y, a = %, b = 3; 
k) circunferencia, F 0 = (— 1, f), r = a/XX. 

2. a) 9x 2 -16 y 2 = 144; c) 25/-4.V 2 =*100; 

e) 20(.v— l) 2 — 160 —4) 2 = 320; g) 4{y + 4) 2 -25{x~ l) 2 = 100. 

3. a) I6y 2 — 9x 2 = 144; c) 4x 2 -25y 2 = 100; 

e) 16(j — 4) 2 — 20(.v— l) 2 = 320; g) 25( X -’l ) 2 -4Cv + 4) 2 = 100. 

4. a) 45(_p — 11 ) 2 — 36(.v — 1 ) 2 = 1 620. 

7. a) x' 2 -y ' 2 = 2c. 


Pagina 254 

1. a) 27 X ' 2 +I8/ 2 ; c) 50.v' 2 + 25/ 2 ; e) 125x' 2 + 50v' 2 ; q) 5x' 2 - 
i) 169(2 x' 2 +y' 2 ). 


Pagina 259 

1. a ) Elipse; c) elipse; e) hiperbola; g) elipse. 

Paginas 263-264 

X- Inter- E-Inter- Simetrias Extension 

cepciones cepciones 

2 - a) ± 2 ±3 X, Y, O x e [ — 2, 2], ye [—3, 3] 

c ) ±! mnguna X, Y, O X £<-1,]> 

3. a) Hiperbola, F 0 = -(3, 1) eje paralelo al eje X, a = 2, b = 2^2; 
c) circunferencia, F 0 = (2, -3), r = 

e) ehpse, F 0 = (- 1, -J), eje paralelo al eje X, a = i^/274, b = iJl37; 
g) parabola, V = (0, — J), abierto hacia abajo; 
i) recta, pendiente — §, E-intercepcion — -f; 

k) hiperbola, F 0 = (-2,1), eje paralelo al eje X, a--=^4 6, 6=Wl0; 
m) parabola, V = (1, -f), abierto hacia arriba; 
o) recta, pendiente — E-intercepcion — §. 

5. (fzff + (> '~ 1)2 = i 7 ( x ~ 2 ) 2 , (y- 3) 2 , 

25 9 ’ ' 5 9 

9. a) Parabola; c) hiperbola; e) parabola. 
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Paginas 278-279 


8 . a ) 



- (c¥T -(¥)'"’ 


Paginas 291-293 


1 . a) l/(x, y) = -^.(x-y, x + y); 

n/2 

c) t/(x, y) = — 2x — 9y, 9x — 2y); 

v'85 

. 1 

e) U(x, y) = (-y, x) = (x, y) ; 0 ) U(x, y) = — (x + y, -x + y); 

v '2 

i) U(x, y) = 1 — - (bix-b 2 y, b 2 x + b i y). 

Jb 2 +b 2 

3. 57° 17'45". 5. 0.00029. 

7. 18.3 radianes/seg; 45.8 pies/seg. 

11. a) 19.19, 20; c) 25.88, 26.18; e) 99.8, 100; 0)26.31.27.75. 

12. 907 millas/hora. 

13. a) 8 . 6 anosluz; c) 542 aiios luz. 

14. a) cos 0 = sen 0 = —— = —— = tan 0 = cot 0 = I; 

sec 0 esc 0 v '2 

c) cos 0 = sec 0 = 1 , sen 0 = tan 0 — 0 , esc 0 y cot 0 no estan definidas; 
e) sen 0 = esc 0 — 1 , cos 0 — cot 0 = 0 . tan 0 y sec 0 no estan definidas; 

g) sen 0 = —-— = — ,-3 ; cos 0 = —-— = — J-f ; tan 0 = —— = , 5 2 . 
esc 0 sec 0 cot 0 


Pagina 295 


1. a) cos 325°8' = 0.82048; c) sen 32.8 ti = 0.58779; 

8 7T 

e) tan 318° 15' = -0.89253; g) cosy = -0.90097; 

In 157t 

/) cot —= 0.32492; k) esc 200° = -2.9238; m) cos — = 0.92388. 
5 8 

3. a) a = (1.53. 3.70); c) a = (17.91, - 1.796). 

4. a) F = (211.4, 133.4); c) F = (45.65, - 14.83); e) F = (— 1.23, — 10.5). 
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Pagina 298 


1. a) 45°; c) 36° 52'. 

2. a) 32° 12'; c) 31°20'. 

3. a) 225°; c) 135°; e) 90°. 

4. a) -28° 14'±2'. 

5. a) 207° 17'±2'; c) 107°34'±2'. 

6. a) 94°5' ±10'; c) 249°23'±3'. 


Paginas 304-305 

1. a) |a| = 5.6, |b| = 14; c) a = 76°, fl = 14°, |c| = 12.4; 

e) |c| = 113, |a| = 64.7; g) |b| = 33, |a| = 85, a - 69". [J = 21°. 

2. a) |cj = 4.44, a = 116°, /? = 34°; c) ]a| = 8.4, |b| = 13; 

e) |b| = 8.42, y = 73° 10' ± 10',_ot = 46°30'+ 10'; 

9 ) W = yJn,_OL = 18", |b| = v 65, ji = 45°, jc| = N 104. y = 117"; 

/) |a) = 12y5, a = 124°; |b| = 16, /? = 30"; |c| = 4 x /43, y = 26°. 

3. La antena tiene una altura de 71.4 metros y esta a 264.7 metros sobre 
el suelo. 

5* V wp = (592, —38) donde la direccion de i es E y la direccion de j es N. 


Paginas 310-312 

1. a) yj2(\, 1); c) v '2(l, 1); e) |(-l, v /3). 

2. a) r = 1, 0 = tt; c) r = N 2, 0 = y ; e) r == 19.8, 0 = 131°. 

9. a) r = a sen 0 cos 2 0; c) r = a sen 0 tan 0: e) r = a cos 20 sec 0. 


Paginas 312-314 

4. a) nn, n cualquier entero; c) (— 1)" - + >m. n cualquier entero; 

o 

n+ j 7T _ ji 

e ) (—1)" ^ ,!7r ' n cua l c l u i er entero; g) - + nn, n cualquier entero. 

I 

6. a) U(x, y) — ± ^._(.v + 3>’, -lx+y). 

11. I 000 “mils” de infanteria = 1 radian = I 018 “mils” de artilleria. 
13. a) < — oo, co>; c) < - oo, — 1 > \j [1 , oo>. 

15. 4.545 metros. 


784 Respuestas a ejercicios selectos 



Paginas 321-322 

1. a) 1+2 + 3+4 + 5; c) r + r 2 +r*+ r*+ r s +r 6 +r 7 ; e) r + r l + r 5 + r 1 . 

3 . £( 2 fc - l ) = « 2 . 5 . a)i(3"-l); 

k — \ 2 3 

7. a) 5; c) 125. \ 


Pagina 327 


1. £ 3a* = +3tf 2 + 3fl3 + 3tf 4 + 3tf 5 + 3a 6 ; 

fc= i 

6 

3 £ a* = 3(a, + a 2 + a 3 + a 4 + a 5 + a 6 ). 

fc = 1 

4. a) 385; c) i(2/i 3 + 9« 2 +13«); e) 2025. 


Paginas 329-330 



c) 16a 4 + 96a 3 + 216a 2 + 216a+81; 
e) x 5/2 -10 * 2 + 40 x 3 ' 2 - 80x + 80 x 1 /2 - 32. 

7. 720 x 8 . 

Paginas 331-332 

12. a) 25316; c) 25316. 13. a) 81 x 4 -216x 3 + 216x 2 -96x + 16. 

15. 28jc x V. 


Paginas 337-338 

1. a) A. 2. a) m = 3. m = 1. 


Paginas 354-356 

2. a) 0; c) I; e) 6; g) ax 0 2 ; i) 0; k) 0; m ) 4a + 2A + c. 13. 0. 15. 0. 
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Paginas 364-365 


1 . a) 3 ; ' c) 6; e) 6. 2 . a) 27; c) ^ 3 ; e) 3 . 

3. a) 2x; c) 4x 3 ; e) -2x~ 3 . 4. a) 2; c) 1 ; e) 1 ; g) 1. 

Paginas 370-371 

7. Si. 8 . a) «7i; c) 0,2; e) ninguno. 


Pagina 374 

1 . a) 32 t 0 ; c ) 51.5? 0 ; e) 9.65 1 0 2 . 


Paginas 381-382 

2. a) 2; c) m- e) 2al; g) - -- ; i) —L±A ; 

(I + 5) 2 (7 2 + 3) 2 

k) 21 sobre <-oo, 0) u <0, oo>. 

3. a) -3; c) 2 ax; e) Sx + 6x 2 ; q) —— X - ; i) —-—- 

(x 2 + 2) 2 (x + 2) 2 

5. a) 0 para .v no un entero; 

c) 2 sobre <-c», 3>, 0 sobre <3, oo>, /'(3) no existe. 


Paginas 387-388 


7. a) 10/ + 2; c) 2/+cos 
m) 21 sen + I 2 cos; o) 


e) cos + sec 2 ; g) 0; i) 2 sec 2 ; 
— (1 +/ 2 ) sen — 21 cos 
(1 +/ 2 ) 2 ’ 


k) 21 — cos 


q) 2 sen cos; 


1 + cos + sen 
(1 + cos) 2 


8 . 


a) 

k) 


16x 3 + 8x + 3; c) 2x — sen x; e) 2x cos x — x 2 sen x; g) 0; i) 2 cos x 

. x cos x — sen x „ , , 

x cos x; m) ---; o) cos x - sen x; 


q) 3x 2 sen x + x 3 cos x; s) - sen x; u) sen x + sec x tan x; 

, ,, , x sec 2 x - tan x 

w) 2 cos x —(2x —3) sen x; y) ---. 
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Paginas 392-393 


1. a) 2x sec 2 (x 2 + 2); c ) — esc 2 (sen x) cos x; e ) 3 tan 2 x sec 2 x; 
g) 2 sec 2 y tan y; i ) — 4n sen (4 tt0); k) u> cos (cot+8). 

2. a) 12x 2 (x 3 +2) 3 ; c) 3sen 2 xcosx; e) 9 sen 2 3 x cos 3x; 

_ 2 

g) — 3 sen -4 x cos x; i) -4(2x + l)~ 3 ; k) 


(t-\y 

3. a) i [/~ 1/2 °sen] cos; c) (7 ~ 2/3 otan ° 3 /) (sec 2 °3/); e) 


4/ 


g) — 2 esc (esc + cot) ; /) 


2 . /(/ + 2)_ 2 / I 


(/ + 1) 2 


sec o 


/ + ! 


(2 + /) 


3 ’ 


fc) (2/ + 3 )coso(/ 2 + 3/); w) 


sen 


|sen| (1 + cos) 


; o) — (cos ocos) sen. 


Paginas 394-395 

1. a) /' = 12 / 3 + 6 / 2 — 10/+2, /" = 36/ 2 + 12/- 10; 

<0 /' = (1 -^)~ 2 , /" = 2(1 -/r 3 ; e) /' = ± cos o (4/), f" = 

1 + cos 2 0 


-sen o (4/); 


3 ) F'(d) = -esc 6 cot 0, F"{6) = 


, x 4 — 12 x 2 

j) g (x) = ; G (x) = 

(x -4) 2 


sen 3 0 
8 x(x 2 + 12 ) 
(x 2 -4 ) 3 


6 . a) (/ 2 — 20 ) cos + 10 /sen; c) —sen. 


Paginas 399-401 


, , » . , . 6x(3x —1 )dx 

1 . a) 2 cos 2 x ax; c )--—; e) (cos x — 2 x sen x) cos xdx; 

( 6 x— l ) 2 

g) (sen nx+nx cos nx)dx. 

2 x 


2. a) 


sec 4 x 


(1 — tan 2 x)' 


; c) - 


lx 2 - 1 


2 n 2 ,/j - : — 6 sen3x; 3 ) 


-8 


(x — 1 ) V x +1 

3. a ) 13.0385; c) 4.9733; e) 0.455; g) 1.105 
5. 19.38 m 2 . 7. 1.774 cm 3 . 


( 2 x —3 ) 2 


Paginas 404-405 


1. 0.1644 x 10 “ 2 cm/°C. 
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3. 9.43 x 10~ 4 cm 2 /seg. 

5. 0.052 metros/seg. 

7. —0.075 amp/'seg. 

9. 699.92 km/hr. 

11. 0.631 m 3 /hr. 

Paginas 408-409 

1. a) |(/ 3 +l); c) i(15 — cos 4 ); e) [sen 3 o (5/)- 149], 

2. a) it 2 - 2; c) -f 3 +4t-3; e) -^(109-2 cos 3/). 


Paginas 415-416 

6. a) co; c) no existe; e) oo; g) 3; /) 0. 


Paginas 417-420 


2. a) 3; c) 1; e) 1. 

5. a) — 5 sen 5x; c) 3 cos (tan 3. v) sec 2 3a - ; e) 0; g) —4/sen (2/ 2 + 3); 
/) 5tan 4 sec 2 ; k) 1/2 ' (I 2 + sec)] (21 + sec tan); 


,2 x + sec x tan a _ 4 4 , 6 , 

m) - : o) 5 tan .v sec x+ 2 tan a sec a; 


9 ) 


2yjx 2 + sec x 
(x 2 + 5 cot x) (sen x + x cos x) —x sen x(2x-5 esc 2 x) 


6. a ) 1 1.958; c) 0.8747. 
1 


9. 


11. 6.19 m. 


(x 2 + 5 cot x) 2 
7. 0.035 cm. 

17. 324. 19. 2.29 m/seg; 1.63 m/seg. 


Paginas 424-425 

2. a) Superiormente acotada, no inferiormente acotada, no acotada; 

c) superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada. 

5. a) sup = 7, inf = 2; c) no hay supremo, inf = 1. 


Pagina 429 

1. a) sup = 1, inf = 0, no tiene maximo, 0 es el minimo; 
c) no hay sup, inf = 0, no hay maximo, 0 es el minimo. 
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5. El conjunto de todos los numeros racionales positivos cuyos cuadrados 
son may ores que 3. 


Pagina 435 

1. a ) 1.1 o 1.2; c) 1.7 o 1.8. 3. 2.236. 5. 1.26. 10. a) [0,27]; c) [0, 9>. 

Paginas 437-438 


1. SI, no. 3. SI, si. 


Paginas 442-443 



6. SI. 


Pagina 445 

1. a) Superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada; 
c) superiormente acotada, inferiormente acotada, acotada. 

2. a) Inf = 0, sup = 9; c) inf = 0, sup = / 

5. a) Max = 9 + a, min = a; c) max = 58, min = —2; 
e ) max = min = 4• 


Pagina 447 


3. Inf = i, sup = £. 7. <-oo, —l]U[l, oo>. 9. Si, si. 

Paginas 453-454 

1. a) Max = 2, min = -14; c) max 21, min = -3; 
e) max = x /5</2, min = -■^ /5/150; 
g) max = yjl, min = — % /2; z) max = min = 1. 
5. h = fa, r = fV2 a, V = j+na 3 . 

7. I = \a, h = \a, V = / a 3 . 

9. Un cuadrado de lado v '2 r. 

11. Despues de andar - 8 -- de kilometro por el camino. 

13. 6 x/7, A = 6/7. 15. 5/5. 
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Pagina 457 


1. a) Cualquier numero en <1,4); c ) 0; e) .69. 

Paginas 459-460 

1. f(x) = -3, x e < 1, 5>. 5. y (x) = 2x 2 + 3. 


Paginas 466-468 

1. a) — ~£y£~ es el minimo relativo y el minimo absoluto; 

c) 0, minimo relativo; 16 maximo relativo; 0, minimo absoluto; 
e) 12, minimo relativo; g) —I maximo relativo, 3 minimo relativo. 
3. 6,6. _ 5. 5 100. _7. 3 000. 9. 22.23 cm x 15.88 cm. 

11. r= lL, h= I—. 13. .8.54 m. 15. R = r. 

V 2 7T V 7r 

17. a) Se encuentra m — 4 kilometros a lo largo de la playa; 
b) se encuentra totalmente en el agua. 


Paginas 479-481 


1. a) Hacia arriba <0, oo>, hacia abajo < —oo.O); 
c) hacia arriba <—oo, oo); 

e) hacia arriba <0, oo>, hacia abajo <-co,0>, punto de inflexion 0; 


g) hacia arriba 



, oo hacia abajo 



puntos de inflexion — — , — ; 

\ 3 x 3 


i) hacia arriba < —oo.O), hacia abajo <0, oo), punto de inflexion 0; 
k) hacia arriba <1, oo), hacia abajo < — oo, 0), <0, 1 >, punto de 
inflexion 1. 

3. a) -?- 6 PL, L- b) 0,-^L. 


Pagina 482 


7i n 

1. a) Max = 1 — - min = - — 1. 

4 4 

2. a) Minimo relativo —35, —160; maximo relativo 29; 

decreciente < — oo, — 1), <1, 4); creciente < —1, 1), <4, oo); 
concava hacia arriba < — oo, K4-V19)), <i(4 + Vl9), oo); 
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concava hacia abajo <-§■ (4 — 19), ^(4 + ^19)). 

c) mini mo relativo 2 ; decreciente < —oo, 0 >; creciente < 0 , co>; 
concava hacia arriba < — oo, oo). 

Paginas 492-494 

1. a) Si; c) no, por ejemplo, 2 no tiene in verso multiplicative. 

15. a) 8 + 2/; c) 15+16/; e) — ij2; g) jy + fy/. 

17. a) 5 + /; c) 10 + 20/; e) -/; g) -/; /) I. 

18. a) xg+jgi; c ) 2 — 3/; e) no hay solution; 
g) z, = (9+ l9/)/34, z 2 = ( —5 —37/)/34. 

Paginas 499-501 

1 . a) e irc,2 j c) e i3,t/2 ; e ) x / 2 c i,l/4 ; 3 ) 2 N /3e i5,l/6 ; 

/) 2 x /3e i " /3 ; fc) 8e i2 * /3 ; m) 3e i,l/2 ; 0 ) 7e'\ 

2. a) — 6yj'2 fcos ^ + / sen = -3^/2 (7*2 + ^/3 + Jl -73 i) 

= -8.196-2.196/; c)-3-3 x /3i; e)f+fi. 

i3it/2 

3. a) 2J2e i3n/4 ; c) —— ; e) 29~ 3/2 e -581 '; 

5 6 2 3 

g) 25- s /5e 4 ' 43i ; /) 72 cos (mt + tr/4); 

/<) 1^/2 cos (wz — 7 t/ 4 ). 

5. a) Circunferencia, centra en el origen, radio 1; 

c) la recta x = - 2 ; e) la recta + = 1 ; #) el semi piano sobre el eje 
/) interior del circulo, centra en (— 1 , 0 ), radio 1 ; 
k) el intervalo [—1, 1]; m) el eje Y. 

6. a) 1+/, -1-/; c) 2 x /2e‘ 5ir/l2 , 2^2e nu/12 , 2</'2 e il7rt/I2 , 

2^/2e i23 ' t/l2 ; e) l}j2e iKl4 , 3^/2e i " K/i2 , 3^/2e' 19,1/12 . 

7. a) 3, j(-l_+V3/),J(-l_-V3/) L c)J,e i2 * /5 , , e i6,t/5 , e i8,t/5 ; 

e) V2_+ V'2/, - v /2 + V2/, -y'2 - V'2/,.7 2 - V 2/ - 

10. a) 729 sen (0 + 0.38); c) 729 sen (0 + 1.19). 

Paginas 507-508 

1 . a) (/—4) (2 / 2 + 8/+29)+ 121; c) i(/+3) (/ 2 +/+2)-|/; 
e) i(20 / 2 + 42/+105)(2/ 3 -5/ 2 +I) + i(521/ 2 -18/-161). 

2 . a) (/-l) 3 ; c)(Z-l)(j + i-^i)(l + i + ^i); 

e) (/-!)(/+/)(/- 3/). 
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Pagina 509 


1. a) Q = 1+ 1, R = 4; c) Q = 7 4 + / 3 + 2/+2, /? = 3; 

<?) Q = 5/ 2 —13/+27, = -55. 

2. a) -74, -58, -83; c) 86, - - t %; *>) -9, -3, 475. 


Pagina 513 

1. a) 2, -2, -3; c) -1, i ±JV'5; e ) l-_ 

2. a) (/-l)(/+l)(/+i-i N /21)(/+i + iV21); c) (/- 1) (/+ l) 2 (1+2); 
e) 2(/-})(/ + Hi^j^/ + 4-/ 


Pagina 515 

a) 77 c/ 6, 11 jt/6 (210°, 330°); c) jt/6, 5 tt/6, 7tt/6, ) 1 ti/6 (30°, 150°, 210°, 330°); 
<?) 0, 2ti/ 3, 47i/3 (0°, 120°, 240°); 

ti/3, 2tc/ 3, 4n/3, 5 tt/3 (60°, 120°, 240°, 300°); 

/') sin soluciones; /c) 0, 2 7r/3 (0°, 120°). 


Paginas 521-522 

1. a) 3.24; c) 0.269; e) 0, -0.88. 3, a) 0.51; c) 1.70; e) ±0.92. 

4. a ) 4.64; c) 3.08. 


Paginas 523-524 


1 . 

2 . 


a) 8 — 3/; c) 26—13/; e) —/. 

I +1 1 + / . — J 15 — v/5 / 

a) —— ; c) -; e) —---— 

y /2 16 405 000 


3. a) 


— 1 ± i l + i — 1 + i 

“7T ; 


4. a) 2(/+5) (/—f) (/+/)(/—/); c) 2(/-l)(/+l) (/+*)(/-V5)(/+V5). 

5. a) 7r/6, tc/2, 57t/6, 37r/2; c) 7t/3 ; e) Tt/6, 5n/6, lnj6, 11 tt/6 ; 

<?) .x = kn/4, k = 0, 1,..., 7. 

6 . a) ±0.82; c) 0,0.69. 
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Paginas 530-532 


1. 2. 3. 2.496 < n < 3.5. 5. d = ~a 2 . 


7. q 4 /4. 


Paginas 541-543 


3. 1.60. 5. b) 1.8. 

9. a) [P| < 6.4 x 10~ 4 por problema 8; |P| < 10 3 por problema 7; 
c) |P| 0.1 por problema 8; |P| < 0.11 por problema 7. 


Paginas 547-549 


1. Aproximacion deseada 2 600; contestation exacta 2 500. 

2. a) 0.785; c) 0.694. 3. 11.75. 

j: 


6 . a) 


r i3 


x 2 dx; c) 


2 xdx; e) f(x)dx. 


Paginas 567-569 


1. a) 72; c) i; e) -2; g ) 8 14 /14; i) la integral es indefinida; 
k) m) -80; o) ^ = 332|; q) la integral es indefinida; 
n . 2t . 29 1 


s) 7t; u ) 


w) 


l + r 


V) 


1 + cos 2 9 2 1 + cos 2 0 


2. a ) 36; c ) 50; e) 1. 3. 10 % /5/3. 

p/16 

6. a) (10-320^ + 


f 6 4 
3 . 


(32f-10)dt = 14 103i; 


5/16 


c) i[(l0 001) 3/2 -(101) 3/2 ]. 

7. a) i[(l + /) 3 -l]; c)j(t)-y 0 + 


f' sen 

Jo 1 + / 2 ‘ 


Paginas 572-573 


2 

1. - 1 /. 3. 0. 5. -. 7. ±. 

3 71 

1 " 

14. a) E(u), donde u = - £ a*. 

n k= i 


9.0. 11. i (2^/2-1). 13 0. 

s _ 1 c 2 / 2 +(c 1 -c 2 )a : 

15. c) x = - -• 

2 c 2 l + (c 1 -c 2 )a 
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Paginas 577-579 


1. a) Integral impropia de primera clase; 

c ) 1/V Integral impropia de la primera clase; 
e) go. Integral impropia de primera clase; 
g) 2. Integral impropia de primera clase; 

0 00 - Integral impropia de segunda clase; 
k) 4. Integral impropia de segunda clase; 

' n ) 00 • Integral impropia de segunda clase; 
o) go. Integral impropia de segunda clase. 

2 

2. a) 0; c)— 2 . 3. a) Divergente; c) divergente; e) divergente. 4. 4. 

Paginas 580-582 

1. a) F esta definida sobre <0, co> y es una funcion creciente. La 
grafica de Fes concava hacia abajo. 
c) Maximo relativo en / = (2k — 1)7r y en t = — 2kn para k= 1, 2, ... 
Minimo relativo en t = 2kny en t = — (2A — 1) 7 r para k = \,2, . . . 
Hay un punto de inflexion en / = 0 y en todos los puntos en que 
t = tan t. (Vease el ejemplo 8.4, pagina520.) 

4. a) f(2V2-l); c) (28) u /33. 7. a) 0; c) 0. 

9.-sgnA-i-sgna, donde s gn x = { _ J “ * J ° ; sgn x se lee 
signo de x . No es dificil ver que s 8 n = x sgn x = |x|. 

11. a) 2yj6; c ) oo; divergente; e) 0. 

Paginas 590-591 

4> IT- 6- -y-- 8. 18. 10. oo. 12. No hay ninguna region. 
14.21. 16. 9. 18. La pendiente de la recta es 3(2-2 2/3 ). 

Paginas 593-594 

1* ;fl2 - 3 - 2 ™ 2 - 5. na 2 /2. 7. ^(26 2 + a 2 ). 

9. Area del rizo mas pequeno: 

7T C( ^2 2\ Cl ^ 

~—(2b + a~) — 2ab sen a -sen a cos a = 

2 2 

= ^(2h 2 + « 2 ) - -b(a 2 -b 2 ) 112 ; 

2 2 
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area del rizo mayor: 

*5 b 

-(2 b 2 + a 2 ) + -b(a 2 -b 2 )' 12 , donde \n < a < n y cos a = - 
2 2 a 

11. \(n-2)a z . 13. \{n-2)a 2 . 

15. jr 2 (a — sen a), donde a es el angulo subtendido por la cuerda y r es 
el radio de la circunferencia. 

Paginas 597-598 

1. 69 pie-libras. 3. 15 — (r-r 0 ) kilogrametros 

r 


- kpq ( 1_l\ 

2 V b 2 ) 


Paginas 601-603 

1. a) s(t) = — \at 2 4-tf 0 ( + s o ; 

c) y(t) = ^ 1 — cos^31 — ^ =i[l-scn30- 

3. (1.44)2 2/3 libras. 

5. a) Juan: 24.7 millas. Roberto: 24.5 millas. Si Juan simplemente 
promedia las velocidades que ha apuntado, su estimado es de 
25.2 millas. c) 19.8 millas < distancia recorrida < 29.2 millas. 

7. a) s(t) = — 16f 2 + 200t + 100: ^ max = 725; 
l 2 t 4 

c) y(t) = io 4- — — —, y ma x — ~4 ■ 

9. ,v 2 +y 2 = c 2 ; circunferencias concentricas con el origen como centro. 

Paginas 608-611 

7. 90.1. 9. -i. 11. \{t 2 + t+\) A . ,3 - 1^(2/+I) 6 - 

15. -'- (ax + b) n+l . 17. (a 2 + < 2 )' /2 ■ 19.0. 21. - - . 

a(n+\) 12 

23. No definida. 25. yj2—\. 27. 1. 

31. No (observese que 6.7 requiere que/sea continua sobre 3. Por ejemplo, 
j sgn xdx = |a-| sobre < - oo, oo>. El problema 29 es otro ejemplo). 

Paginas 618-621 


„ , 1 ( sen . x 

1. a) cos 4- / sen; c) H sen °2/-2/cos °2J); e) — I —- + 2 tan 

3 \cos 
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2. a) 0; c) 4 cos f+ 10 sen f — 4; e) YYY- 

6. a) g(18 4/3 — 9 4/3 ); c) }; e) 1 - -L; g) a 3 /3 . 


Paginas 624-625 

1. a) ti/5, c) 5n/6. 2. a ) 2/n p 3 ; c) n/2. 4. 3.6521 x 10 6 pies-libras. 

5 


Paginas 633-636 


1. a) sen xdx = 2\ c) xdx o 


Jo 


(a + x) dx ; 


e) 


2 . a) 2 


xdx 


xdx — 0. 




xdx; c) cos xdx. 7. fnr 3 


10. a) t:/15; c) In /24; e) 1771/24. 

11. a) 'j pies 3 ; c) j pies 3 . 12. 18^/20- 


13. f7r<ar 3 (16 — 6 ^/3 ). 


Paginas 644-647 


a) 4 ^ 29 ; 


c)- 2 -F; e) 8; 


3 71 

g) — a. 
2 


2. a) 

e) 


(1 4- cos 2 ) ,/2 ; c) 


(1+3 cos 2 20)' 12 dO : 


ed 


n (1 — e cos 0) 2 


V 1 +e ~2e cos OdO . 


_ 2 
5. a) - 


2 \ 3/2 


+ 4/ 


n 2 \ 3 ' 2 


+ M + - 
16/ 


> c ) \ 2 + In (1 + ^/2). 


6. a) v(/) = (10, -tf/+10), a = (0, -o); c) 20/a. 
8. a) v(/) = 2fr L (0; c) *(0 = / 2 r 0 ; e) 0; 

S') a(0 = — 4/ 2 r(/) + 2r 1 (/); /) a T = 2r 0 . 
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Paginas 648-651 


1. 2/« 4. na 2 . 5. a) 24n\ c) n;2. 

1. 3na 2 l% (esta curva es una hipocicloide con cuatro puntas y se llama 
astroide). 9. -^r. 1.52 x 10 s pies-lihras. 

13 . a) 4nab - donde a > b. 15. 124tt/ 3. 17. 4r 3 / v 3. 19. § a 3 tan a. 

3 

21 . y (x) = 4 a - 4 sgn x , donde sgn x = { _ | J J ; *gn v se lee “ s ‘g no de *”• 

23. La velocidad de escape es aproximadamente la de 10.77 kilometros/ 
segundo, o sea, alrededor de 38 616 kilometros poi hora. 

25. a) v(f) = (v,, - at+v 2 ); c) — - 

a 

26 a) (50,0); c) - 1 250tt, 12sV 


Pagina 661 


1. a) tV; c) 1; e) 4; #) £. 


Pagina 664 

a) + c) i / -i /2 + i /-2;3; e) 3[/ 1 ' 2 ‘ (1 +2 tan)] sec 2 ; 

. 9 ) 3 sec 3/2 2x tan 2.x. 

3. A 16 metros del punto mas proximo al almacen. Distancia = 122 metros. 

Paginas 669-670 


a — I —■ 

1. a) In 2; c) -fc In x b y. 3. a) -•; c) 0, l- v /2. 

e+ 1 


5. a) 2/x; c) 


1 


x In x 


; e) 


x z + a 2 


6. a) i n o( / 2 +1 ). C ) — In o |cos|; e) {l 2 -In. 

Paginas 672-673 


1. a) 0.00005; c) 0.30728. 2. a) 0.694x10 3 ; c) 2.81. 

1 4e 2x 

3 .a)l+In; c) sec; e) — = sec; g) —— 7 - 

cos e - 1 
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4. a) i exp (5/); <) 2 exp /' 2 ; e) In * (1 + exp); g) \ e 2x + 2 x-{c 2x . 
/) l In (3 f 2e 4r ); k) 4 a 2 . 5. In ( — a). 

Paginas 680-682 

1. ti) log, 8 = 3; c) log , 0 i00 = 2; e) log 81 9 = 4; q) log !0 ().i -- - I. 

2. a) 2 3 = 8 ; c) 10 2 = 100; e) iO 0 30103 = 2; g) 8 5 ' 3 = 32. 

4. a) 3.46; c) 1.26; c) 2.10. 

5. a) 31 1 log,, e: c) — (tan) log,, e; e) (In a) cos exp„ sen; 

g) (2-Y + a 2 In 3)3 v ; i) — C ° s * ■ log, ex k) 3x 2 2* 3 In 2. 

1 — sen v 

7 . a ) ex Pj '(21) . ^ exp, exp exp 5 sen 

2 In 3 1 -f In 2 In 5 

~> 3x y p x J~ x 

9)——: 0 ; k) 

3 In 2 1 + In 3 In 2 

Paginas 684-688 

— 2 cos 2 ,v; c) -In|sec 6 .v|; e) 4 1n|sen2.v|; 
g) In |csc 3.v - cot 3x|; /) 4 sec 2 ; k) -2 esc; m) 2 sen ^; 

°) -4cos 3 ; q) tan v; s) n; u) -|cot4.Y; u) 2 In (.2-1); 

j) — 4 cot 30 — 0. 

3. u) 4 cos 7 x cos 3 .y; c) ,V; e) sec .y + cos .v. 

4. a) tan ,v 4 l tan 3 ,y+ J tan 5 .y; c) t '<, tan 5 2.v+ tan 7 2.v; e) 4 tan 3 .y. 

5. a) 4 esc 3 a- - -( esc 5 a- ; c) - J esc 3 3.v. 

7. a) 3"2 (4a* sen 4 at); c) .Y + serr.Y. 

8 . a) — /(j- (5 cos 2.v + cos I0.v); c) -,-‘-g(9 sen ,v + sen 9 .y). 

10. c) 4 tan 4 a —j tan 2 ,v — In |cos ,v|. 

j 3* 

11 . a) -cot" ' x - I cot "~ 2 xdx; c) — 4 cot 3 ,v + cot x + x 

n — 1 J 

12. a) n\ c) tan .v + 2 In |csc 2.v — cot 2 .y| — cot .v; 

e) 4sen 3 / 2 -4sen 7/2 ; g) 4 sen 2.v; /) 4 tan 2 + In , |cos|; 

k) 4 tan 2 + 4 In |cos sen| + 4 cot 2 ; m) tan + 4 tan 3 + 4 tan 5 . 

Paginas 696-699 

1. a) -Jt/4; c) Infix e) 0; g) tt/4; i) 0.848; k) 0.45; m) 0.245. 

V'4 —* 2 Isenxl x v /.x 4 -l 

9. a) arcsen - ; c) — ; e) 4ln2; #)-arcsec —; t) 4 arcsen (|/); 

3 12 6 3 
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k ) tV arcsec ;■ (} /); m) arcsen o 


1 , 1 2x 

o) - In |4x 2 + 251-arctan — 

4 2 5 




11. 3 radianes/horas. 


Paginas 700-701 


—7 1 * 

1 . a) x v 'x 2 + l — I — r - 

X X + 1. 


"2 , 10x 

-- + 1 - cot X- - - ; 

sen x L x 3{x 2 — 1)_ 


(x 2 -l) 5 


2. a) x x [l + In x] ; c) (In x)* -— + In In x . 


I /1 — cos x 
sen x V i + cos x 


P&ginas 712-713 


1. a) /(x) = x 3 -3x 2 + 5; c) /(x) = -x + 4x’ + 20 J ((x-tfdi: 

, (x — tt/2) 3 (x — 7t/2) 5 , 
e ) cos x = — (x — 71/2) +-—-—-1- 


(x-tt/2)^ _ L f* 

7 ! 8 ! J n/2 


(x-lf sen tell ; 


q) arctanx = x-+ R 4 (x)donde « 4 (x) = 

3 


5/ — 10/ 2 + 1 

-T7— (x-tVdt; 

o (1+r 2 ) 5 


0 /(*) = I I x ; 


x 3!!x 2 5!! x 3 7!!x 4 9!!x 5 ll!!x 6 

k) /(X) = 1 - - + yjyy - -pyj- + y^yy - y^yy + + R b (x) 


donde R 6 (x,l — 


13!! f* 

2 7 6 ! Jo 


(]+/)" ‘ 5/2 (x-t) b dt. 


3. a) 12.0416; c) 4.4721. 5. <-^6xl0~\ 76x10'~‘>. 

8. a) No; c) no; e) no. 9. No. 

Piginas 714-717 


1. a) 0; c) 723-1; e) - 1 +/ 1/2 o(7-2) sobre [3, oo>. 
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2. a) 

9) 


l 1 


l 2 ' 3 -(I 3 + 1 ) 
-1 


, 21 ,2 arcsen x 

; c) ——- ; e) - 


/2x —4x 2 


; 0 


/ 4 +1 
l 


J 1 -x 2 


x In x 


1 


4. a) i In 2; c) - v '4-x 2 ; e) - cos 3 -; g) f; /) - In : \a + b exp]; 

3 2 b 


k) j(e 2x + 3 2x log 3 e); m) rtsenhi; o) ^-sec3x. 

1 1 

5. a) Max en — -(I, 1), min en -(1, 1), ningun punto de inflexion; 
e e 

c) max en ^ 2(1, e -1 ' 2 ), min en - J x /2(1, e _1/2 ), puntos de inflexion 
en (0, 0), ±i v ' 6(l. e~ 3 ' 2 ). 7. a = 0. 

10. a) A = - a arbitraria; c) X= —1+2/, a arbitraria. 

11. j8 = -1, a> = ±2. 

12. a) x(7) = ae ± ' /2 ', >■(/) = a( ± N /2— \)e ± v2 ', a arbitraria. 

13. a) x(/) = cosh /; c) x(t ) = cosh / + 6senh t. 

14. a) 0, 0.747; c) 0.567; e) 0.59; 0)0.80. 

" ( - 1 )* + 1 /xY 

15. a) ln(a + x)=lna + £ -(-) + R n (x) 

k = i k \a/ 


donde K„(x) = 


(- 1 )" x ' 

a +1 La+ c_ 


c entre 0 y x; 


c) 0.18232. 


17. |7? 2 (x)| ^ yle para xe[-i,i). 


Paginas 724-726 


1. a) / arctan — { In (1+/ 2 ); c) (2 — I 1 ) cos + 21 sen; _ 

e) 0 (el integrando es una funcion impar); g) l arccos — N 1 — / 2 . 

2. a) — x cos x + sen x; c) jx 3/2 In x—f.v 3 ' 2 ; e) y(2x— I )e 2x ; 

g) je x (sen x + cos x); /) sen x (In |sen x| — I); 

A) i sec 3 x tan x+1 sec x tan x +1 in I sec v tan x! ; m) l; o) - f- ; 


q) x" 


In x 


./i + l (n + irJ 


5. I — 2e~ 


7. 5—1. 


a) (4 —e 3 ). 
9e 3 


Paginas 738-739 


3. 



x — 4 


3 _ 
2x +1 ' 


c) ~ + 


X 


I 

x — 2 


1 

x+1 ' 
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2 2x 2 x 8x , 16.x 

} x x 2 + 2 (x 2 + 2) 2 x 2 + 4 (x 2 +4) 2 

-1 -1 -1 

4. a) -c) --- e) arctan (x+ 1); g) -- 

8(2x +1 ) 4 4(x 2 +1) 2 x+1 

x+1 1 , * . 

i )-1— arctan (x + 1); 

2(x 2 + 2x-t- 2). 2 


17 x — 1 


34 4x + l 

4-: arctan —— 


7 (2 x 2 + x + 1) 7 % /7 V 7 

x( v _ '>) 4/5 

5. a) ilii|(x+l)(x-2) 5 |; c) In * * —; 

(2x + I) 

. _ , | (x+1) 3 (x + 2) 4 , 2 , , x + 1 

e) 2x + In- - - ; g) -+ In 

I (x — 1 ) 2 x+1 X 

i) 2 In |x(x — 1) 2 i + - ; A) In |x(x 2 + 1 ) 2 | — 3 arctan x; 

X 

m)^nJ3+^ In 2; o) l + + i In 12. 


Paginas 743-745 


1. a) - —■c) - = 

a 2 \ a 2 — x 2 v ; l6-x 


- — arcsen - : 
2 4 


e) 3 In |2 + v '3| —3; g) -\ 5 -n; i) —— -— ■ 

4Vx 2 — 2x + 5 

3. a) 4 2 5 (9 + x 2 ) 5 ' 4 (5x 2 — 36); c) ^(4 + x) 3 ' 2 (3x-8). 

1 , 2 + tan x/2 

5. a) - In -— ; c) In 11 + tan x/2|. 

4 2 — tan x/2 

6. a) x - In 11 -e x \ ; c) arctan e x 

Paginas 747-748 


1. a) t 1 - 5 -(3x 2 -10)(x 2 + 5) 3/2 ; c) 1 , 8 x v / 9x 2 -4+/ 7 In |3x + v '9x 2 -4|: 
P \ -——-- arcsen x 2 ; q) — 2 sen"-2 sen-cos-+ 1 ; 

lyfT? 2 ' 4L 2 2 2 J 


/) arctan (x + 1); A) 2 arctan 


/ 2 2 

c a ~ 11 , 2 . 2 \ 

-——— (a +2 it ), 

3 a 4 « 3 
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o) -nr* 4 -ti-^ + tVs In (5 + 4x 2 ); 


■') — ivl ”4 y 2 + i arcsen 2y; u) 


q) -J2 In 
4 



X + 2 - yj 2 

x 4- 2 -f- ^ 2 

>/ a + bx 2 ; 


») K/(2 + x 2 )(3+x 2 ) + iIn lv'2 + x 2 + ,/3 + x 2 |. 


Paginas 758-759 

1. a) 0.69315. 2. a) < 3. a) s; j-J^. 

5. a) 5 4 = 0.88181, s 8 = 0.88290. 

7 . a(j ( x - fl i) (x-a 2 )...(x-a„) + (x - a 0 ) (,v - a 2 ),,, (x-a n ) 

( a o~«i)(flo-« 2 ) ■ (a 0 — a„) (a, -a 0 ) (a, —a 2 )... (a, —a„) 

+ + a " 

(« n —«o) («„ — «,).. (a„-a n _,) 


Paginas 764-766 


1. c) 0.4636. 
3. 6) I - 


1 


3-3! 5-5! 7-7! 

5. of) 2.1145. 7. 2.75. 9. 3.14. 


1 1 

— con error menor que --= 0.9062 x 10 6 


9 9! 


Paginas 767-769 

!• a ) tW 4 ( 4 In - 1); c) I arcsen 2 + lj\ -I 2 arcsen -21 \ e) n/4; 
9 ) 


- . ; i) - In 

a 2 v /a 2 + x 2 2 


yj x 2 + 4 —2 


; *) A(2 + x 2 ) 4/3 (2x 2 -3); 


m) In (x 2 + 4x + 5)-3 arctan (x + 2); o) | In |(x + 1) (x - 3) 7 | ; 


q) zf-gXyj 1 —x z (8x 4 —26x 2 + 33) + y 5 g arcsen x. 
2 


3. a) 0; c) \na 

5. 


V- v' 39 - 20 In ' ^ 39 


7. 2 7i ./39. 


9. |-jr(2* 3 +! 
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Indice analltico 


Aceleracion, 374 
(prob. 2) 

Aceleracion, vector, 646 
(prob. 6) 

Adicion 

de funciones, 134 
de niimeros complejos, 
487 

de niimeros reales, 25 
de pares ordenados, 55 
de vectores, 57, 61 
Amplitud de un numero 
complejo, 494 
Analisis, 51 
Angulo 

definicion de, 286 
de inclinacion, 251 
de una recta, 296 
de un vector, 295 
(prob. 2) 

de interseccion de 
rectas, 296 

medida en radianes de 
un, 286 

Angulos interiores de un 
triangulo, 299 
Angulos y rotaciones, 

286 

Apolonio de Perga, 52, 
334 

Aproximacion 
de integrales definidas, 
539, 547, 749 
de raices de ecuaciones, 
431, 463 

de transformaciones, 
179 

por la formula de 
Taylor, 760 
por la regia de 

Simpson, 750, 757 
por la regia del 
trapezoide, 750 
Aproximaciones 

sucesivas, solucion 
de ecuaciones por, 
516 

Arco de circunferencia, 
266 

Area, 526, 543, 585, 591 
de la grafica de una 
funcion, 532 (prob. 
8e), 543 (prob. 10) 
de un paralelogramo, 
84 


de un rectangulo, 526 
de un sector circular, 
531 

de un segmento 

rectilineo, 531 (prob. 
8c) 

de un triangulo, 84 
de un triangulo 
rectangulo, 527 
de un arco de 

circunferencia, 531 
(prob. 8d) 

Argumento de un numero 
complejo, 494 
Arquimedes, 52, 266, 

269, 526 

Asintotas, 470, 472, 474, 
de una hiperbola, 246 
Axioma del supremo, 425 

Bifolio, 311 (prob. 9) 
Bisector ortogonal, 104 
Bisector perpendicular, 

104 

Calculo 

los fundadores del, 526 
teoremas fundamentales 
del, 558, 560 
Cambio de coordenadas, 
182, 203 
Campo, 488 
de los numeros 
complejos, 488 
Cardioide, 310 (prob. 4b) 
Cartesiano, producto. 56 
Centro de masas. 121 
(prob. 9), 571, 573 
(prob. 15) 

Cero de una funcion, 

483 

Circunferencia, 229 
longitud del arco de, 
266 

ecuaciones polares de, 
307 

Cisoide de Diodes, 312 
(prob. 9) 

Complejo conjugado, 491 
Componente radial de la 
velocidad, 646 
Componentes, 82, 288 
Componente transverso 
de la velocidad, 647 
(prob. 7d) 


Composicion 
de funciones, 141 
Concavidad, 474 
Congruencia, 198 
Conjunto(s), 17 
igualdad de, 18 
interseccion de, 18 
nulo, 18 
union de, 18 
vacio, 18 
Conservation 
de la energia, ley de 
616 

del momento, ley de, 

617 

Constante, funcion, 131 
derivada de una, 378 
Continuidad, 365 
por pedazos, 558 
(prob. 9) 
uniforme, 438 
Convergencia de 

integrales, 574, 575, 
578 (probs. 2, 3) 
Coordenadas 
de un punto, 23 
polares, 305 
rectangulares 

(cartesianas), 52, 203 
Cotas, 422 

Creciente, funcion, 458, 
655 

Cuadros minimos, 

metodo de los, 468 
(prob. 18) 

Cubierta, 436 
Cuerda focal 
de una elipse, 243 
(prob. 4) 

de una hiperbola, 249 
(prob. 5) 

de una parabola, 236 
(prob. 8) 

Cuerda, longitud de 
279, (prob. 9), 291 
(prob. 9) 

Curva elastica, 480 
(probs. 2, 3) 

Curvas 

longitud de, 636 
rectificables, 637 

Decreciente, funcion, 

458, 655 

Dedekind. Ricardo, 23, 24 
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Densidad, 600 
Dependencia lineal de 
vectores, 107, 115 
(prob. 12) 

Derivadas, 375 
de la composicion, 388 
formulas para, 391 
notacion para las, 375. 

377, 394. 399 
segundas, 394 
teoremas sobre, 382 
Descartes, Rene, 52 
Desigualdad, 25, 34 
cuadratica, 36 
del triangulo, 42, 71, 

86, 495 

de Schwarz, 86 
lineal, 36 

Desplazamiento, 46 
representado por un 
vector, 65 

Determinante, 113. 121 
(prob. 20) 

Dibujo de graficas, 468 
Diferenciacion (vease 
Derivada) 
Diferenciacion 

logaritmica, 699 
Diferencial, 395 
aproximacion por una, 
396, 705 
Direccion 
de una recta, 116 
de vectores, 68 
Directriz, 232, 260 
Distancia 

entre puntos, 90, 93 
(prob. 2) 
sobre una recta 

numerica, 49 (prob. 

6, seccion 3) 
de un punto a una 
recta, 102 
Division 

de numeros complejos, 
490 

de numeros reales, 29 
de funciones, 138 
Divergencia de integrales, 
574, 575, 578 
(probs. 2, 3) 

Division sintetica, 508 
Dominio de una funcion, 
124-125, 668, 676, 708 

Ecuacion caracteri'stica 
de una forma 
cuadratica, 252 
Ecuacion cuadratica, 32, 
257. 484 

de dos variables, 257 
solucion de, 32, 485 
Ecuacion polar 
de una circunferencia, 
307 


de un conjunto (curva), 
307, 311 (prob. 6) 
de una seccion conica. 
311 (prob. 7) 
Ecuaciones 
caracterlsticas, 252 
cuadraticas, 32 
implicitas, 220 
lineal, 30. 102, 113 
homogenea. 114-115 
(prob. 7) 

trigonometricas, 513 
Ecuaciones diferenciales, 
405, 538 

Ecuaciones lineales, 30, 
102, 113 

simultaneas, solucion 
de, 113 

Ecuaciones parametricas, 
218 

de una circunferencia, 
282 (prob. 2) 
de una elipse, 283 
(probs. 3, 4) 
de una parabola, 232 
y area, 619 (probs. 7, 9) 
Ecuaciones polares,.309 
Ecuaciones vectoriales 
de una elipse, 238 
de una hiperbola, 244 
de una parabola, 232 
de una recta, 100 
de un conjunto, 219 
Elemento de un conjunto, 
17 

Elemento identidad 
(neutro), 25, 136, 

146. 187, 488 
Elipse, 236, 257, 259, 

262 

ecuaciones 

parametricas de una, 
283 (prob. 3) 
ecuacion polar de una, 
311 (prob. 7) 
ecuaciones 

parametricas de una, 
283 (prob. 3) 

Eje conjugado de una 
hiperbola. 245 
Eje mayor de una elipse, 
239 

Eje nienor de una elipse, 
239 

Eje transverso de una 
hiperbola, 245 
Energia 

cinctica, 403, 616 
conservacion de la, 616 
potencial, 616 
Error 

en el uso de 

diferenciales, 633 
en la aproximacion de 
integrales por la 


formula de Taylor. 
760 

en la formula de 
Taylor, 705 

en la regia del trapezoi- 
de, 750 
en la regia 
Simpson 750, 757 
de truncamiento, 706 
Escalar, producto, 73, 83, 
192 

Excentricidad de una 
seccion conica, 259 
Espacio vectorial, 141 
(prob. 12) 

bidimensional (V 2 ), 57 
Espiral de Arquimedes, 
310 (prob. 3b) 
Espiral hiperbolica. 310 
(prob. 5) 

Estrofoide, 311 (prob. 9) 
Euclides, 23, 52, 88, 283, 
313 (prob. 8) 
Eudoxio, 266 
Exponencial compleja, 
495 

Extension de una grafica. 
222 

Factor, 505 
Factorial, 327 
Fermat, Pierre. 334 
Foco 

de una elipse, 237 
de una hiperbola. 243 
de una parabola, 232 
Forma cuadratica, 249 
Forma polar de un 
numero complejo, 
495 

Formula de De Moivre, 
497 

Fracciones parciales, 726 
Funcion(es), 124 
algebra de. 136. 145, 
152 

algebraicas, 154, 654, 
661 

circulates 
graficas de, 279 
propiedades de 272,276 
composicion de, 141 
constantes, 131, 378 
continuas, 365 
en pedazos, 558 
(prob. 9) 
cosecante, 276 
coseno, 270 
cotangente, 276 
creciente, 458, 655 
decreciente, 458, 655 
de variable real, 126 
division de, .138 
dominio de una, 

124-125 
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elementales, 654 
error, 760 
exponencial, 670 
de base a, 677 
grafica de una, 128 
hiperbolicas, 701 
identidad, 131 
derivada de la, 379 
impar, 224, 768 
integrable, 537, 545, 

557 (prob. 9) 
integrables ellpticas, 
762, 765 (prob. 2) 
inversa, 147, 654 
trigonometrica, 689 
logarltmica, 664 
de base a, 678 
maximo entero 
contenido, 132 
monotona, 458 
no creciente, 458 
no decreciente, 458 
periodica, 277 
polinomial, 139, 368 
potencial, 674 
racional(es), 139, 368, 
727 

integration de, 732 
limite en cc de una. 
415, 416 (prob. 5) 
raiz cuadrada, 132 
rango de una, 124-125 
regia de 

correspondencia de 
una, 126 
secante, 276 
seno, 270 
seno integral, 765 
(prob. 3) 

sustraccion de, 137 
suma de, 134 
tangente, 276 
trascendente, 654 
trigonometricas, 270, 
276, 369 

continuidad de las, 
369 

definition de, 270, 

276 

derivadas de las, 391 
graficas de las, 279 
integrates de, 682 
inversas, 689 
propiedades de, 
272-273 

uso de las tablas de, 
293 

univalente, 146 
valor absoluto, 131 
valor de una, 125 
valor medio de una, 

570 

valuada en los reales, 
126 


Gauss, Karl, 486 
Geometria analitica, 51 
Geometria euclidiana, 52, 
198, 206 

Geometria plana, 198 
Grafica 

de una ecuacion, 215 
de ecuaciones 

parametricas, 218 
de una funcion real de 
variable real, 128 
Grafica polar 
de una ecuacion, 311 
(prob. 6) 

de una funcion, 307 
Grassman, Herman, 486 
Grupo(s), 186 
conmutativo, 187 
de transformaciones, 
186 

euclidiano, 190 (prob. 

3), 195 (prob. 2) 
ortogonal, 195 (prob. 1) 

Hamilton, William 
Rowan, 486 

Heine-Borel, teorema de, 
437 

Hiperbola, 243, 257, 259, 
262 

ecuacion polar de la, 
311 (prob. 7), 491 

i, 491 

Identidad, elemento, 

25-26, 136, 146. 186, 
488 

Igualdad de conjuntos, 18 
Impulso de una fuerza, 
616 

Incremento, 395 
Independence lineal de 
vectores, 107, 115 
(prob. 12) 

Infimo, 422, 443 
Infinito, 39, 117, 409-410, 
413 

Integration numerica, 

748 

por la regia de Simpson 
(parabolica), 750 
por la formula de 
Taylor, 760 
por la regia trapezoidal, 
750 

de funciones racionales, 
732 

por fracciones 
parciales, 734 
por partes, 611, 720 
por sustitucion, 613, 
739 

trigonometrica, 614, 
742 


por uso de tablas, 74 
Integral definida, 532 
propiedades basicas d 
la, 549, 556 
como limite de una 
suma, 547, 625 
aproximacion numeric 
a la, 539, 547, 749, 
751, 760 

Integral de Riemann, 53 
Integral eliptica, 645 
(prob. 3), 762, 765 
(prob. 2) 

Integral inferior, 535 
Integral superior, 535 
lntegral(es), 532 
como limite de sumas 
547, 625 

impropia. 573, 578 
(probs. 2, 3) 
indefinida, 603 
Intercepciones, 222 
de una recta, 117 
Interior, producto, 74, 
83, 192 

Intersection, angulo de, 
296 

de conjuntos, 18 
de rectas, 107 
Intervalo abierto, 39 
Intervalos, 39 
abiertos, 40 
caracterizacion de, 434 
cerrados, 39 
infinitos, 39 
semiabiertos, 39 
Invariantes, 191, 207 
lnvariantes euclidianos, 
207 

Isomorfismo, 490 


Kronecker, Leopoldo, 48( 

Lado recto, 236 (prob. 8) 
243 (prob. 4), 

249 (prob. 5) 
Lemniscata de Bernoulli, 
311 (prob. 9) 
Leibniz, Gottfried 

Wilhelm, 334, 526 
Leibniz, regia para la 
n-esima derivada, 

395 

Ley 

de los cosenos, 302 
de los senos, 302 
asociativa, 25, 57, 489 
conmutativa, 25, 57, 62 
489 

Leyes de cancelation, 29 
442 (probs. 13, 14) 
Leyes de los exponentes, 
50, 675 
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Ley distributiva, 25, 57, 
488 

Limite, 338 
derecbo, 351 
de sumas e integrales. 

547, 625 
infinite. 409 
izquierdo, 351 
teoremas sobre el, 358 
trigonometrico, 356 
unicidad del, 348 
Linea recta (vease Recta) 
Logaritmica, 

diferenciacion, 699 
Logaritmica, funcion, 664 
de base a, 678 
de base 10, 679 
Longitud 
de arco, 636 
de curvas, 636 
de una cuerda, 279 
(prob. 9), 291 
(prob. 9) 
de vectores, 70 

Matrices, 212 (prob. 10) 
Maximo, 445, 452 
relativo, 450 
pruebas de 
determinacion, 460, 
464, 710, 

Media aritmetica, 569 
Medida de un angulo en 
grados, 288 

Medida de un angulo en 
radianes, 286 
Metodo de capas, 630 
Metodo de los cuadrados 
minimos, 468 
(prob. 18) 

Metodo de Newton. 517 
Milesima de artilleria, 

313 (prob. 11) 
de infanteria, 313 
(prob. 11) 

Minimo, 445, 452 
Minimo relativo. 450 
pruebas de 

determinacion del. 
460, 463, 710, 
Modulo de un numero 
complejo, 494 
Momento 

conservacion de, 617 
de flexion, 480 
(prob. 2,3) 
de una barra, 573 
(prob. 15) 
lineal, 616 
Multiplicacion 
de funciones, 134 
de niimeros complejos, 
487 

de numeros reales, 24, 
25 


de un par ordenado por 
un numero real, 56 
de un vector por un 
numero real, 56, 62 

Neutro, elemento, 25. 

136, 146, 187, 488 
Newton, metodo de, 517 
Newton, segunda ley del 
movimiento de, 616 
Newton, sir Isaac, 334, 
526 

Norma de una particion, 
532 

Normal a una recta, 100 
Notacion decimal, 23 
Notacion de integral 
indefinida, 604 
Nurnero(s) 
complejos, 487 
amplitud de un, 494 
argumento-de un, 494 
conjugado de un, 491 
forma polar de un, 

495 

parte imaginaria de 
un, 487 

parte real de un, 487 
potencias de. 497 
ratces de, 497 
valor absoluto de un, 
494 

racional, 15 
real, 25 

Numeros direccionales, 
116 

Operacion binaria, 186 
Origen de coordenadas, 

52 

Ortogonalidad 
de rectas, 100 
de vectores, 72, 75 

Parabola, 232, 257, 259. 
262 

ecuacion polar de una. 

311 (prob. 7) 
Parabolica, regia, 750 
Paralaje estelar, 292 
(prob. 13) 
Paralelismo 
de rectas, 96 
de vectores, 68 
Parametro, 218 
Pares ordenados, algebra 
de, 56 
Particion 

de un intervalo, 532 
norma de una, 532 
refinamiento de una, 

535 

Pascal, triangulo de, 330 
(prob. 5) 

Pendiente, 1 16, 298. 336 


Periodo, 277 
Pi (tt), 267, 269 
Plano euclidiano, 90 
Polares coordenadas, 305 
Polinomial, funcion, 139, 
368 

sobre el campo 
complejo, 501 
Postulado de las 
paralelas, 97 
Potencial, funcion, 674 
Potencial gravitacional, 
650 (prob. 23) 
Primo, 510, 511 
Principio de Arquimedes, 
649 (prob. 11) 
Principio de induccion, 
316 

segundo, 331 
Principio del buen 
orden, 316 

Producto cartesiano, 55 
Principio de Fermat, 465 
Producto escalar, 73, 83, 
192 

Producto interior 

(escalar), 74, 83, 192 
Proyeccion ortogonal. 82 
Punto 
critico, 451 
de acumulacion, 339 
de inflexion, 477 

Racional, numero. 15. 

426 

Radio vector, 63 
Raices caracteristicas de 
una forma 
cuadratica, 252 

Raiz 

de una ecuacion, 483 
determinacion 
aproximada de. 

427, 516 
racional, 510 
de un numero, 29, 432. 
497 

Rango de una funcion. 
125 

Razon de cambio, 401 
Real(es), numero(s), 24 
axiomas de los, 25, 425 
representacion 

geometrica de los. 46 
Recta(s) 

angulo de interseccion 
de, 296 

coordenada, 23 
definicion de una, 90 
direccion de una, 1 16 
dirigida, 296 
ecuacion de una, 100 
ecuaciones 

parametricas de, 98 
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intersection de, 107, 

109 

ortogonalidad de. 100 
paralelismo de, 96, 
116-117 

pendiente de una, 117, 
297 

representacion analitica 
de, 90, 98, 100 
Recta numerica, 23 
Recta secante, 335 
Recta tangente, 334, 376 
Refinamiento de una 
particion, 535 
Rectangular es, 
coordenadas 
(cartesianas) 52, 203 
Rectangulo, area del, 526 
Reflexion, 166 
Regia de 

correspondencia, 126 
Regia de la cadena, 388 
Relativa, velocidad, 67 
(prob. 6), 305 
(prob. 5) 

Residuo {tease lamhien 
Error) 

en la formula de 
Taylor, 705 
forma de Lagrange, 
708 

en la regia de Simpson, 
750, 757 

en la regia trapezoidal, 
750, 758 

teorema del, 505 
Riemann, Georg 
Friedrich, 526 
Riemann, integral de, 
537 

Rieman integrables, 
funciones, 537 
Rolle, teorema de, 454 
Rosa de cuatro hojas, 

310 (prob. 4a) 

Rosa de tres hojas, 310 

(prob. 4c) 

Rotacion, 165, 170, 189 
y angulo, 286 
de ejes, 182 

Schwarz, desigualdad 
de, 86 

Seccion conica (veanse 
tambien Elipse, 
hiperbola y 
parabola) 

ecuacion polar de una, 

311 (prob. 7) 
Segmentos rectilineos, 

104 

Segunda ley del 

movimiento de 
Newton, 616 


Semifactorial, 726 
(prob. 4) 

Seno, funcion, 270 
Seno-integral, funcion, 

765 (prob. 3) 
Simbolos, lista de. 13 
Simetrfa, 222 
con respecto a los ejes, 
225 

con respecto al origen, 
227 

con respecto a una 
recta, 223 
con respecto a un 
punto, 226 

Simpson, regia de, 750 
Sistemas de coordenadas, 
203 

Snell, ley de, 466 
Solidos de revolucion, 
volumen de, 621, 

630 

Solucion 

de ecuaciones lineales 
simultaneas, 113 
de una desigualdad 
cuadratica, 37 
de una desigualdad 
lineal, 36 
de una ecuacion 
cuadratica, 32 
de una ecuacion 
diferencial, 598 
de una ecuacion 
lineal, 30 
Subconjunto, 17 
Suma inferior, 533 
Suma superior, 533 
Sumas, 320 
aritmeticas, 327 
(prob. 6) 
geometricas, 327 
(prob. 5) 

propiedades de las, 323 
Supremo, 421, 443 
axioma del, 425 
Sustraccion 
de funciones, 137 
de numeros 

complejos, 490 
de numeros reales, 28 
de vectores, 63 

Tablas 

de integrales, uso de. 
745 

de funciones 

trigonometricas, uso 
de, 293 

Tangente, funcion, 276 
Tangente, recta, 334, 376 
Tangente, vector, 639 
Taylor, teorema de, 704 
en la integracion 


numerica, 760 

Teorema de Pitagoras, 

62, 70, 75 

Teorema de Rolle, 456 
Teorema de Taylor, 704 
en la integracion 
numerica, 760 
Teorema del binomio, 

327 

Teorema del factor, 505 
Teorema del residuo, 504 
Teorema del valor 
intermedio, 430 
Teorema del valor 
medio, 456 
para integrales, 569 
Teorema fundamental 
del algebra, 502 
del calculo, 558, 560 
Toro, 636 (prob. 14) 
Trabajo, definicion de, 
594 

T ransf orm acion(es) 
composicion de, 179 
de coordenadas, 183, 
203 

de grupo, 190 
(prob. 3) 

definicion de, 160 
de semejanza, 161 
inversa, 161 
lineal. 178 (prob. 14), 
195 (prob. 3) 
no singular, 161, 187 
ortogonal. 190 
rigida, 164 
singular, 161 
de ejes, 182 
Transverso, componente 
de la velocidad, 647 
(prob. 7d) 

Transverso, eje, de una 
hiperbola, 245 
Trapezoidal, regia, 750 
Trascendente, funcion, 
654 

Traslacion(es), 165, 

190 (prob. 2) 
Trayectoria, 115 
(prob. 10), 218 
Trayectoria de fase de 
una particula, 621 
(prob. 10) 

Triangulo de Pascal, 330 
(prob. 5) 

Triangulo, desigualdad 
del 

para numeros 
complejos, 495 
para numeros reales. 41 
para vectores, 71, 86 
Triangulos, solucion de, 
299 

Trigonometricas, 
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funciones, 

continuidad de, 369 
definicion de, 270, 276 
derivadas de, 391 
graficas de, 279 
integrales de, 683 
propiedades de, 272 
uso de las tablas de, 
293 

Truncamiento, error por 
(vease Error) 

Union de conjuntos, 17 
Univalente, funcion, 146 
Valor absolute 
de un numero 
complejo, 495 
de un numero real, 40 
funcion, 131, 380 
Valor de una funcion, 
124 

Valores extremos, 450 
Valor medio de una 
funcion, 570 
Valor promedio de una 
funcion, 570 


Variables, 401 
Vecindad, 450 
Vector(es), adicion de, 

56, 61 

angulo entre, 253 
cero, 58 

componentes de, 82, 
290 

direccion de un, 67 
libres, 63, 209 
(prob. 9, 10) 
longitud de un, 70 
multiplicacion por un 
escalar de un, 56 
ortogonalidad, 71, 75 
paralelismo, 68 
producto escalar de, 73, 
83, 192 

producto interior de, 74 
producto punto de, 74 
propiedades algebraicas 
fundamentales de 
los, 58 

sustraccion de, 59, 63 
tangente, 639 
Vectoriales, ecuaciones 


de una elipse, 238 
de una hiperbola, 244 
de una parabola, 
232-234 

de una recta, 100 
de un conjunto, 219 
Vectorial, espacio, 141 
(prob. 12) 

bidimensional (V = ), 57 
Velocidad, 372, 642 
angular, 647 
componente radial de, 
646 

componente transverso 
de, 647 (prob. 7d) 
de escape, 650 
(prob. 23) 
lineal, 642 

relativa, 67 (prob. 6), 
305 (prob. 5) 

Vertice 

de una elipse, 236 
de una hiperbola, 243 
de una parabola, 232 
Vigas, 479 (probs. 2. 3) 
Volumen, 621, 630 


808 Indice anali'tico 



